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Uvod

V této praci se budeme vénovat nejjednodussim aplikacim klasické mate-
matické analyzy v klasické mechanice. V prvni kapitole zacneme rozborem
zékladnich principi klasické mechaniky. Zavedeme zakladni fyzikalni veli-
¢iny pouzivané pro popis pohybu hmotného bodu (soustavy hmotnych bodd,
tuhého télesa) jako jsou délka a Cas. Z téchto veli¢in konstruujeme dalsi fyzi-
kalni veli¢iny, rychlost a zrychleni. Dale se vénujeme fyzikalnim postulattim,
které umoznuji kompletni popis pohybu hmotnych bodi (tuhého télesa). Pre-
zentujeme Newtontv, Lagrangetiv a Hamiltontv formalismus. Vsechny tyto
zptsoby popisu vedou k obycejnym diferencidlnim rovnicim. Matematické
poucky z nauky o diferencidlnich rovnicich nas informuji o existenci a jedno-
znacnosti feseni takovych rovnic i o vlastnostech jejich fesenich. Abychom si
utvorili alespon néjakou predstavu o pouziti matematickych metod v klasické
mechanice, tak se zaméfime na studium pohybu ¢astic ve vnéjsim elektromag-
netickém poli. V druhé kapitole proto probereme zékladni postulaty klasické
elektrodynamiky. Déle ilustrujeme (na nejjednodussich moznych fyzikalnich
tlohach) pouziti Newtonova, Lagrangeova a Hamiltonova formalismu na po-
hybu nabité ¢astice ve vnéjsim elektromagnetickém poli.



Kapitola 1

Klasicka mechanika

V této kapitole se pokusime o formulaci zdkladnich principt klasické mecha-
niky. Ukazeme, ze se Newtonovské formulaci da dat velice zajimavé mate-
matické zpracovani, které umoznuje fesit elegantné fadu problémi klasické
mechaniky.

1.1 Poloha, rychlost a zrychleni

Néaplni klasické mechaniky je popis pohybu téles. Tento popis se neobejde bez
pouziti matematiky, pfedev§im geometrie a (klasické) matematické analyzy.
Zakladni otazky na néz se mechanika pokousi odpovédét jsou kdy? a kde?
téleso bylo, je a bude. Z toho usuzujeme, Ze nejprve musime umeét popsat
polohu télesa v prostoru (na to slouzi geometrie) a pak mit vhodné pojmy
na popis zmény polohy v pribéhu ¢asu (k tomu pouzivime matematickou
analyzu).

Abychom si popis pohybu télesa zjednodusili, tak si zavedeme pojem
hmotny bod. Pod hmotnym bodem budeme (fyzikilné) rozumét téleso,
jehoz rozméry miizeme zanedbat vzhledem ke vzdalenostem na nichz pohyb
télesa studujeme. Naptiklad planetu mtizeme povazovat za hmotny bod pri
jejim pohybu okolo Slunce. Na druhou stranu pii popisu otaceni planety
kolem jeji osy ji za hmotny bod povazovat nemtzeme. Vzdy musime zohlednit
kontext, ve kterém fyzikalni popis provadime. Kdyz budeme umét popsat
pohyb jednoho hmotného bodu, tak lehce zobecnime nas algoritmus na popis
vétstho mnozstvi hmotnych bodi, tzv. soustava hmotnych bod?.

Prvnim tkolem je urceni polohy hmotného bodu v prostoru. Budeme
predpokladat, ze mame k dispozici metr a hodiny. Pomoci téchto pomticek

'Kdyz budou mit hmotné body ze soustavy hmotnjch bod# mezi sebou neproménné
vzdélenosti, tak budeme mluvit o (dokonale) tuhém télese.



budeme méiit vzdalenosti a ¢asové intervaly?. Matematicky zachytime mé-
feni vzdalenosti zavedenim kartézské soufadné soustavy (pevné) spojené s
referenénim té&lesems?.

Poloha bodu je (v dany okamzik ¢) jednoznaéné uréena polohovym vek-
torem; oznacujeme r(t). V konkrétnich vypoctech je polohovy vektor (¢asto)
urcen zadanim jeho (kartézskych) soutadnic, jejichz hodnoty zavisi na Case.

Nyni pristoupime k popisu zmény polohy hmotného bodu za c¢as. Vektor
rychlosti v daném case ¢t definujeme vztahem?*

v(t) = (t). (1.1)

Kdyz zndme (kartézské) soufadnice polohového vektoru, tak snadno spoc-
teme (kartézské) souradnice vektoru rychlosti.

Déle nas zajima jak rychle se méni rychlost v daném c¢asovém okamziku.
Tuto situaci vystihuje pojem vektor zrychleni definovany v daném okamziku
t vztahem

a(t) = v(t) = #(t). (1.2)

Kdyz zndme (kartézské) soufadnice polohového vektoru, tak snadno spoc-
teme (kartézské) souradnice vektoru zrychleni.

1.2 Princip setrvacnosti

Jak vime z predeslého paragrafu je poloha, rychlost a zrychleni definovano
v néjaké pevné dané (kartézské) souradné soustavé. V mechanice se, pro
formulaci jejich zékladnich principt, nevoli libovolna (kartézskd) souradna
soustava, ale jista privilegovana tiida (kartézskych) soufadnych soustav. Po-
drobnéjsi rozbor ukazuje (viz [5]), ze je (v klasické mechanice) vhodné predpo-
kladat platnost principu setrvac¢nosti. Princip setrvacnosti tvrdi, ze exis-
tuge (kartézskd) soutadnd soustava, vici niZ se volny hmotny bod® pohybuje
podle rovnice ¥(t) = 0, tj. s nulovgm zrychlenim. Jinak Teceno je vici ta-
kové soustaveé v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu.®. Souradnou

2Podrobnéji v [5].

3Napft. si jako referen¢ni téleso zvolime povrch Zemé.

4Derivaci podle ¢asu oznacujeme teckou, jak je ve fyzice zvykem.

®Volny hmotny bod je bod, na ktery nepiisobi jiné hmotné body (popiipadé lze toto
pusobeni zanedbat).

6K tomuto postulatu byl pfiveden Galileio pii svych slavnch pokusech. Jednalo se
o dalekosahlé zobecnéni, protoze experiment, ktery by ovéril tento postulat je prakticky
neproveditelny. V pozemskych podminkach nelze zanedbat vzajemné ptisobeni téles (napf.
tfeni, gravitaéni ptsobeni Zemsé, ....)



soustavu, vici niz se volny hmotny bod pohybuje s nulovym zrychlenim na-
zyvame inercialni soufadnou soustavou’; ostatni® soufadné soustavy nazy-
vdme neinercialni®.

Nyni je tfeba si polozit otazku, zda existuje pouze jedna inercialni sou-
fadna soustava, nebo je jich vic. Lehce nahlédneme, ze kdyz se bude (vuci
inercidlni soufadné soustavé) pohybovat pocatek jiné soufadné soustava kon-
stantni rychlosti a osy obou soutadnych soustav budou svirat pevné thly, tak
tato soufadna soustava bude také inercidlni. Skutecné, uvazujme hmotny
bod a ozna¢me r(t) polohovy vektor hmotného bodu v inercidlni soufadné
soustavé, r'(t') polohovy vektor hmotného bodu ve vySetfované souradné
soustavé, V (konstantni) rychlost pocatku vySetfované souradné soustavy
vzhledem k inercidlni soufadné soustaveé, A matici reprezentujici natoceni
os vySetiované soufadné soustavy vi¢i osdm inercidlni soufadné soustavy?,
r(to) polohovy vektor poc¢atku vySetfované soustavy vici inercidlni souradné
soustavé v pocatecnim case ty a konecné predpokladejme, Ze ¢as plyne v obou
soustavach stejné. Pro prepocet polohovych vektort a casti mezi soustavami
ziejmé plati vztahy!! (viz [5])

r'(t') = Ar(t) +r(to) + Vi, (1.3)
t = t. (1.4)

Jestlize zvolime bod, ktery se vii¢i inercidlni souradné soustavé pohybuje
podle rovnice ¥(t) = 0 (tj. je to volny hmotny bod), tak po dvojnasobném
zderivovani vztahu (1.3) podle ¢asu'? bude jeho zrychleni rovno nule. Podle
principu setrvacnosti je vysetfovana soustava soustavou inercialni.

Z toho, co bylo Teceno, je jiz ziejmé, ze kdyz existuje jedna inercialni
sourfadna soustava, pak existuje libovolny pocet inercialnich soustav. Jejich
pocatky se viici sobé pohybuji rovnomérné piimocare a osy jedné soustavy
sviraji s osami ostatnich soustav pevné thly. A konecné jde Cas ve vSech
inercialnich soustavach stejné.

Poznamenejme, ze transformace uréené vztahy (1.3) a (1.4) se nazyvaji

"Prakticky (pro déje netrvajici dlouhou dobu) povazujeme za inercialni soustavu kartéz-
skou soufadnou soustavu spojenou s povrchem Zemé. Podrobnéji je realizace inercidlniho
systému probrana v [5].

8Tj. soustavy vii¢i nim# se volny hmotny pod pohybuje s nenulovym zrychlenim.

9Striktné vzato je soustava spojend s povrchem Zemé neinercialni. Tento fakt dokazuje
pokus s tzv. Foucaultovym kyvadlem, jehoz bylo pouzito k dikazu otaceni Zemé kolem
zemské osy.

10Matice reprezetujici natoceni soufadnych os je ortogondlni. Jeji prvky jsou (pevné
dand) redlna ¢isla.

1Y téchto vztazich jsou vektory reprezentoviny maticemi.

12Cas plyne v obou soustavach stejné!



Galileiho transformace!®.

V klasické mechanice se predpoklada, ze vSechny inercialni souradné sou-
stavy jsou plné rovnopravné z hlediska vSech zakont klasické mechaniky, tzv.
Galileiho princip relativity.

1.3 Pohybové rovnice v Newtonové formalismu

7 logického obraceni principu setrvacnosti plyne, ze kdyz na vySetfovany
hmotny bod ptisobi jiné hmotné body, tak se vysSetfovany hmotny bod musi
pohybovat s nenulovym zrychlenim (vici inercialni soufadné soustave). Kvan-
titativné to vystihneme pohybovym zakonem

mi(t) = F((r(t), £(¢), (1)), (1.5)

kde m je setrvaéna hmotnost (stru¢né hmotnost)'*; £(¢) je zrychleni vy-
Setfovaného hmotného bodu'®; vektorova funkce F((r(t),r(t), (t)) se nazyva
(vyslednd) silaS.

Z matematického hlediska je rovnice (1.5) obycejna diferencidlni rovnice
druhého radu roziesena vzhledem k nejvyssi derivaci. Jak se miizeme poucit
v knihach o diferencialnich rovnicich (napf. [12]) musime k jednozna¢nému
urceni feSeni této rovnice zadat jesté tzv. poc¢ateéni podminky. Tj. zadat
polohovy vektor a vektor rychlosti v néjakém (pocateénim) case.

Zadanim polohového vektoru a vektoru rychlosti v néjakém case urcuje
tzv. stav vysetfovaného hmotného bodu (v tomto case)'”.

13D4 se ukézat, ze Galileiho transformace tvoi{ (Galileiho) grupu.

14GQetrvaéna hmotnost fyzikalné charakterizuje nechut hmotného bodu ménit rychlost.
Setrvacnd hmotnost je pevné kladné realné ¢islo (podle experimentii), které je charakte-
ristické pro vySetfovany hmotny bod. Setrva¢na hmotnost mé ve vSech inercialnich sou-
fadnych soustavach stejnou hodnotu (je to postulat, ktery je ovéfen experimenty).

5Podle Galileiho transformace je zrychleni ve vech inercidlnich soustavach stejné.

16 Charakterizuje (celkové) ptisobeni hmotnych bodii na vySetfovany hmotny bod. Tato
funkce musi mit v kazdé inercidlni souradné soustaveé stejny tvar, tj. musi spliovat Galileiho
princip relativity. Vzajemné piisobeni hmotnych bodt totiz nemtze zéviset na vybéru
inercidlni soufadné soustavy (to je postulat klasické mechaniky). Podrobnéji viz [5]. Déle
se predpokladé, ze vzajemné pusobeni hmotnych bodu je parové a pusobi po spojnici
téchto bodi. Celkové ptisobeni (vysledna sila) se ziskd pomoci principu superpozice pro
sily (vektorovy soucet jednotlivych sil), jehoZ platnost se predpoklada.

I"Mé&Fenim polohy a rychlosti hmotného bodu v daném ¢ase poskytuje maximalni moz-
nou informaci o daném hmotném bodu (pfedpoklad klasické mechaniky). Pomoci polohy
a rychlosti mtizeme spocitat hodnotu libovolné mechanické veli¢iny (tyto veli¢iny jsou
funkcemi polohového vektoru a vektoru rychlosti) a tu srovnat s experimentem. Pozna-
menejme, %e v klasické mechanice jsou libovolné mechanické veli¢iny (podle zkuSenosti)
soucasné meétitelné.



1.4 Pohybové rovnice v Lagrangeové forma-
lismu

V fadé teoretickych tivah je vyhodné dat pohybové rovnici (1.5) jiny mate-
maticky tvar. Abychom si situaci pfilis nekomplikovali, uvazujme jednoroz-
mérny piipad, feknéme v ose z inercidlni soufadné soustavy, rovnice (1.5).
Déle predpokladejme, ze sila zavisi pouze na soutadnici x a lze ji napsat
jako zaporné vzatou derivaci podle soutadnice x skaldrni funkce U(z)'8, t;.
F, = —g—g. Pak zfejmé plati

mx = F,,
a[ogmi)] _ ov
dt or - Ox’
d |0(3md?)| oU
wl " 1T = 0, (1.6)

Vyraz %mx’z se nazyva kineticka energie hmotného bodu vzhledem k

dané inercidlni souradné soustavé a funkce U se nazyva potencialni energie
hmotného bodu®. Zavedeme-li funkei L(z,4) = 3mi? — U(zx), tzv. Lagran-
geova funkce (Lagrangian), mtzeme pfepsat rovnici (1.6) na tvar

d /(0L oL

Rovnice (1.7) se nazyva Lagrangeova rovnice.
Tento postup je mozno zobecnit na trojrozmérny piipad. V tomto pfi-
padé predpokladame, Ze je mozno zadat silu jako zdporné vzaty gradient

skalérni funkce U tJ F = —VU. Pro (kartézské) soutadnice je F, = —9Z,
F, = 65, F,=-%% Pohybova, rovnice (1.5) po rozepsani do (kartézskych)
soufadnic da

mi = F,

my = F Y

mz = F,.

18Pjedpokladédme, Ze je tato funkce definovana na néjakém oteviené intervalu.

9Mluvime sice o potencialni energii hmotného bodu, ale ve skute¢nosti tato funkce
popisuje vzajemné pusobeni dvou hmotnych bodt. Jeden bod je zdrojem piisobeni a druhy,
jehoz pohyb vySetfujeme, je obéti tohoto pusobeni. Je proto lepsi mluvit o funkci U jako
o interakéni energii.

20Pfedpokladame, Ze tato funkce je definovana na néjaké oteviené mnoziné G, G C R3.

10



Po tpravach analogickych jednorozmérnému ptipadu dostaneme

d [o(ima?)| oUu
x| o | Tar =Y
d [o(img?)] oU
| o | Ty - 0,
dfom?)] ou
dt 0z oz

Zavedeme-li funkei®' L(z,y, z, 4,7, 2) = sm(i® + 9> +2%) —U(x,y, 2), tav.
Lagrangeova funkce (Lagrangian), tak muzeme napsat, ze plati

E(a_L)_a_L _
dt \ oz Ox ’
afoy o _,
dt \ 9y oy ’
afoy o _
dt \ 0z 0z '

Zajimavé na této soustavé rovnic je to, ze se nam ji podari sestavit po-
moci jediné skalarni funkce, ktera je dana jako rozdil kinetické a potencialni
(interakéni) energie vySetfovaného hmotného bodu. Lze ukazat, viz [1], ze
misto kartézskych soufadnic mizeme pouzit i jiné druhy soufadnic (napf.
sférické, vélcové, ...) a Lagrangeovy rovnice budou mit stéle stejny tvar.
Prakticky to znamend, Ze staci pfepsat do jinych souradnic pouze Lagran-
gidn. To jsou podstatné vyhody proti Newtonovské pohybové rovnici (1.5). V
ni musime vektory sily pfi vypoctech rozepisovat do (kartézskych) souradnic,
coz je pracné a pak je teprve transformovat do jinych soutadnic.

Dokonce je mozné uvazovat i piipady, kdy (nékteré) sily lze vyjadfit po-
moci (skalarni) funkce soufadnic, rychlosti a ¢asu (zobecnénd potencidlni
energie)?? a Lagrangian je opét rozdilem kinetické energie a zobecnéné po-
tencialni energie a Lagrangeovy rovnice maji opét stejny tvar, viz [1].

Dalsi vyhoda Lagrangeovského pristupu se projevi pfi vysetfovani pohybu
hmotného bodu po plochach (napt. naklonéné roviné, ¢asti kulové plochy,
Casti valcové plochy, ...), v tomto pfipadé mluvime o pohybu omezeném
vazbami; podrobnéji v [1].

2lptedpokladame, 7e tato funkce je definovana na néjaké oteviené mnoziné v RS.
22Tento pFipad nastane pii vySetfovani pohybu &astic v elektromagnetickém poli.
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Bude vyhodné zavést pojem pocet stupni volnosti, tj. pocet parame-
tri (soutadnic), které jednoznacéné popisuji polohu hmotného bodu (soustavy
hmotnych bodi). Je intuitivné zfejmé, Ze pro jeden hmotny bod na naklo-
néné roviné mame dva stupné volnosti (napf. vzdélenosti od hran desky);
pro ¢astici pohybujici se v prostoru (tj. bez omezeni) mame tii stupné vol-
nosti (napt. tii kartézské souradnice); pro bod pohybujici se po prostorové
kiivce (napf. pfimce) mame jeden stupetl volnosti (je jim napf. vzdalenost
hmotného bodu od vybraného bodu kiivky).

Parametry, které jednozna¢né popisuji polohu hmotného bodu (obecnéji
soustavy hmotnych bodl) se nazyvaji obecné soufadnice, oznacuji se pis-
meny ¢;, kde i udava pocet stupiiii volnosti®3.

Protoze (fyzikalné) vzdy vychdzime z jisté inercidlni soufadné soustavy,
jsou kartézské souradnice hmotného bodu (soustavy hmotnych bodi) funk-
cemi obecnych soutfadnic. Uvazujme situaci, kdy médme n hmotnych bodt
(odpovida jim 3n kartézskych soufadnic) a r rovnic, které popisuji vazby??.
Pak plati mezi kartézskymi soufadnicemi a obecnymi soutadnicemi vztahy,
tzv. vazbové rovnice?

xi:fi(cha"'aq&z—r), 1=1,...,3n.

Predpoklad4 se, Ze tyto rovnice lze roziesit vzhledem k (q1, ..., ¢3n_,), pod-
minky jsou uvedeny v [10], [11]. MiiZze nastat situace, Ze hmotné body nejsou
omezeny ve svém pohybu vazbami, tj. » = 0. Pak je obecnych soutradnic
stejné jako kartézskych soutfadnic. Pfesto je vyhodné i v piipadé bez vazeb
zavést jiné nez kartézské souradnice, fada problému se pak zjednodussi.

Jak se da ukézat, viz [1], Lagrangeovy rovnice miizeme napsat i pro sou-
stavu hmotnych bodd o n stupnich volnosti?®. Jestlize predpokladdme, Ze
Lagrangian je funkci n obecnych soufadnic, n zobecnénych rychlosti a (po-
piipadé) casu t, tj. je L(q1,-- -, qn, G1, - - - Gn, t)*7 , tak Lagrangeovy rovnice

230becnych soutfadnic je tedy stejné jako stupiifi volnosti.

24Takové rovnice nap¥. popisuji kruznici, kulovou plochu, piimku, .. ..

2 Geometricky jde o parametricky popis mnoziny bodt jez tvoii vazby.

26Vychéazi se z Newtonovych rovnic pro pohyb soustavy hmotnych bodii v kartézskych
soufadnicich a tyto rovnice se prepisi do obecnych souradnic. Myslenka je jednoducha, ale
provedeni je trochu techni¢téjsi zalezitosti.

27Casto je Lagrangian dan jako rozdil kinetické energie soustavy hmotnych bodi (sou-
et kinetickych energii jednotlivych hmotnych boda) a (zobecnéné) interakéni energie mezi
hmotnymi body soustavy (soucet interakénich energii mezi dvojicemi hmotnych bodu sou-
stavy). Neni to vSak podminkou, pfiklad ,nestandardniho“ Lagrangianu je uveden v [3].

Dale poznamenejme, Ze v mechanice nepovazujeme cas za dynamickou proménnou, ale
za parametr. Za dynamické proménné povazujeme zobecnéné souiadnice a jim prislusné
zobecnéné rychlosti, uréuji totiz stav (v Lagrangeovském formalismu) vySetfované sou-
stavy. V dalsim budeme pfedpokladat (pokud nefekneme jinak), ze Lagrangidn je funkce
definovana na néjaké oteviené mnoziné v R™ x R™ x R, kde n udava pocet stupni volnosti.
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jsou
d (0L oL
—|==)—-— =0, i=1,...,n (1.8)
dt 8q2- 8qi
K jejich jednoznacnému feseni je nutno zadat pocatecni podminky, tj. hod-
noty zobecnénych souradnic a rychlosti v jistém okamziku. Lagrangeovy rov-

nice jsou totiz (nelinearni) obyc¢ejné diferencialni rovnice druhého fadu. To
nahlédneme, kdyz je rozepiseme, mame

?L. PL . PL L
02" " 94,007 " 94,0t~ g,

7

=0, 2=1,...,n.

Predpokladame pritom, ze % # 0 pro vsechny pfipustné hodnoty obecnych
soufadnic, zobecnénych rychlosti a casu?®.
Pti feseni konkrétnich problémt ¢asto postupujeme pti sestrojeni Lagran-

geovych rovnic v nasledujicich krocich:

1. NapiSeme vyraz pro kinetickou a (zobecnénou) interakéni energii v
dané inercidlni kartézské souradné soustavé. Jejich rozdil je (obvykle)
Lagrangeova funkce uvazovaného problému v kartézskych souiadnicich.

2. KdyZ je to vyhodné zavedeme obecné souifadnice? a pietransformujeme
Lagrangian do obecnych soufadnic.

3. Nakonec sestavime Lagrangeovy rovnice. Nejprve vypocteme derivaci
Lagrangianu podle i-té zobecnéné rychlosti, tento vyraz pak derivujeme
podle ¢asu (obecné souradnice a rychlosti za¢neme povazovat za funkce
¢asu - zapneme ¢as) a od tohoto vyrazu ode¢teme derivaci Lagrangianu
podle i-té obecné souradnice.

Pravé popsany postup si ukdzeme na jednoduchém ptikladu.

Priklad 1.4.1. Sestavte pohybovou rovnici matematického kyvadla. Poca-
tecni podminky jsou

r(0) = (z0,0,z2),
#(0) = (0,0,0).

Popis feSeni provedte v inercidlni soufadné soustavé, kterou pevné zvolite.

28Gituacim, kdy tato podminka neni splnéna se budeme vyhybat. Tato podminka zajisti,
Ze u nejvyssi derivace bude koeficientem éislo jedna (po vydéleni vyrazem %QTZL # 0) a
budeme moci aplikovat bézné véty o existenci a jednoznacnosti fesSeni soustav OByéejnych
diferencidlnich rovnic druhého radu.

29 Jestlize jsou dany vazby, tak zvolime obecné soufadnice tak, aby obecné soufadnice
splnovaly rovnice vazeb.
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Reseni: Pod matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod pohybu-
jici se na nehmotném a neprotazitelném vlakné. Predpokladejme, zZe hmotny
bod mé (setrvacnou) hmotnost m, vldkno délku [ a na hmotny bod ptisobi
Zemé&. 7 fyziky vime, Ze interakéni energie mezi hmotnym bodem a Zemi je
dana vztahem —mgz3!, kde m je hmotnost vySetiovaného hmotného bodu,
g gravita¢ni zrychleni a z je z-ova (kartézskd) soutadnice®? hmotného bodu.
Lagrangeova funkce je dana rozdilem kinetické a interakéni energie, tj.

1
L(x,y, 2, 2,9, %) = §m($2 + 97 4 %) + mgz. (1.9)
Kartézské souradnice hmotného bodu ovSem nejsou navzajem nezavislé, ale
plati mezi nimi vztah (vazba)

x2+y2+z2:l

vyjadrujici neprotazitelnost vlakna. Zvolime nasledujici vztahy mezi kartéz-

skymi a obecnymi soufadnicemi®?

z(p) = Ising,
yle) = 0,
z2(p) = lcose.

Pro rychlosti plati vztahy

#(p) = lpcosy,
i) = 0,
2(p) = —lgsinep.

Dosadime-li do Lagrangianu (1.9) vyjadfeni kartézskych soufadnic a kartéz-
skych soutradnic rychlosti pomoci obecnych soutadnic a zobecnénych rych-
losti, dostaneme po tpraveé Lagrangian v obecnych souradnicich a rychlostech

1
L(p, ) = Eml2gb2 + mgl cos .

30Na hmotny bod samoziejmé piisobi i vldkno. Velkou vyhodou Lagrangeova piistupu
je v tom, Ze vazby (v naSem p¥ipadé vldkno) se neprojevi v interakéni energii, podrobnéji
jsou vazby probrany v [1].

31Je diisledkem Newtovova gravita¢niho zdkona specializovaného (pomoci Taylorova roz-
voje) pro malé vzdélenosti od povrchu Zemé.

32Pfedpokladame, Ze z-ova soufadnice je kolma na povrch Zemsé. Pocatek kartézské
soufadné soustavy je zvolen v misté upevnéni vlakna.

33 Automaticky splnime rovnici vazby; ¢ je tthel mezi z-ovou osou a vlaknem. UvaZzujeme,
tepe(—-%;3)al>0.
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Lagrangeova rovnice v obecnych soutradnicich je

gb—l—%sincp = 0.

Poc¢ateéni podminka je ddna vztahem ¢(0) = arctan (ﬁ—g) Reseni pohybové
rovnice matematického kyvadla neni plné trividlni, je podano (v hlavnich
rysech) v [3].

|

1.5 Neékteré triky integrace pohybovych rov-
nic v Lagrangeové formalismu

V pfedchozim paragrafu jsme dospéli k Lagrangeovym rovnicim. Nyni bychom
chtéli najit postupy, jak takovéto rovnice fesit, anebo najit postupy, které
by Teseni uleh¢ily. Pti analytickém feseni musime uplatnit fadu poznatki z
kurzii matematické analjzy a obcas se nAm povede TeSeni sestrojit. Castéjsi
je ovSem situace, kdy analytické feSeni nedokazeme sestrojit a pak se musime
uchylit k jinym postuptim. V dnesni dobé mame k dispozici vykonnou vy-
pocetni techniku, vybavenou matematickymi programy pro numerické reseni
diferencidlnich rovnic a téch mizeme vyuzit. Ve fyzice obcas nepotiebujeme
rozresit Lagrangeovy rovnice do detaili, ale sta¢i nam skromnéjsi informace.
Zajimaji nas totiz zachovavajici se veli¢iny, které predstavuji ¢astecnou in-
tegraci Lagrangeovych rovnic. Naznac¢ime si dvé moznosti jak castecné inte-
grovat Lagrangeovy rovnice a pritom ziskat zachovavajici se veli¢iny.

Jako prvni uvazujme situaci, ve které v Lagrangidnu neni obsazena né-
ktera obecna soufadnice (feknéme soufadnice oznacena ¢, ), ale je tam ji p¥i-
slusné zobecnénd rychlost, tj. Lagrangian je tvaru L(qs, ..., qn, q1, - - - Gn, t).
Derivace takového Lagrangianu podle soutradnice ¢; je zfejmé nula a prislusna
Lagrangeova rovnice ma tvar

a(ory _
dt \og, )

oL
oq
kde p; je konstanta®*. Vidime tedy, ze kdyZ Lagrangian neobsahuje nékterou
obecnou soufadnici ¢;, v tomto pfipadé nazyvanou cyklicka souradnice,

Jinak feCeno

= D1,

34Rovnice g—qu = p1 je obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu, obsahuje zobecnénou
rychlost piislusnou cyklické soutfadnici. Skute¢né jsme tedy Lagrangeovu rovnici ¢astecné
integrovali. Poznamenejme, Ze hodnotu konstanty p; uréime z poc¢ate¢nich podminek.
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ale obsahuje ji prislusnou zobecnénou rychlost ¢;, tak existuje zachovavajici
se veli¢ina

. = p, (1.10)
ktera se nazjva zobecnéni hybnost® piislusni soufadnici g;.
Pro dalsi iicely bude vhodné, jestlize zavedeme pojem zobecnéné hybnosti
vztahem (1.10) bez ohledu na to, zda se tato veli¢ina zachovava ¢i nikoli.
Budeme uvazovat druhou situaci, pfi které neni v Lagrangianu obsazen
explicitné ¢as. Lagrangidn tedy je L(qi, ..., Gn,q1,- - -, qn). Lagrangeovy rov-
nice rozepsané v explicitniho tvaru jsou

#L. 0L . PL 0L
02 24,00t dgot ~ 9

Protoze Lagrangian neobsahuje explicitné cas, je parcialni derivace podle
casu nulova a v rovnicich nam vypadne tfeti ¢len. Lagrangeovy rovnice jsou
tedy tvaru

0%L 0%L - oL
02" 4,009 Bg,

=0, 2=1,...,n.

Jestlize kazdou z téchto rovnic vynasobime prislusnou zobecnénou rychlosti
;%6 a takto vzniklé rovnice seéteme, tak dostaneme

Z &L #L .. OL.] _
Bq 2%% 86:0; il — aqi% = U

=1

Nyni pouzijeme trik, pficteme Sikovné nulu a dostaneme

S [PLgor LL g O 0Ly L] _
2 |52 Gidi + 900, i 950 et 5% = O

Vyraz na levé strané lze napsat ve tvaru’

d [~ 0L
SIS - = o
dt L1 ;! ]

35Motivaci pro tento nizev je nasledujici situace, kdy je Larangidn predpokladan ve
tvaru L(y, z,&,9,2) = sm(&? + 92 + %) — U(y, 2). Zobecnéna hybnost piislusné z-ové
soutadnici je pak p, = ma a to odpovida vyrazu pro hybnost zndmému z Newtonovské
formulace mechaniky.

36Pfedpokladame, Ze rychlost je nenulova.

370 tom se lze piesvédéit vipoctem.
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Dostali jsme vysledek, ktery fika, Ze veli¢ina, nazyvana zobecnéna ener-
gie™,

“\ JL .
E:Za—%qi—L (1.11)
=1

je konstantni (zachovava se v pribéhu casu).

Specialné pro jeden stupen volnosti plati £ = g—iq'i — L, dostaneme tedy
diferencialni rovnici prvniho f4du (v implicitnim tvaru)3? .

Ve fyzice je zvykem definovat zobecnénou energii vztahem (1.11) bez
ohledu na to zda se zachovava ¢i nikoli. Obecné je tedy zobecnéné energie

veli¢ina zavisla na obecnych souradnicich, zobecnénych rychlostech a casu.

1.6 Pohybové rovnice v Hamiltonové forma-
lismu

Jak vime, Lagrangeovy rovnice miizeme sestavit podle jednoduchého receptu,
to je jejich nesporna vyhoda. Jejich nevyhodou je, Ze jsou rovnicemi druhého
f4du. Bylo by vyhodné je upravit a dostat pouze rovnice prvniho fadu?
Takovato tprava se da provést fadou zptusobli. Na jeden velice elegantni
prisel W. Hamilton a ten si ukazeme.

Lagrangian je funkci obecnych souradnic, zobecnénych rychlosti a (popii-
padé) ¢asu, jeho diferencial je

dL = dql + Z dqZ dt.

=1

Kdyz pouzijeme definice zobecnéné hybnosti (1.10), tak dostaneme
“ JL - oL
;aqu+;p Qi+ 5 (1.12)

Déle zfejmé plati identita

d (Zpiq'i> =Y pidi + Y didp
=1 i=1 i=1

387 dtraznéme, Ze zobecnénd energie (jako zachovavajici se veli¢ina) je funkei obecnych
soufadnic a jim pfislusnych zobecnénych rychlosti. Jeji hodnotu snadno spocteme ze zna-
losti pocatecnich podminek.

39 Aplikace tohoto vysledku na feseni jednorozmérnych fyzikalnich tloh s Lagrangidnem
L(q,q4) = 3f(9)¢* = Ul(q) je v [8], [4]-

40Pro jeden stupeii volnosti je takovou rovnici £ = g—gq — L, jak jsme se o tom zminili
vyse.
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Odtud dostaneme

Zpidei =d <Z pidi) - Z ¢:dp;.
i=1 i=1 i=1

Dosadime-li toto vyjadfeni do diferencidlu Lagrangianu (1.12) obdrzime po
jednoduché tprave

- oL oL
d > i — > Zqzdpl ——dg; — =dt. (1.13)
<i:1 < dg, ot

Nyni si napiSseme Lagrangeovy rovnice pomoci definice zobecnéné hybnosti,
ziejmé dostaneme

oL
bi = 0,

(1.14)

Dosazenim (1.14) do (1.13), obdrzime

d (ZpiCji - L) = Z gidp; — Zﬁid% - %—?dlﬁ (1.15)
=1 ‘ —1

Vyraz v zavorce na levé strané silné pripomina definici zobecnéné energie,
ta ale zavisi na obecnych soutradnicich a zobecnénych rychlostech a case.
Jeji diferencial by musel byt linearni formou v téchto proménnych. To ale v
nasem pfipadé neni pravda. Vyraz v zavorce musi pfedstavovat funkci jejiz
diferencial je linearni formou, jejiz proménné jsou obecné soufadnice, jim
prislusné zobecnéné hybnosti a c¢as. Proto definujeme tzv. Hamiltonovu
funkci (Hamiltonian),

H(Qh"'aQﬂapla"'?pnut):ZpiQ'i_L' (116)

Povazujeme pritom veli¢inu ¢; za vyjadienou pomoci obecnych soutradnic,
zobecnénych hybnosti a casu. Toto vyjadieni ziskdme z definice zobecné-
nych hybnosti (1.10), jestlize tyto rovnice rozfesime vzhledem k zobecnénym
rychlostem*' a takto vypodtené zobecnéné rychlosti dosadime do definice
Hamiltonidnu®?

41 Pfitom predpoklddime, Ze je to mozné. Podminky pro fesitelnost soustav rovnic jsou
uvedeny napf. v [10], [11].

42Naznacdeny prechod od Lagrangianu k Hamiltonidnu se nazyva Legendrova transfor-
mace, blizsi pouceni o Legendrové transformaci viz [1], [9].
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Vypocteme-li diferencial Hamiltonianu, dostaneme

~ OH ~ OH oOH
a =3 ag+ 3 Llap, + lat 1.17
2 9, Q+;8pip+8t (L.17)

Porovnanim dvojiho vyjadieni diferencidlu Hamiltonidnu, tj. porovnéni (1.17)
a (1.16) dostaneme

oH
i — 1.1
0H
5, = — 1.1
a
oH _ oL
o ot

Rovnice (1.18) a (1.19) se nazyvaji Hamiltonovy kanonické rovnice. Jsou
to (nelinedrni) obyéejné diferencidlni rovnice prvniho fadu roziesené vzhle-
dem k derivaci. Na rozdil od Lagrangeovych rovnic, které byly druhého fadu
a jejichz pocet byl roven poc¢tu stupnu volnosti je Hamiltonovych rovnic dvoj-
nasobny pocet, ale jsou prvniho radu.

K urceni jednoznacného teseni Hamiltonovych kanonickych rovnic mu-
sime zadat pocatecni podminky. Pocatecni podminky udévaji hodnoty zo-
becnénych soutadnic a jim odpovidajicich zobecnénych hybnostim v jistém
case top. V Hamiltonovském formalismu zadanim zobecnénych soutadnic a
hybnosti zadavame stav studovaného (mechanického) systému.

Tyto rovnice se napriklad hodi k numerickému feseni na pocitacich, pro-
toze pro rovnice prvniho fadu existuje fada numerickych metod na jejich
feSeni. Pripoustéji také zajimavou geometrickou interpretaci viz [12], [13].

Prakticky postup sestrojeni Hamiltonovych kanonickych rovnic je

1. Sestavime Lagrangeovu funkci problému.

2. Sestavime Hamiltonidn podle pfedpisu (1.16), nezapomeneme pfitom
vyjadrit zobecnéné rychlosti pomoci obecnych soutradnic, jim prislus-
nych zobecnénych hybnosti a casu.

3. Nakonec vypocteme derivace na pravych stranach rovnic (1.18) a (1.19).
Tlustrujme si tento postup na prikladu matematického kyvadla.

Priklad 1.6.1. Sestavte Hamiltonian a Hamiltonovy kanonické rovnice pro
matematické kyvadlo. Popis provadéjte v inercidlni souradné soustave.
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Reseni: Podle piikladu 1.4.1 je Lagrangidn matematického kyvadla dan
vztahem

1
L= le2gb2 + mgl cos .

Vypoctéme nejprve zobecnénou hybnost pfislusnou thlu ¢, plati
Dy = ml?p.

7 tohoto vztahu vypocteme zobecnénou rychlost ¢ jako funkci zobecnéné
hybnosti p,, mame

_ P
mi?
Podle definice Hamiltonidnu (1.16) je
I %) L o ( Pp\?
H = p¢m — iml <W> — mgl cos .

Po jednoduché tpravé dostaneme Hamiltonian matematického kyvadla

2

p
H(p,py) = 27:l2 — mgl cos .

Nyni sestavime Hamiltonovy kanonické rovnice. Ziejmé plati

s - Pe
()0 ml27
P, = —mglsinp.

Poznamenejme, Ze tato soustava se asi nejsnadnéji fesi elimina¢ni meto-
dou (pfevedenim na rovnici druhého fadu pro thel ¢). Rovnice, ktera takto
vznikne je stejna jako rovnice ziskana pomoci Lagrangeovych rovnic.

1.7 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

V tomto odstavci se pokusime o naznaceni souvislosti mezi soustavou Hamil-
tonovych kanonickych rovnic a jednou parcialni diferencialni rovnici prvniho
fadu®s.

P1i feseni Hamiltonovych kanonickych rovnic mizeme pouzit vhodnych
transformaci obecnych soutradnic a jim odpovidajicich zobecnénych hybnosti
na zjednoduseni Hamiltonovych kanonickych rovnic. Tyto transformace jsou

43Korektnéjsi matematicky ptistup je prezentovan v [9], [13]
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takové, Ze neméni tvar Hamiltonovych rovnic a nazyvaji se kanonické trans-
formace. Jak se ukazuje lze tyto transformace ziskat pomoci funkci, které
se nazyvajl vytvorujici funkce kanonickych transformaci. Podrobnéji je o
kanonickych transformacich a jejich vytvotujicich funkcich pojednéano v [1],
proto se omezime pouze na jeden pripad, ktery se ve fyzice Casto pouziva.
Oznacme si pismeny ¢; a p;, ¢ = 1,...,n ,staré” soufadnice a ,staré“ hyb-
nosti, pismeny Q; a P;, j = 1,...,n ,nové" soufadnice a ,nové“ hybnosti a
pismenem ¢ ¢as. Déle uvazujme vytvorujici funkci S, ktera je zavisla na ,sta-
rych® soufadnicich ¢;,¢ = 1,...,n a ,novych® hybnostech P;,5 = 1,...,n
a (popfipadé) ¢asu; Hamiltonian, ktery je funkci ¢asu, ,starych“ soutadnic
a ,starych® hybnosti oznaéme H a H necht je Hamiltonidn zavisly na Case,
ynovych“ soufadnicich a ,novych® hybnostech. Pak lze ukazat, viz [1], Ze
plati vztahy

oS
R 1.2
pl an’ ( O)
oS
Q; = 2P, (1.21)
- oS
A= e+ (1.22)

V rovnici (1.22) povazujeme veli¢iny na pravé strané za vyjadiené pomoci
,hovych“ soufadnic a ,novych® hybnosti. Toto vyjadieni ziskdme z rovnic**
(1.20) a (1.21).

Protoze kanonické transformace zanechavaji tvar Hamiltonovych kanonic-
kych rovnic nezménény, tak je jisté vhodné, aby ,novy“ Hamiltonian (1.22)
vedl na co nejjednodussi Hamiltonovy kanonické rovnice. Jestlize se podi-
vame na strukturu Hamiltonovych kanonickych rovnice (1.18) a (1.19), tak
by bylo nejlepsi, kdyby byl ,novy“ Hamiltonian roven nule pro vsechny pti-
pustné hodnoty nezavisle proménnych®®. Jinak feceno, potfebujeme najit ta-
kovou vytvotujici funkci S, aby zadany Hamiltonian H presel na Hamiltonian
H = 0. Takovato vytvorujici funkce musi tedy vyhovovat vztahu

oS
E—l—H = 0.

Jestlize dosadime do Hamiltonidnu za ,staré“ hybnosti podle (1.20), tak do-

4Ppredpokladame, Ze rovnice (1.20) a (1.21) lze roziesit vii¢i témto ,novym* soufadni-
cim.

45Pak je integrace Hamiltonovych kanonickych rovnic trivialni. Hledané ,nové“ nezndmé
@; a P; budou konstantni funkce a jejich hodnoty se urci z pocate¢nich podminek.
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staneme rovnici (v rozepsaném tvaru)

oS oS oS
—+ H —_— ..., —,t = 0. 1.2
at + (Qh s dns 8Q1 ) ) aqn7 ) 0 ( 3)

Rovnice (1.23) se nazyva Hamiltonova-Jacobiho rovnice.

Jak lze ukazat, viz napt. [12], tak pfi znalosti feSeni Hamiltonovych ka-
nonickych rovnic mtzeme sestrojit feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice a
naopak pii znalosti (iplného) FeSeni*® Hamiltonovy-Jacobiho rovnice lze se-
trojit feseni Hamiltonovych kanonickych rovnic. Tato korespondence muze v
nekterych pripadech ulehcit feseni Hamiltonovych kanonickych rovnic.

ProtoZe tplné feseni rovnice (1.23) obsahuje n+1 konstant (ukazuje se, ze
jedna z nich je aditivni*”) a protoze funkce S by méla byt zavisla na ,novych“
hybnostech (které jsou konstantni), tak je docela pfirozené ztotoznit ,nové“
hybnosti s n (neaditivnimi) konstantami obsazenymi ve vztahu popisujicim
uplné feseni rovnice (1.23). Takto dostaneme funkei S zévislou na ,starych“
soutadnicich, ,novych“ (konstantnich) hybnostech, ¢asu a jedné aditivni kon-
stanté. K urceni trajektorii vySetiované mechanické soustavy pouzijeme rov-
nice®® (1.21). Z nich vypocteme soutadnice ¢; jako funkci €asu, ,novych®
(konstantnich) hybnosti a ,novych“ (konstantnich) soufadnic. ,Nové“ kon-
stantni soufadnice a hybnosti uréime z po¢ate¢nich podminek?®.

Kdyz jsme nastinili postup feseni Hamiltonovych kanonickych rovnic po-
moci Hamiltonovy-Jacobiho rovnice, tak by néas jisté zajimalo, jak sestrojime
(Gplné) feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice. Sestrojit takové feSeni neni
snadné, ale v nékterych ptipadech to jde. Metoda, ktera se k tomuto tucelu
casto pouziva se nazyva metoda separace proménnych a jeji princip nejlépe
vysvitne na konkrétnim a nejjednodussim mozném ptikladu.

Priklad 1.7.1. Sestavte a FeSte Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro volny

46Zhruba feceno, pod tplnym Fesenim rozumime Yeseni rovnice (1.23), které zavisi na
n + 1 konstantdch (pocet konstant je stejny jako pocet nezdvisle proménnych ¢; a t).
Podrobnosti jsou v [12].

47To znamend, Ze tplné feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice lze zapsat ve tvaru
Stq, - @y ang1) = f(tq1,-- 5 qn, a1, ) + angr. Konstanta ag,qq se
pak nazyva aditivni. Konstanty a1, ..., a, by se v tomto pfipadé nazvaly neaditivni. Ob-
dobné bychom postupovali, jestlize by byla aditivni néktera z konstant aq, ..., ay,.

48P§i derivovani nam aditivni konstanta vypadne. Proto se ¢asto ve fyzice pfi vipoctech
neuvadi (,zanedbava se*).

YNeznamé ,staré“ hybnosti uréime z rovnic (1.20).

22



hmotny bod na piimce®. Poéateéni podminky jsou

z(0) = o,
pw(o) =  Pz0,

kde p,o > 0 a xg je libovolné redlné cislo. ReSeni provadéjte v inercialni
(kartézské) souradné soustavé.

Reseni: Abychom sestrojili Hamiltonovu-Jacobiho rovnici, tak musime
znat Hamiltonian pro volny hmotny bod. Hamiltonidn zase sestavujeme po-
moci Lagrangianu. Lagrangian pro volnou c¢astici v inercialni kartézské sou-
fadné soustavé jed!

m
= —1°.
2
Standardnim postupem ziskdme Hamiltonian pro volny hmotny bod5?
1
H=_—p
omPe

Podle vyse uvedeného je Hamiltonova-Jacobiho rovnice pro nas problém

tvaru
S 1 [9S\”
—+— |5 ) =0. (1.24)
at  2m \ Ox
Nyni se pokusime najit (iplné) feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice pomoci
metody separace proménnych. Metoda spo¢iva na predpokladu, Ze 1ze (iplné)
feSeni S napsat ve tvaru souctu dvou funkci, z nichz jedna je funkci pouze
¢asu a druhd je funkci pouze x-ové soutadnice, tj. predpoklddame, Ze plati®

S(]I,t) == Sl(t) + SQ([E)

Jestlize tento predpoklad dosadime do rovnice (1.24), tak po tpravé dosta-
neme

2m \ Oz ot

1 (asz(x))2 __9s0)

50Pfimku budeme povazovat za osu x kartézské souradné soustavy. Budeme tedy stu-
dovat jednorozmeérny pohyb. Za obecnou soutfadnici zvolime kartézskou souradnici z, tj.
q1 = x a ji prislusnou zobecnénou hybnost oznacime p,.

510znagili jsme pismenem m (setrva¢nou) hmotnost volného hmotného bodu a i ozna-
¢uje rychlost hmotného bodu vzhledem k inercidlni kartézské souradné soustaveé.

52Hamiltonovy kanonické rovnice jsou & = Pz a p, = 0. Podle vét o existenci a jedno-
znacnosti FeSeni pro soustavy obyéejnych diferencidlnich rovnic jejich jediné (maximalni)
Feseni existuje pro vSechna t € R.

53Pro vSechny pfipustné hodnoty x a t.
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Protoze leva strana rovnice zavisi pouze na proménné x a prava strana pouze
na promeénné ¢, tak aby nastala rovnost musi se ob€ strany rovnat néjaké kon-
stanté®®, kterou oznac¢ime P;. Dostaneme (po tipravé) soustavu obydejnych
diferencialnich rovnic

a%ix) — /2mP, (1.25)
05, (1)
ot

Rovnice (1.25) a (1.26) snadno integrujeme a dostaneme

SQ(ZL‘) == \/2mP1m—I—C'1,

Sl(t) = —Plt + CQ,

—P,. (1.26)

kde C'; a (% jsou integracni konstanty. Hledana funkce S je tedy tvaru
S(z,t; P,C) = +/2mPyx— Pit+ C,

kde jsme oznacili C' = ' 4+ (5. Funkce S zavisi na dvou konstantach Py, C,
kde konstanta C' je aditivni a konstantu P ztotoznime s ,,novou“ (konstantni)
hybnosti. Podle rovnice (1.21) dostaneme ,novou“ (konstantni) soufadnici,
je

max

= —
Ql \/2mP1

Odtud vypocteme soutadnici x jako funkci casu

ZC(t) _ \/2mP1(Q1+t).

m

Nyni vypocteme ,starou” hybnost jako funkci ¢asu, podle vztahu (1.20) do-
staneme

p(t) = /2mP;.

Reseni naseho problému mtizeme shrnout a dostaneme

m(t) _ \V 2mP1(Q1 —+ t)

m
px(t) = \/ 2mP1,

54Protoze je leva strana kladna pro viechna p¥ipustna x, musi byt konstanta také kladna.
Leva strana by mohla byt rovna nule. Pak by konstanta byla nula a takovou konstantu
neuvazujeme. Vedla by totiz na konstantni vytvorujici funkci a tim padem bychom dostali,
ze volny hmotny bod je v klidu vi¢i inercialni kartézské souradné soustavé. Podle nasich
pocatecnich podminek to neni mozné.
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pro vSechna t € R. Urcéime jesté konstanty P;,Q); z pocatecnich podminek.
Ztejmé plati

2
p
mxo
Q= :
DPzo

Reseni spliiujici predepsané pocatecni podminky je

z(t) = Doy 4 X,
m
p:}c(t) = Pz0,
pro vsechna t € R. [ |
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Kapitola 2

Klasicka elektrodynamika

V této kapitole jsou shrnuty zakladni fyzikalni zakony, které popisuji elek-
tromagnetické pole a jeho interakci s nabitymi ¢asticemi. Ukazeme si také,
na tfech jednoduchych prikladech, jak se pohybuje nabita castice v daném
vnéjsim (konstantnim) elektromagnetickém poli.

2.1 Zakladni postulaty klasické elektrodyna-
miky

Béhem osmnactého a devatenactého stoleti se hromadily experimentalni po-
znatky z elektfiny, magnetismu a optiky. Byl nalezen vyraz pro silu, jiz se
ptitahuji dvé nabité koule v klidu vzhledem k laboratofi (Coulumbtiv vzorec).

Byl sestrojen zdroj (trvalého) napéti (Volta), coz umoznilo zkoumat ve-
deni elektrického proudu ve vodic¢ich. Bylo zjisténo, ze vodice se priichodem
elektrického proudu zahtivaji a také, ze vodic¢ jimz protéka elektricky proud
piisobi na stielku kompasu (Oersted@v pokus). Déle se zjistilo, Ze vodice
jimiz prochézi elektricky proud na sebe ptisobi silou. Ampér nalez vzorec,
ktery toto silové ptisobeni popisuje (Ampériiv vzorec)®.

Velkym pokrokem byla experimentalni prace M. Faradaye, ktery objevil
(mimo jiné) jev elektromagnetické indukce a zavedl myslenku o elektromag-
netickém poli jako zprostiedkovateli elektromagnetického ptisobeni?. Farada-

! Jak vidime snazili se fyzici (zcela pfirozend) vylozit elektrické jevy pomoci mechaniky.
V fadé pripadu byl takovy vyklad velice Gspésny.

2To byla revolu¢ni predstava, protoze do té doby se vzijemné piisobeni uvazovalo
do dalky. Pachatelem piisobeni byl napf. jeden vodi¢ jimz prochézel elektricky proud a
obéti tohoto plisobeni byla stfelka kompasu. Vodic i stielka nebyly pfitom ve vzajemném
kontaktu. Faraday si to vykladal tak (v dnesni formulaci), Ze vodi¢ neptisobi na stielku,
ale vytvofi elektromagnetické pole a to pusobi na st¥elku (tla¢i na ni).
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yovy myslenky doplnil a matematicky formuloval J. C. Maxwell, ktery shrnul
zékony elektfiny, magnetismu a optiky do jediného ramce, tzv. klasické elek-
trodynamiky.

Vsimneme si pfipadu, kdy se nadboje pohybuji ve volném prostoru (va-
kuu). V tomto piipadé maji zdkony® popisujici elektromagnetické pole tvar

V.-E = 2
€o
V-B = 0,
OE
B —eotto— — o
V x €oko 5, HoJ,
0B
E - 22
V x 5

kde E je vektor intenzity elektrického pole, B vektor magnetické indukce, p
je hustota elektrického naboje, j je hustota elektrického proudu, ¢y permiti-
vita vakua, po permeabilita vakua*. Pfedpoklada se, Ze hustota elektrického
naboje a hustota elektrického proudu jsou zndmé velic¢iny® - zdroje elektro-
magnetického pole a neznamé jsou vektory elektrického pole a magnetické
indukce.

Matematicky predstavuji rovnice popisujici elektromagnetické pole sou-
stavu linearnich parcialnich diferencialnich rovnic prvniho fadu. K témto rov-
nicim je nutno pfipojit po¢ateéni podminky®, které jsou stejné dtilezité jako
samotné rovnice. Analogicky jako pro podobné tlohy o obycejnych diferenci-
alnich rovnicich, tak i pro parcialni diferencialni rovnice (a jejich soustavy) se
matematici pokousi dokazovat véty o existenci a jednoznac¢nosti jejich reseni.

K soustavée rovnic popisujici elektromagnetické pole musime ptipojit jesté
vztah, ktery popise ptisobeni elektromagnetického pole na své zdroje. Zo-
becnénim experimentalnich vztahtt (Coulumbtv vzorec, Ampériv vzorec)
dochézime k vyrazu pro silu, tzv. Lorentzova sila, kterou pisobi elektro-
magnetické pole na své zdroje

Fz/(pE+j><B)dV.
1%

3Jsou to zakon Gausstv, poucka o neexistenci magnetickych naboji, zobecnény Am-
périv zakon a konecné zakon elektromagnetické indukce.

4Permitivita vakua a permeabilita vakua jsou pevné kladné konstanty. Intenzita elek-
trického pole, magnetickd indukce, hustota elektrického néboje a hustota elektrického
proudu jsou obecné zavislé na ¢ase a poloze v prostoru.

>Tyto veli¢iny nejsou nezavislé, ale jsou svazany zakonem zachovani naboje.

6Kdyby bylo elektromagnetické pole néjak omezeno, bylo by nutné zadat okrajové pod-
minky.
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Pro nabitou ¢éstici (bodovy naboj) predpokladame, ze plati
F =g¢E + qv x B, (2.1)

kde pismenem ¢ oznac¢ujeme naboj nabité ¢astice’, rychlost nabité castice
(vzhledem k inercialni soufadné soustavé, vici niz provadime popis pohybu)
oznacime V.

V klasické elektrodynamice, viz [6], se ukazuje, Ze naboj, ktery se pohy-
buje s nenulovym zrychlenim vyzaruje elektromagnetické pole. Jestlize mame
kromé pole vyzareného zrychlené se pohybujicim nabojem druhé pole (jehoz
zdroje jsou jiné naboje), tak se tato pole navzajem skladaji® a tim vzniké
nové pole, které zpétné ovliviiuje pohyb néboje, ktery se v ném zrychlené
pohybuje. Tato situace je tedy dosti komplikovana, protoze vyzaduje Teseni
soustavy rovnic slozené z rovnic popisujicich elektromagnetické pole a z po-
hybové rovnice vysetiované éastice. Casto se ukazuje jako dobré priblizeni
zanedbat nabojem vyzarené elektromagnetické pole. V tomto pripadé pak
mluvime o pohybu ¢astice ve vnéjsim elektromagnetickém poli®.

Nakonec poznamenejme, zZe je ¢asto vyhodné popisovat elektromagnetické
pole pomoci tzv. skalarniho potencialu ¢ a vektorového potencialu
A, Jak je uk4zéno napf. v [6], plati mezi vektory popisujicimi elektromag-
netické pole a potencialy vztahy

0A
E = —— — 2.2
B = VxA. (2.3)

7 téchto vztahi je vidét, ze vektory popisujici elektromagnetické pole prislusi
celym skupindm potenciali. Tato nejednoznacnost vsak neni skodliva, pro-
toze potencialy jsou pouze pomocné veli¢iny a vybér jakéhokoliv potencialu
z dané tfidy nemeéni vektory popisujici elektromagnetické pole. Podrobnéji je
tato problematika rozebrana v [6].

TV klasické elektrodynamice se piredpokladé, Ze naboj je ve vSech inercidlnich sousta-
vach stejny.

8Plati princip superpozice pro pole, protoze rovnice popisujici vlastnosti elektromag-
netického pole jsou ve vakuu linearni.

9Elektromagnetické pole ve kterém se ndboj pohybuje neni timto nédbojem ovlivnéno a
pokladdme ho za (pevné) dané.

0Tyto veli¢iny jsou pouze pomocné, nejsou pifstupné méfeni. V dalsim o nich budeme
predpokladat, 7ze jsou to veli¢iny diferencovatelné na néjaké oteviené mnozing v R* (tii
kartézské soufadnice a Cas).
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2.2 Pohyb nabitych castic ve vnéjsim elektro-
magnetickém poli

Protoze elektromagnetické pole pokladame za dané, nebudeme se pokouset o
Lagrangeovsky a Hamiltonovsky popis elektromagnetického pole, viz [7]. Bu-
deme predpokladat, ze pohyb nabitych castic ve vnéjsim elektromagnetickém
poli je nerelativisticky, relativisticky pohyb je popsan v [7].

Sestrojeni pohybové rovnice v Newtonoveé formulaci je snadné, staci pouze
dosadit vzorec pro Lorentzovu silu (2.1) do pohybové rovnice (1.5). Ilustrujme
si tento pristup na velice jednoduchém prikladu.

Priklad 2.2.1. Sestavte a feSte pohybové rovnice pro nabitou ¢éastici ve
vnéjsim homogennim elektrickém poli, které je popsané vektorem intenzity
elektrického pole E = (0,0, E) vzhledem k dané inercidlni kartézské soustavé
soufadnic. Poc¢ate¢ni podminky jsou

r(0) = (0,0,0),
£(0) = (v20,0,0),

kde v,9 € R.
Regeni: Pohybové rovnice!! (v Newtonovské formulaci) zfejmé jsou
mz = 0,
my = 0,
mz = qF.

Rovnice snadno integrujeme a pouzitim pocatecnich podminek dostaneme
(jediné) Feseni
UzOta
= ()7
qE 5

z = t°,

2m
pro vSechna t € R.
Vidime, Zze pohyb probiha v roviné o rovnici y = 0 a castice se v této
roviné pohybuje po parabole popsané rovnicemi
2 2mug
qF

x z = 0,

y = 0.

"1Protoze dostaneme soustavu pohybovych rovnic s konstantnimi koeficienty, tak vime,
Ze existuje pravé jedno (maximdlni) FeSeni spliiujici poc¢ateéni podminky a je definované
pro vSechny casy; viz [12]. Pfedpokladame, ze ¢, E € R\{0}.
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Pro nazornost si jesté ziskané reseni vykresleme pro riizné hodnoty parametri
12
m,dq, E y Uzo™ " -

Obrazek 2.1: Pole mé orientaci v kladném sméru osy z.

Na obrazku 2.1 jsme zvolili hodnoty m = 1 g, ¢ =1C, £ = 2 NC™!,
v,0 = 1 ms™!, asovy interval je t € (—10;10) a ¢as je uddn v milisekundéch.
Jestlize zvolime hodnoty parametrt m = 1g, ¢ =1C, £ = —2 NC},
v,0 = 1 ms™! | Gasovy interval je t € (—10;10) a ¢as je udan v milisekundéch,
tak dostaneme pribéh znazornény na obrazku 2.2

Obréazek 2.2: Pole méa orientaci v zdporném smeéru osy z.

Jak vidime, dokaze fyzika (za pomoci matematického aparatu) urcit kdy
a kde vysSetrovana castice byla v minulosti i kdy a kde bude v budoucnosti,

12Grafy byly vytvofeny pomoci programu Maple.
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prestoze zname pouze polohu a rychlost v ¢ase t = 0 s. Dale poznamenejme,

Ze TeSeni nezavisi pouze na ,nezavisle proménné“ t, ale i na parametrech
13

m,dq, E7 Vo™ - .

Podivejme se na Lagrangeovskou a Hamiltonovskou formulaci pohybu
castice ve vnéjsim elektromagnetickém poli.

Zactnéme Lagrangeovskou formulaci pohybu c¢astice ve vnéjsim elektro-
magnetickém poli. Lagrangian pro ¢astici ve vnéjsim elektromagnetickém poli

(vzhledem k inercidlni soufadné soustavé) je dan vyrazem?!
L = %mi‘-i‘—i—qi“A—qgo.
Popiipadé v kartézskych soufadnicich!®
L = lmir»2+qix"fl-—qu (2.4)
2 = Z i=1 o | ‘

Pro takovouto volbu Lagrangianu hovoii fakt, ze pohybové rovnice z ného
odvozené (pii pouziti vztahti mezi potencialy a vektory popisujicimi pole)
jsou shodné s rovnici ziskanou pomoci Newtonovské formulace mechaniky.
Podrobnosti vipoétu v kartézskych souradnicich jsou uvedeny v [2] a vypocet
ve vektorovém Satu je v [7].

Pristupme k Hamiltonovské formulaci pohybu ¢astice ve vnéjsim elektro-
magnetickém poli. Protoze zname Lagrangian ¢astice ve vnéjsim elektromag-
netickém poli, tak mizeme snadno sestrojit Hamiltonian. Budeme pocitat v
kartézskych souradnicich. Podle definice zobecnénych hybnosti (1.10) je

7 téchto vztaht lehce vypocteme souradnice rychlosti, plati

i —qA;
g, = P41 93 (2.5)
m

Podle vztahu (1.16) specializovaného pro jednu ¢astici (v kartézskych sou-
fadnicich) dostaneme

3 3 3
H = sz% - %m Z i’ — QZ T A + q. (2.6)
=1 =1 1=1

13Samoziejmé zavisi i na definiénim oboru ,nezavisle proménné® ¢ a na defini¢nim oboru
parametri.

14Poznamenejme, ze nejednoznac¢nost ve volbé potencialéi nemé vliv na pohybové rovnice
nabité ¢astice, podrobnosti jsou v [6].

150dtud mtizeme piejit k libovolnym jinym soufadnicim (sférickym, valcovym, ...).
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Musime vSak jesté vyjadfit rychlosti pomoci soufadnic a (zobecnénych) hyb-
nosti podle vztahi (2.5). Dosadime-li vztahy (2.5) do vztahu (2.6), tak ob-
drzime

3

H — : pi—qA; 1 pi — qA; ? : pi—inA
= D g\ T ) e A
i=1 i=1

=1

Po pfimocarych tupravach dostaneme hledany Hamiltonian ¢astice ve vnéjsSim
elektromagnetickém poli

1 9
H = — . — qA, , 2.
o ;1 (pi — qA)" + qp (2.7)
nebo ve vektorovém kabatu
1
H = —((P-qA)-(p—qA) +qp.

2m

Jelikoz jsme sestrojili Hamiltonian nabité ¢astice ve vnéjsim elektromag-
netickém poli, tak mizeme snadno sestavit Hamiltonovu-Jacobiho rovnici a
tu vyuzit na vysetfeni pohybu nabité castice.

Na nésledujicich dvou prikladech si predvedeme pouziti Hamiltonovského
a Lagrangeovského pristupu k popisu pohybu nabité castice ve vnéjsim elek-
tromagnetickém poli. Prvni piiklad ndm popise pohyb nabité castice ve vnéj-
$im konstantnim a homogennim magnetickém poli s pomoci Hamiltonovych
kanonickych rovnic. Druhy piiklad zobecni prvni ptiklad, tak ze pridame pii-
sobeni konstantniho a homogenniho elektrického pole a popis provedeme s
pouzitim Lagrangeovych pohybovych rovnic.

Priklad 2.2.2. Sestavte a feste Hamiltonovy pohybové rovnice pro ¢astici
ve vnéjsim homogennim magnetickém poli popsaném vektorem magnetické
indukce B = (0,0, B) vzhledem k inercidlni kartézské soufadné soustavé.
Pocatec¢ni podminky jsou

I'(O) = (Ilo,0,0),
f'<0) = (07532070)7

kde 10, j)go € R.

Reseni: Abychom mohli sestavit Hamiltonian (2.7), tak potfebujeme znat
soufadnice vektorového potencialu magnetického pole. Zadanému poli odpo-
vida vektorovy potencidl A = (0,z1B,0), o tom se lze snadno presvédcit
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vipoctem'®. Hamiltonidn naseho problému ma tedy tvar'”

1
= o (p} + (p2 — qB1)” +p3).

Nyni lehce sestavime Hamiltonovy kanonické rovnice

. b
- = 2.8
T mv ( )
B
By = 2177 (2.9)
m m
. b3
= = 2.10
Zs3 m7 ( )
. B
o = %(pQ_qB$l)u (2-11)
p2 = 0, (2.12)
ps = 0. (2.13)

K této soustavé rovnic piisluseji poc¢ateéni podminky pro polohu a (zobec-
nénou) hybnost. Protoze méme zaddnu podminku pro pocatecni polohu a
rychlost, tak musime z rovnic (2.8) az (2.10) urcit pocatecni (zobecnéné)
hybnosti. Dosazenim pocéatecnich poloh a rychlosti do rovnic (2.8) az (2.10)
dostaneme (po upravé) pocatecni (zobecnéné) hybnosti

pio = 0,
P2 = Mz + qBTi,
pao = 0.

Piistupme k feSeni rovnic (2.8) az (2.13)'®. Rovnice (2.10), (2.12) a (2.13)
jsou velmi snadno feSitelné, pouzitim pocatecnich podminek pro polohy a
hybnosti dostaneme

xr3 = 07
P2 = mit'go + QBLClo, (214)
Ps = 0.

6Nage volba vektorového potencidlu neni jedind, mohli jsme zvolit napf.
A = (—22B,0,0) a dostaneme stejny vektor magnetické indukce B, tyto souvislosti
jsou probrany v [6].

1"P¥edpokladéme, ze q, B € R\{0}. Déle je » = 0 v celém prostoru a pro viechny &asy;
elektrické pole je totiz nulové. Je pravdou, ze bychom mohli (obecnéji) volit ¢ = ¢, kde
¢ € R pro vsechny polohy a vSechny ¢asy. V tomto pfipadé by bylo elektrické pole také
nulové, jak je vidét z (2.2). Protoze fyzikalné (méfitelnou veli¢inou je intenzita elektrického
pole!) na volbé &isla ¢ nezévisi, polozime ho (pro jednoduchost) rovno nule.

18Protoze soustava rovnic (2.8) az (2.13) je linearni a mé konstantni koeficienty, tak ma
pravé jedno (maximdlni) FeSeni spliiujici po¢ateéni podminky a toto FeSeni je definované
pro vSechny casy; viz [12].
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Zbyva vytesit rovnice (2.8), (2.9), (2.11). Zabyvejme se nejprve rovnicemi
(2.8) a (2.11). Jestlize derivujeme rovnici (2.8) podle ¢asu a pak dosadime
(za p1) do rovnice (2.11), tak obdrzime (s vyuzitim znalosti ps a po tpraveé)

rovnici
. B\’ B /(. B
T + (q—) r, = q— <l’20 + q—xw) .
m m m

Tato rovnice mé& (obecné) feSeni tvaru'”
Bt Bt B
ry = Cl sin q— + 02 COS (]_ + ﬁ (ZtQ() + q—xw) . (215)
m m qB m
Podle rovnice (2.8) vypo¢teme
Bt Bt
p1 = qBCqcos =t qBC5 sin ek (2.16)
m m

Integracni konstanty vystupujici ve vztazich (2.15) a (2.16) vypocteme z po-
¢atecnich podminek pro polohu a (zobecnénou) hybnost. Dostaneme vztahy

m[t'go th mi’go
T = — cos + + 210, 2.17
! qB m qB 10 ( )
.. qBt
P1 = MIopsSIn —.
m

Zbyva vyfesit rovnici (2.9). Dosadime-li do rovnice (2.9) vztah (2.14) a (2.17)
dostaneme po jednoduchych tpravach

. . qBt
g = T9090COS —.
m

Integraci a pouzitim pocatecni podminky ziskdme

mig . qBt
Ty = sin —.
2 qB m

19Nejprve nalezneme vsechna feSeni homogenni rovnice a pak k nim pfi¢teme jedno Fe-
Seni nehomogenni rovnice (které v tomto pfipadé lehce uhodneme), dostaneme pak vSechna
feSeni nehomogenni rovnice. K nalezeni vSech feseni homogenni rovnice sta¢i najit pouze
dvé linearné nezévisla feseni homogenni rovnice a pak utvorit vSechny jejich linedrni kom-

. v e 4 v ;. s v v , , . . . B B
binace. Dvé€ linedrné nezavisla fesenl homogenni rovnice jsou sin (%t) a cos (%t) pro

o« v~ . . e e . B .
vsechna ¢t € R. Jedno feSeni nehomogenni rovnice je ziejmé qﬂB (.1‘2() + %1“10) pro vSechna

t € R. Opréavnénost tohoto postupu je dokdzana v [12].
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Pro prehlednost shrneme dosazené vysledky. Jediné (maximalni) feSeni Ha-
miltonovych kanonickych rovnic (2.8) az (2.13) je dano funkcemi

mjfg() th migo
t) = —
x1(t) B cos = - B + 210,
migy . qBt
) = =
na(t) = “sind =
l’g(t) = O,
Bt
P1 (t) = mx'gg sin q—,
m
p2(t) = miq + qBxo,
p3(t) = 07

pro vSechna t € R.
Odtud vidime, Ze se nabitd castice pohybuje stale v jedné roviné urcené

rovnici x3 = 0. Jeji trajektorii je kruznice o poloméru r = % a stfedu

S = [m+x10,0]20. N

qB
Priklad 2.2.3. Sestavte a feste Lagrangeovy pohybové rovnice pro Cas-
tici ve vnéjsim homogennim elektromagnetickém poli popsaném konstant-
nimi vektory intenzity elektrického pole E = (0,0, F) a magnetické indukce
B = (0,0, B) vzhledem k inercialni kartézské souradné soustavé. Pocatecni
podminky jsou

I'(O) = ($10, 0, 0),
f"(o) = (0; Tap, 'j:30)7
kde x19, Z29, T3¢9 € R.

Reseni: Sestavime Lagrangian v kartézskjch soutadnicich. Podle vztahu
(2.4) potfebujeme znat elektromagnetické potencidly A a ¢. Zvolme je ve
tvaru*! A = (—Bu,,0,0) a ¢ = —Fz3. Lagrangian naseho problému v kar-
tézskych souradnicich je

- ST By 4 qF
= zmizlxZ qbxoT1 + qLT3.

20To je vidét z prvnich dvou rovnic popisujicich ¢asovou zéavislost soufadnic x; a xo.
Jestlize ¢leny s funkcemi sin a cos nechame na jedné strané a ostatni ¢leny prevedeme na
druhou stranu rovnosti, pak rovnosti umocnime a umocnéné rovnosti secteme; dostaneme

’UL’izo

2
(331— —3610) —&-x%:( 0B

21pfedpokladame, Ze ¢, B € R\{0} a E € R. Snadno ptekontrolujeme, Ze podle defini¢-
nich vztahi (2.2) a (2.3) je tato volba spravna. Dava totiz zadané vektory elektromagne-
tického pole.

: 2
Rz coz neni nic jiného nez rovnice popisujici kruznici.
qB ?
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Nyni sestavime Lagrangeovy pohybové rovnice. Nejprve vyuzijeme sku-
teCnosti, Ze soufadnice x; je cyklickd (viz odstavec 1.5). Zachovava se tedy s
ni sdruzena hybnost. Plati

p1 = ma, — qBxs.
Odtud vypocteme &, dostaneme

Lagrangeovy rovnice pro zbyvajici souradnice jsou

d
d

Rovnice (2.18), (2.19), (2.20) pfedstavuji matematicky popis pohybu ¢astice
v zadaném elektromagnetickém poli. Je to soustava linearnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty a proto jejich feSeni existuje a je urceno jednoznacné
pro vSechna ¢t € R. Pristupme k nalezeni feseni téchto rovnic.
Rovnici (2.20) snadno vyfesime dvojnasobnou integraci, dostaneme
qE 2 Cl
x3(t) = —t°+ —t + Cs. 2.21
3(t) om! Ttz (2.21)
Zbyvaji rovnice (2.18) a (2.19). Jestlize dosadime z (2.18) do (2.19) za
dostaneme

B\’ Bp,
i+ (q—> 2y = — L0 (2.22)
m

m2

Rovnice (2.22) snadno integrujeme?? a dostaneme

B B w
xo(t) = Cssin (%t) + Cycos (%t) - 5—B (2.23)

22Nejprve nalezneme vsechna FeSeni homogenni rovnice a pak k nim pii¢teme jedno fe-
Seni nehomogenni rovnice (které v tomto pfipadé lehce uhodneme), dostaneme pak vSechna
feSeni nehomogenni rovnice. K nalezeni vSech feseni homogenni rovnice sta¢i najit pouze
dvé linearné nezavisla feseni homogenni rovnice a pak utvofit vSechny jejich linearni kom-

. e 14 oo . S . B B
binace. Dv€ linedrné nezavisla fesenl homogenni rovnice jsou sin (%t) a cos (%t) pro
vSechna t € R. Jedno feSeni nehomogenni rovnice je ziejmé —5—]’;. Opravnénost tohoto
postupu je dokdzéana v [12].
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Jestlize dosadime (2.23) do (2.18) a pak integrujeme, ziejmé dostaneme

z1(t) = —C}3 cos (gt) + Cysin (ﬁt> + Cs. (2.24)
m m

Nyni ur¢ime integrac¢ni konstanty p,, C ..., C5 z pocatecnich podminek. Jestlize
uplatnime pocateéni podminka na funkce (2.21), (2.23) a (2.24) dostaneme
konecné feseni naseho problému

mi'g() th
t) = 1—cos £
x1(t) B ( cos - ) + 10,

m[tgo in (]Bt

(t) = qB m’
FE
z3(t) = g_th + 301,

pro vSechna t € R.

Meéli bychom diskutovat nékteré specialni ptipady naseho feseni, které
jsou i fyzikalné zajimavé. To nam umozni 1épe pochopit ziskané feseni neje-
nom matematicky, ale i fyzikalné. Predpokladejme, Ze by bylo elektrické pole
nulové. V tomto pripadé by se ¢astice pohybovala po kruznici, ktera lezi v
roviné x3 = 0?3 a jeji rovnice jsou

Bx 2 ma 2
(x1—<q .10+1)> —i—x% = < 20) ,
mIao qB

1’3:0.

Déle budeme predpokladat, ze vektor intenzity elektrického pole je nenu-
lovy. Zvolme konkrétni ¢iselné hodnoty fyzikalnich veli¢in m, ¢, E, B, x19,
Top, T30 & pokusme se znazornit kiivku, po které se ¢astice pohybuje.

Nejprve zvolme m=1g,q=1C, B=1T, E=2NC™!, 20 = 0,05 cm,
@y = 1 ms™, @3 = 20 ms™! a casovy interval je t € (0;20) (cas je
udén v milisekundéch). Pt této volbé jsou vektory elektromagnetického pole
rovnobézné a souhlasné orientované. Grafické znazornéni trajektorie je na
obrazku?* 2.3.

Vidime, ze s pribyvajicim c¢asem se zavity Sroubovice od sebe vzdaluji;
takova kfivka by se mohla nazvat ,protazena“ sroubovice. To lze snadno
pochopit fyzikalné, protoze elektrické pole urychluje castici ve sméru osy
x3. Z parametrického popisu pohybu ve sméru osy x3 vidime, ze se dokonce
jedné o pohyb rovnomérné zrychleny (slozka rychlosti v kladném sméru osy

23To snadno zjistime, kdyZ vylou¢ime parametr ¢ z prvnich dvou pfedpist pro x; a x.
24Grafy byly vytvofeny pomoci programu Maple.
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Obrazek 2.3: Souhlasné orientované vektory elektromagnetického pole

z neméni sviyj smér, ale zvétsuje svoji velikost.). Elektrické pole méni tedy
velikost vektoru rychlosti. Naopak magnetické pole neméni velikost vektoru
rychlosti, ale méni pouze smér vektoru rychlosti (zpisobuje zataceni ¢éstice).

Jestlize zvolime m =1g,¢q=2C,B=1T, E = -2 NC™!, 219 = 5 cm,
fg9 = 1 ms™, 230 = 20 ms ! a casovy interval je t € (0;16) (cas je
udén v milisekundach). Pti této volbé jsou vektory elektromagnetického pole
rovnobézné a nesouhlasné orientované. Grafické znazornéni ¢asti trajektorie
vidime na obrazku 2.4.

Z obréazku je ziejmé, Ze elektrické pole ¢astici brzdi (v jistém casovém in-
tervalu) v jejim postupu ve sméru orientace vektoru magnetické indukce. V
jistém okamziku ji pfinuti zménit smér svého postupu a ¢astice se zacne pohy-
bovat v opa¢ném sméru nez jakym je orientovan vektor magnetické indukce.
Tento pohyb je v zaporném smeéru osy xs pohybem rovnomérné zrychlenym
(rychlost rovnomérné roste). |
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Obréazek 2.4: Nesouhlasné orientované vektory elektromagnetického pole
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Z.aver

V této praci jsme si na nejjednodussich prikladech ukézali aplikace klasické
matematické analyzy v klasické mechanice. Problémy, které jsme fesili, byly
vybrany tak, aby vedly na rovnice, které jsou snadno fesitelné (obycejné line-
arni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty). Bylo by mozné zabyvat
se problémy (napf. pohyby ¢astice ve vnéjsim nehomogennim elektromagne-
tickém poli), které vedou na nelinedrni obycejné diferencialni rovnice. Tyto
rovnice (ve vét$iné piipadi) nelze Tesit analyticky a jsme odkazéni na pou-
ziti numerickych metod. Je téZ mozné studovat kvalitativni vlastnosti feseni
bez toho, abychom nalezli explicitni formule pro feSeni dané diferencialni
rovnice. Také by bylo zajimavé formulovat zadkony klasické mechaniky tak,
aby nebyly zalozeny na Newtonovych pohybovych rovnicich. Za zaklad by
jsme zvolili tzv. Hamiltontiv princip, ktery umozinuje velice kompaktni a ele-
gantni formulaci zdkont mechaniky a lze ho rozsitit i do jinych oblasti fyziky,
kde se stava neocenitelnym (heuristickym) pomocnikem pii studiu ne zcela
prozkoumanych fyzikalnich jevii.
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