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Abstrakt:

Hlavnim tématem této bakalarské prace je zkoumani spektralnich vlastnosti nahodnych
matic. Budou zde predevsim zkoumany dva zakony, které se tykaji vlastnich ¢isel nahod-
nych matic s prvky s normovanym normalnim rozdélenim (fikdme jim gaussovské matice).
Prvnim z vyse zminovanych zédkonu je Girkuv kruhovy zakon, ktery nam ik, zZe normali-
zovana vlastni ¢isla gaussovskych matic jsou rovnomérné rozptylena v jednotkovém kruhu
se sttedem v pocatku komplexni roviny. Druhy zminovany zdkon se nazyva Wigneruv
polokruhovy zakon. Nazev polokruhovy je odvozen od tvaru hustoty pravdépodobnosti,
ktery predstavuje rovnici polokruznice. Dalsi zminovanou velicinou je vzdalenost vlast-
nich ¢isel, jejiz hustota pravdépodobnosti je popsdna pomoci Izrailevovy formule. V této
praci jsme se dale zamértili na zobecnéni téchto zdkont pro matice s prvky s libovolnym
rozdélenim. Simulace zminénych zakonu jsme demonstrovali pomoci prostiedi MATLAB
a vypozorovali jsme nékteré zajimavé vlastnosti.

Abstract:

The main topic of this bachelor’s thesis is to study the spectral properties of random
matrices. Two laws concerning eigenvalues of random matrices with elements with standard
normal distribution (we call them Gaussian matrix) were investigated. The first of the
above-mentioned laws is Girk’s circular law, which states that the normalized eigenvalues
of Gaussian matrices are dispersed uniformly in the unit circle centered at the origin of
the complex plane. The next law is called the Wigner semicircular law. This semi-circular
shape is derived from the probability density function which corresponds to the equation
of semicircle. Another mentioned quantity is the distance of eigenvalues, whose probability
density function is described by the formula Izrailev. In this study, we have also focused on
the generalization of these laws for the matrix with elements with an arbitrary distribution.
Simulations of these laws were are demonstrated using MATLAB and we have observed
some interesting features.



Uvod

O teorii ndhodnych matic se poprvé objevuji zminky od roku 1928, avSak neni jim
vénovana prilis velkd pozornost. Hlavnim duvodem je neexistence vykonnych pocitacu,
umoznujicich matice velkych radu studovat. Tato teorie se intenzivnéji zacala vyvijet v roce
1955, kdy se Eugen Wigner, jeden ze zakladatelu a prukopniku této teorie, snazil popsat
energetické stavy vysoce excitovanych jader tézkych prvku. Pro popis energetickych stavu
se pouziva operator energie, tzv. Hamiltonian. V roce 1955 bylo zjisténo, ze vlastni hodnoty
Hamiltonianu mohou byt aproximovany pomoci vlastnich ¢isel nahodnych matic.

Zacatkem 60. let Wignerovi kolegové, Freeman Dyson, Madan Lal Mehta a dalsi pokra-
covali ve vyvoji teorie a nalezli jeji dalsi vyuziti. Kdyz Bohigas, Giannoni a Schmit vyslovili
predpoklad, Ze teorii je mozné vyuzit pri zkoumani spekter libovolného chaotického sys-
tému, rychle vzrostl zdjem o ndhodné matice.

V soucasné dobé nachézi teorie ndhodnych matic znac¢né uplatnéni pii modelovani pro-
cesu v biologii, fyzice, ekonomii, dopravé a mnoha dalsich védnich oborech.
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Kapitola 1
Zakladni pojmy

Tato prace je vénovana nahodnym maticim, proto nejprve budou uvedeny zakladni
pojmy vztahujici se k maticim.

1.1 Definice zakladnich pojmu

Vzhledem k sirokému uplatnéni matic v teoretickych i aplika¢nich oblastnech matema-
tiky je tato problematika rozpracovana v mnoha zakladnich ucebnicich. Pro ptehlednost
jsou zde uvedeny jen ty pojmy a tvrzeni, ktera budou nasledné pouzivana.

Matice jsou ¢asto pouzivany k vypoctu soustav linearnich rovnic, k vyjadieni obecné
rotace vektoru, transformaci vektoru od jedné baze ke druhé, anebo k vyjadieni operatoru
v kvantové mechanice.

Definice 1. Matice A typu m/n nad télesem T je soubor m-n proku z télesa T' uspordadanijch
do m radki a n sloupci.

a1 aiz... dAip

921 a9y . .. Qo
A=

Am1 Am2 ... Amn

Pokud se jednd o téleso redlngjch c¢isel R, nazijvdme matici A redlnou matici.
Pokud se jednd o téleso komplexnich cisel C, nazyvdme matici A komplexni matici.

Prvek a;; je prvek matice A na pozici 4,5. Prvni index i je index fddkovy, druhy index j

je index sloupcovy. Prvky agk, pro které plati, ze fadkovy index je stejny jako sloupcovy,
se nazyvaji diagondlni pruky.

Matice A typu m/n se nazyva ctvercovd matice fadu n, jestlize m = n.
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Matice A typu m/n se nazyva obdelnikovd matice, jestlize m # n.

Matice A typu m/n se nazyva nulovd matice, jestlize a;; = 0 pro kazdé i=1,2,...,m a pro
kazdé j=1,2,...,n, t.j. jestlize na kazdém misté matice je prvek roven 0.

Ctvercovd matice A= [a;;] Tadu n se nazyva diagondlni matice, jestlize a;; = 0 pro kazdé
i # j. Pouzivame znaceni diag(aiy, asa, . . ., Gnp).

Jednotkovd matice ¥ddu n je matice I = diag[1,1,...,1].

Jestlize A je ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, potom ¢tvercovd matice A~! fadu n
nad T se nazyva inverzni matice k matici A, jestlize

AA = ATA =],

kde I je jednotkova matice.

Matice A typu m/n je horni (resp. dolni) trojihelnikovd matice, jestlize a;; = 0 pro kazdé
i>j (resp.i<j).

Redlné a komplexni matice A typu m/n se nazyvaji pasové matice, pokud pro né plati,
Ze jsou Ctvercové a obsahuji v pravém hornim a levém dolnim rohu "nulovy trojuhelnik”.
Takové matice jsou charakterizovany pomoci polosirky pasu, ktery oznacujeme b.

Ctvercovd matice A fadu n je symetrickd matice, jestlize a;; = aj; pro kazdé 1=1,2,....,m a
pro kazdé j=1,2,...,n.

Je-li matice A = [a;;] typu m/n, potom se matice AT = [a;;] typu n/m nazyvé transpono-
vand matice k matici A.

Komplexni ¢tvercovd matice A¥ se nazyva hermitovsky sdruZend matice, pokud plati
AH = (A*)T, kde A* je komplexné sdruzend matice.

Realna symetricka matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni matice, pokud pro kazdy
nenulovy vektor z plati 27 Az > 0. Kazd4 pozitivné definitni matice ma vzdy kladna vlastni
¢isla. Analogicky je definovand negativné definitni matice (vztah s obrdcenou nerovnosti).



Pokud plati 7 Az > 0, fekneme, Ze matice A se nazyva pozitivné semidefinitni matice.
Analogicky je definovand negativné semidefinitni matice (vztah s obracenou nerovnosti).

Kazda pozitivné definitni matice je podle této definice také pozitivné semidefinitni matici.

Definice 2. Necht’ A = [a;;] je ¢tvercovd matice 7ddu n nad télesem T'. Potom determinant
matice A je prvek

detA = Z 2N(T)A1r(1)027(2) - - - Anr(n)s

kde sc¢itame pres vSechny permutace ™ na mnoziné {1,2,..., n}, zn(mw) je znaménko permu-
tace, jenz nabyvd hodnoty 1, pokud je permutace sudd, anebo hodnoty -1, pokud je permutace
lichd.

Ctvercova matice A se nazyva requldrni matice, jestlize detA # 0.
Ctvercovd matice A se nazyva singuldrni matice, jestlize detA = 0.

Ortogondlni matice A je realnd ¢tvercova matice, jejiz transponovana matice je soucasné
matici inverzni (AT = A™!). Pro takovou matici plati ATA = AAT = I. Dile pozadujeme,
aby sloupce a fadky ortogonalni matice byly normovany.

Unitarni matice A je Ctvercova komplexni matice, jejiz hermitovsky sdruzend matice je
soucasné matici inverzni (A7 = A~1). Pro takovou matici plati AHA = AAH = I.
Poznamenejme, ze redlna unitarni matice je ortogonalni.

[1]

1.1.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Specialni duraz v teorii nahodnych matic je kladen na problematiku spektralnich vlast-
nosti, proto si v nasledujici kapitole nadefinujeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matic.

Definice 3. Necht’ A je ctvercovd matice, potom det(A — A) se nazyvd charakteristicky
polynom matice A.

Koreny charakteristikého polynomu nazijvame vlastni (charakteristickd) cisla matice A.
Jestlize Ny je vlastni c¢islo, potom nenulovy vektor h takovy, Ze

(Aol — A)h =0, (1.1)
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t.7. Aoh = Ah, se nazyvd vlastni vektor matice A prislusny vlastnimu cislu Ag.
MnoZina vsech vlastnich c¢isel matice A se nazyvd spektrum matice A.

1]

Souvislostem mezi charakterem vlastnich ¢isel a typem matice je vénovana celd tada
odbornych praci. V této praci budou vyuzita zejména tato tvrzeni:

Turzeni 1
(a) Nula je vlastnim ¢islem matice A praveé tehdy, kdyz je matice singuldrni.
Je-li matice A regularni, pak nula neni jejim vlastnim ¢islem.

(b) Je-li matice A symetricka a redlnd, pak vSechna jeji vlastni ¢isla jsou realné.

(c) Jestlize k matici A existuje inverzni matice A1, pak A je vlastnim ¢islem matice A
tehdy, pokud A~! je vlastnim &fslem matice A1,

Déle plati, ze vlastni vektory matice A odpovidajici vlastnimu ¢islu A jsou stejné jako
vlastni vektory matice A~! odpovidajici vlastnimu &islu AL,

(d) Pokud ma matice A vlastni ¢islo A a odpovidajici vlastni vektor u, pak matice A? m4
vlastni &fslo A2 a jemu odpovidajici vlastni vektor je také vektor w.

(e) Pokud je vlastnim ¢islem redlné matice A komplexni ¢islo z, pak je komplexné sdruzené
¢islo z také vlastnim cislem matice A.

(f) Pokud je matice A hermitovskou matici, pak jsou vSechna jeji vlastni ¢isla redlna.

Dikazy uvedenych tvrzeni lze nalézt napiiklad v [1].

1.2 Nahodné veliciny

Meéfteni, pokusy, vyrobni procesy apod., se kterymi se setkdvame v praxi, lze z hlediska
pravdépodobnosti povazovat za nahodné pokusy, pii kterych neni vysledek jednoznacné
urcen vychozimi podminkami. Vysledek takového ndhodného pokusu nazyvame nahod-
nym jevem.

Casto se stavd, ze jsme schopni, nebo je pro nds vyhodné a uziteéné popsat ndhodny
jev w € Q prostiednitvim néjaké jeho ¢iselné charakteristiky X (w).
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Piikladem takovych prirozené zavedenych charakteristik je rozmér, nebo doba trvani
néjaké sledované situace apod. Takto ziskanou ¢iselnou charakteristiku nazyvame nahod-
nou veli¢inou X.

V teorii pravdépodobnosti je pro presnou definici pravdépodobnosti vychézeno z pravde-
podobnostniho prostoru (€2, .4, P), kde  je prostor vsech moznych vysledku, A je takovy
systém podmnozin €2, ktery tvoii o-algebru a P je pravdépodobnostni mira definovand na
o-algebie A. Ndhodnou veli¢inu X (w) pak definujeme jako méfitelnou funkei z prostoru

(Q, A, P) do (R, B), kde B je systém borelovskych podmnozin mnoziny R.
2]
1.2.1 Distribuéni funkce a hustota pravdépodobnosti

Definice 4. Distribucni funkci ndhodné veliciny X definujeme vztahem
F(z)=P(X <z), prox € R. (1.2)
Distribuéni funkce ndhodné veliciny X prirazuje kazdému redlnému ¢islu x pravdépodob-
nost, ze nahodné velicina X nabude hodnoty mensi nebo rovné tomuto ¢islu.

Z definice distribuc¢ni funkce a s prihlédnutim k vlastnostem pravdépodobnosti plynou tato
tvrzeni:

Torzeni 2
(a) 0 < F(z) <1, pro x € R.

(b) F(z) je neklesajici funkce.

(¢) lim F(z)=0a lim F(z)=1.

T—>—00 T—>+00
Dikazy uvedenych tvrzeni lze najit v ruznych odbornych knihach, jako je napt. [3].

V praxi se obvykle vyskytuji dva typy distribu¢nich funkci. Pokud existuje takova funkce
f, ze pro kazdé realné x plati

Fla) = / Ft)t, (1.3)

pak tikame, ze X je ndahodnd velicina spojitého typu.
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Pokud F' je funkce skoku, tedy pokud funkce F' ma v konecné nebo spocetné mnoziné
hodnot {1, xs,...,Z,,... } skok a jinak je konstantni, mluvime o ndhodné veliciné diskrét-
niho typu.

K popisu rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny spojitého typu se castéji nez dis-
tribu¢ni funkce pouzivéa pravé hustota pravdépodobnosti.

Definice 5. Necht’ X je ndhodna velicina spojitého typu a jeji distribucni funkce je oz-
nacena F(x). Hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X je nezdpornd funkce takovd,
pro kterou plati

F(z) = / f(t)dt, pro viechna x € R. (1.4)

2]

1.2.2 Stredni hodnota a rozptyl

Distribuéni funkce podava o ndhodné veli¢iné uplnou informaci. Zname-li tuto funkci,
pak vime, jakych hodnot muze uvazovand velicina nabyvat a jaké jsou pravdépodob-
nosti, které témto hodnotam odpovidaji. V praxi vSak casto potifebujeme néjaké konkrét-
néjsi a prehlednéjsi vyjadreni této informace. K takovému zestruénénému popisu uzivame
¢iselné hodnoty, které nazyvame charakteristiky nahodnych velic¢in. Nejcastéji pouzivanymi
charakteristikami ndhodnych veli¢in jsou stredni hodnota, ktera popisuje polohu (drover)
nahodné veliciny a rozptyl, ktery popisuje variabilitu ndhodné veli¢iny.

Stfedni hodnota

Stredni hodnotu ndhodné veli¢iny X oznacujeme obvykle symbolem EX. Pro ndhodné
veliciny diskrétniho typu je stiedni hodnota definovana vztahem

Jde tedy v podstaté o jakysi prumér moznych hodnot ndhodné veliciny X, v némz jsou
jednotlivé hodnoty vazeny odpovidajicimi pravdépodobnostmi.

Stfedni hodnota nahodné veli¢iny spojitého typu X, majici hustotu pravdépodobnosti f(z),
bude obdobné definovana jako

EX:/R[Bf(:B)d:B. (1.6)
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Rozptyl

Rozptyl je mirou variability ndhodné veli¢ciny X a znacime jej DX. Obecné muzeme
rozptyl vyjadrit ve tvaru

DX = EX? - (EX)?, (1.7)
pokud je EX? kone¢na.

Pro ndhodné veli¢iny diskrétniho typu lze vzorec (1.7) rozepsat
+oo
DX =) [z;— EXP’P(X = ;).
i=1
Obdobné také pro nahodné veliciny spojitého typu
DX = /[m — EX*f(x)d.
R
[4]

1.2.3 Gaussovo rozdéleni

VVVVVV

nosti spojité nahodné veliciny a ma Sirokou skédlu uplatnéni.

Definice 6. Ndhodnd velicina X md Gaussovo neboli normdalni rozdéleni s parametry

u,0? € R, 02> 0, jestlize pro jeji hustotu f(z) plati

@) = ——e

2ro

z—p\2
(v),pm:pER. (1.8)

=

2

Gaussovo rozdéleni se obvykle znaéf N(u, 0?), parametrem o2 oznacujeme rozptyl a u je

stredni hodnota.
Rozdéleni N (0, 1) byvéa oznacovano jako normované normdlni rozdéleni a jeho hustota je
symetrickd kolem 0. To je zapri¢inéno nulovou stredni hodnotou.

Stfedni hodnota normovaného normalniho rozdéleni N(0,1) je definovand
EX =0

a rozptyl
DX =1.
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Velky vyznam nomovaného normalniho rozdéleni N(0,1) vyplyvé predevsim ze skutec-
nosti, ze je-li velicina souctem velkého mnozstvi nezavislych vlivu, pak jeji pravdépodob-
nostni rozdéleni je priblizné Gaussovo.

Dulezitost Gaussova rozdéleni spociva v tom, ze za urcitych podminek dobte aproxi-
muje fadu jinych pravdépodobnostnich rozdéleni.

Tiida normalnich rozdéleni je stabilni v nésledujicim smyslu:
soucet, anebo rozdil dvou nezavislych veli¢in s normdalnim rozdélenim ma opét normalni
rozdéleni. Navic linearni kombinace nezavislych normalnich ndhodnych veli¢in méa opét nor-
malni rozdéleni. Obecné lze formulovat nasledujici tvrzeni o linearni kombinaci normalnich
rozdéleni.

Véta 7. Necht’ x; ~ N (u;,02), i=1, 2, -+, n jsou nezdvislé veliciny, ag,ar, - ,a, € R,
Sora? >0, pakY=ag+ > aixi ~ N(ag+ > aifti,» 5 aZ07).

Dukaz je uveden v [5].

1.2.4 Spojité rovnomérné rozdéleni

Spojité rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti prifazuje vSsem hodnotam nahodné
veliciny X stejnou pravdépodobnost. Rovnomérné rozdéleni ma také svoji diskrétni podobu,
ale tou se nebudeme v této praci zabyvat.

Definice 8. Ndhodnd velicina X, kterd nabyvd libovolné redlné hodnoty x z intervalu (a;b)
a jeji vyskyt na celém intervalu (a;b) je stejné mozny, md spojité rovnomeérné rozdéleni
s parametry a,b € R, kde a < b, jestlize pro jeji hustotu f(x) plati

o= { g =) 1o

Mimo dany interval (a;b) je tedy hustota pravdépodobnosti nulova.

Stfedni hodnota rovnomérného rozdéleni je dana vztahem

EX:a—i-b
2
a rozptyl
px - b=a”
12

Poznamenejme, ze se o tomto rozdéleni muzememe bavit také jako o rozdéleni pravdépodob-
nosti, jez ma lehké konce.
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1.2.5 Gama rozdéleni

Gama rozdéleni je zobecnénim nékolika dalsich rozdéleni, jako je napiiklad rozdéleni
exponencialni.

Definice 9. Ndhodnd veli¢ina X md gama rozdéleni s parametry o, 5 > 0, jestlize jeji
hustota pravdépodobnosti f(x) md tvar

Fﬁ(a)xaleﬂw, pro x > 0, (1.10)

fx) =

kde T' je gama funkce definovand pro vsechna komplexni c¢isla x krome celych zdpornijch
cisel a nuly

['(x) :/ t" et dt.
0
Stredni hodnota gama rozdéleni je dana
EX =ap

a rozptyl
DX = ap*

Dama rozdéleni je prikladem nesymetrického rozdéleni.

1.2.6 Exponencialni rozdéleni

Dalsim typem casto vyuzivaného rozdéleni je rozdéleni exponencialni a ndhodna veli¢ina
X muze nabyt libovolné redlné hodnoty z z intervalu (0;00).

Definice 10. Ndhodnd veli¢ina X md rozdéleni exponencidlni s parametrem o, pokud jeji
hustota pravdépodobnosti md tvar

1 _—x/6 >0
_ ) se7™0 prox =0,
f(z) { 0 Jinak. (1.11)

Stfedni hodnota exponencidlniho rozdéleni je dana
EX =9

a rozptyl
DX = §°.

15



1.3 Nahodna a pseudonahodna cisla

Protoze velka ¢ast této prace je zamérena na simulac¢ni experimenty, zminime zde néko-
lik poznamek k simula¢nim postupum.

Pravdépodobnostni chovani fady statistickych postuptu, at’ jiz odhadu, testovanych
statistik, ¢i jinych procedur, casto nelze vySetfovat analyticky. Bud’ rozdéleni pravdépodob-
nosti téchto statistik viibec neumime spocitat, nebo je jeji analyticky vypocet prilis slozity.

V takovych situacich mame k dispozici dvé moznosti:
(1) zkoumat jejich asymptotické chovani
(2) sledovat jejich chovani pii simulacich

Pro pochopeni rady slozitych procesu v ekonomii, technice, biologii, mediciné i dalsich
oborech se stéle castéji misto redlnych experimentu pouziva modelovani na pocitacich. Aby
tyto experimenty co nejvice odpovidaly skutec¢nosti, je potieba do jejich deterministického
chodu vnést prvky nahody. Témito prvky mohou byt dodatecny Sum, ruseni, neocekavana
pozorovani, ¢i nahodné déje bézné se vyskytujici v praxi.

Pti simulacich modelu na poéitacich pravé nahodna ¢isla reprezentuji vliv nahody. Tato
nahodna ¢isla si muzeme pomoci pocitace vygenerovat a pokud dojde ke generovani neal-
goritmicky, jednd se o vysledky fyzikalnich procesu, a tudiz o ndhodnd c¢isla. Piikladem
mohou byt sélani, fuze, difiize, absorbce svétla a dalsi.

V pripadé pouziti algoritmu ke generovani ¢isel nemuzeme tato ¢isla nazyvat ndhod-
nymi. Tento algoritmus oznacujeme jako generator ndhodnych ¢isel a vygenerovana cisla
cisly pseudondhodnymi. U generatoru pseudonahodnych ¢isel muzeme po urcité dobé sle-
dovat periodu. Po dlouhém intervalu se tedy za¢nou opakovat.

Abychom mohli pseudonahodna ¢isla vygenerovat, musime nadefinovat vstupni parame-
try pro zvoleny algoritmus:
- od jaké hodnoty pseudonahodné ¢islo zacind
- jakou hodnotu ¢islo nesmi prekrocit
- maximalni rozpéti mezi vygenerovanymi ¢isly
a jiné.

[6, 7]
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Kapitola 2

Historie teorie nahodnych matic

Teorie nahodnych matic fascinuje jak matematiky, tak fyziky a to jiz od roku 1928, kdy
byly poprvé zavedeny v matematické statistice Wishartem [8]. Az po velmi dlouhé dobé
teorie nahodnych matic nabyla své dulezitosti, kdyz Wigner predstavil koncept statistické-
ho rozlozeni jaderné energie v roce 1950. Avsak trvalo az do roku 1955, nez Wigner pred-
stavil jednotlivé skupiny ndhodnych matic. Myslenka invariance skupin ndhodnych matic
byla zavedena ve fyzice Porterem a Rosenzweigem [9] az po té, co se objevily v matematic-
ké literatufe. K analyze hustoty vlastnich ¢isel vynalezl Mehta [10] metody ortogonalnim
polynomem.

Matematické zaklady teorie nahodnych matic byly zvefejnény v mnoha Dysonovych
pracich. Predstavil klasifikaci skupin ndhodnych matic podle jejich invariance vuci trans-
formacim [11]. Prvky matic odpovidajici skupindm ndhodnych matic jsou komplexni i
realné. Gaussovské skupiny symetrickych nahodnych matic zname jako gaussovské orto-
gondloni matice (GOE), gaussovské unitarni matice (GUE), anebo jako pasové nadhodné
matice (BRME).

Dyson také zformuloval zakladni filozofii teorie nahodnych matic. To bylo zpresnéno
Balianem, ktery ziskal skupiny gaussovskych nahodnych matic z minimalizace informaéni
entropie.

Dalsi zajimavy vysledek Dysonovy préace byl vztah mezi teorii nahodnych matic a teorii
presné integrovatelnych systému. Dukladné je jejich vztah rozebran v knize od Forrestra.
Jako svou dalsi myslenku uvadi Dyson pouziti informacni entropie ve spektru ndhodnych
matic.

Pocatky vyvoje teorie ndhodnych matic jsou dobfe shrnuty v prvnim vydani knihy
od Mehty. Tato dulezitd kniha obsahuje mnoho matematickych detailtu, u kterych bylo
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v prubéhu let prokazano, ze jsou velmi uzitecné. Dalsi takovou knihu sepsal Porter. Ob-
sahuje dulezité dokumenty o teorii ndhodnych matic, které byly napsany pred rokem 1965.

Ptiblizné ve stejnou dobu, jako na pocatku vyvoje teorie nahodnych matic v oblasti
jaderné fyziky, se zrodilo v praci Andersona [12] pole neusporadanych systému na lokalizaci
vlnovych funkei v jednorozmérnych neusporadanych systémech. Uvazoval jednorozmérnou
miizku s ndhodnym potencidlem u kazdého miizkového bodu. Zjistil, ze vlastni funkce
takovych systému jsou lokalizovany exponencialné. Jeho prace méla silny vliv na experi-
mentalni i teoretickou fyziku pevnych latek.

Dalsi aplikaci na zacatku vyvoje teorie nahodnych matic predstavuje teorie malych
kovovych ¢astecek od Gorkova a Eliasberga, ktera je v sou¢asné dobé soucasti mezoskopické
fyziky.

Teorie nahodnych matic, jez byla poprvé formulovana v matematické statistice, pokra-
covala ve vyvoji v matematice nezavisle na vyvoji ve fyzice. Vyznamné vysledky, pokud
jde o integracni opatieni invariantnich nahodnych matic, byly ziskany diky pracem od Hua
[13]. Vysledky, vice nez desetileté prace shrnul ve své knize, ktera se objevila v roce 1959.
Ta vSak zustala do zna¢né miry neznama.

Pouze maly poc¢et matematiku pracoval na integralech, které se zobrazuji v teorii ndhod-
nych matic. Prace Selberga je znama, ale ani v nejmensim ne tolik jako prace Mehty, ktery
vénoval kapitolu ve druhém vydéani své knihy pravé tomuto tématu. Girko sepsal fadu
matematickych knih tykajicich se analytickych vlastnosti rozdéleni vlastnich ¢isel velkych
nahodnych matic. Matematické literatury zustaly az do nedavné doby prevazné bez povsim-
nuti fyziku.

Prekvapivéjsi je, ze teorie neusporadanych systému a aplikace teorie nahodnych matic
v oblasti jaderné fyziky probihaly viceméné nezavisle, dokud nevznikla klicova prace Efe-
tova [14] na supersymetrické metody a jejich aplikace na teorii malych kovovych ¢astecek.

Hlavni udélosti v teorii ndhodnych matic v prubéhu desetileti po Mehtové sepsani
prvniho vydani knihy pattily aplikaci v jaderné fyzice. V roce 1973 vyslovil Montgomery
domnénku pro asymptotickou limitu dvoubodové korelacni Riemannovy funkce na kritické
hranici. Spolu s Dysonem si uvédomili, ze jeho odhadovany vysledek je dvoubodova funkce
skupiny GUE. Propojeni bylo rozsiteno podle Hejhala, Rudnicka a Sarnaka, ackoliv tiplny
soulad korela¢nich funkci s teorii ndhodnych matic dosud nebyl prokazéan.
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Teorie ndhodnych matic se stala velmi uzitecnou pro odhady veli¢in v teorii ¢isel, které
byly drive nedosazitelné jakymkoliv zpusobem.

V obdobi 1975-1985 se teorie ndhodnych matic vyvijela velmi rychle a sjednotila se
s teorii neusporadanych systému. Prvni kroky v tomto sméru udélali Edwards a Anderson,
ktefi ve své knize predstavili teorii o spinech. Predpokladali pfirozeny ramec pro oblasti
teoretické formulace Andersonova modelu, ktery byl vefejnosti predstaven az o nékolik let
pozdéji Wegenerem.

vvvvvv

ukazal, ze rozdéleni funkce neuspotradaného systému je dano nelinearnim supersymetrickym
modelem. V této oblasti dvoubodové korelacni funkce se jeho vysledky shoduji s vysledky
ziskanymi od Dysona.

Supersymetrické metody byly velmi plodné. V nasledujicich letech bylo mnoho dalsich
novych vysledku ziskano pomoci takovych metod. Mimo jiné muzeme uvést vysledky para-
metrickych korelaci, kde jsou povazovany za vlastni ¢isla pro ruzné hodnoty externiho
parametru.

V roce 1986 byl hlavni vyvoj experimentalni a slouzil k objeveni univerzalni vodi-
vosti fluktuaci podle Webba a Washburna . Avsak az poté, co to teoreticky predpovedéli
Altshuler, Stone a Lee. Timto objevem zacala nova oblast chaotickych kvantovych tecek.
Ptepravni vlastnosti takovych kvantovych tecek mohou byt popsany jako supersymetricky
nelinearni model. Ve skutecnosti muzeme fici,ze slozené jadro je chaoticka kvantova tecka.

Vsechny teoretické i praktické vyzkumy vedly k propojeni teorie nahodnych matic
s nékolika oblastmi kvantové fyziky: naptiklad QCD na mfizce nebo Seiberg-Wittonovo
feSeni dvoudimenziondlni supersymetrickou kalibracni teorii. Dulezitym vysledkem je Egu-
chi-Kawaiova redukce.

V teorii neusporadanych supravodicu jesté mohou existovat jiné ¢tyfi typy nahodnych
matic, coz umoznuje jasné odlisit dalsi skupiny. Bylo zjisténo Dysonem, ze kazda ze tii
Wigner-Dysnonovych ndhodnych matic odpovida symetrickému prostoru. Zjistilo se, ze
distribuce nejvétsich vlastnich ¢isel v GUE je dana Painlevého rovnicemi. Tento vyvoj
nasel uplatnéni pii feSeni dlouholetych matematickych problému s rozdélenim rostouci
podposloupnosti. Ve skutec¢nosti je vyhledavané rozdéleni stejné jako u nejvétsiho vlast-
niho ¢isla skupiny GUE.
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Brzy si uvédomili, ze podrobné vlastnosti vlastnich ¢isel totiz nezavisi na specifikach
rozdéleni pravdépodobnosti. Jednim z hlavnich davodu pro praci s teorii nahodnych matic
je jiz zminén v praci od Dysona [11], kde tvrdi, Ze pokud je systém dostatecneé slozity, stav
systému jiz neni dulezity. AvSak musime fici, ze trvalo az do poc¢atku osmdesatych let, nez
bylo zjisténo, ze klicem je odpovidajici chaoticky systém.

Ackoliv zde bylo nékolik studii, které se tykaly teorie ndhodnych matic klasického
chaosu, bylo to jednoznacné formulovano az Bohigasem na zakladé numerickych studii
za podminky, ze odpovidajici systém je chaoticky. Tato domnénka byla potvrzena fadou
systému. Uplny dikaz této myslenky stale chybi a znacné mnozstvi analytického chapani
bylo ziskano na zakladé semiklasické analyzy. Teorie nahodnych matic hraje zasadni roli
pri studiu kvantového chaosu.

V tomto kratkém historickém pohledu muzeme vidét, ze teorie nahodnych matic byla
pouzita ve velkém mnozstvi védnich oboru. Jeji rozsah vsak nebyl zdaleka dosud vyc¢erpan,
jak je uvadéno v publikacich z posledni doby. Ty jsou ruznorodé stejné jako aplikace na
financ¢nich korelaci a bezdratové komunikaci.

(15, 16]
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Kapitola 3

Nahodné matice

Teoreticky bychom mohli fici, ze ndhodnou matici rozumime takovou matici, jejiz prvky
jsou tvoteny libovolnymi ndhodnymi velicinami. Tyto veliciny mohou pochéazet z libovol-
ného pravdépodobnostniho rozdéleni.

Prakticky se vSak setkdvame se specidlnimi typy matic. V této praci se nejprve zamérime
na matice, jejichz prvky maji ndhodné veliciny s normovanym normalnim rozdélenim
N(0,1).

V praktickych aplikacich obvykle na matici klademe dalsi pozadavky, naptiklad aby byla
dana matice symetrickd nebo hermitovska.

Jiz. v Kapitole 2 obsahujici historii teorie nahodnych matic jsme uvedli klasifikaci trech
zékladnich typu gaussovskych matic. Jednd se o gaussovské ortogondlni matice (GOE),
gaussovské unitarni matice (GUE) a pasové ndhodné matice (BRME). Tyto tfi typy nahod-
nych gaussovskych matic budeme piresnéji definovat v nasledujici kapitole. Nejprve se vsak
zminime o obecnych maticich s normovanym normalnim rozdélenim N (0,1).

3.1 Obecné gaussovské matice

Definice 11. Necht’ A je ctvercovd matice, jejiz proky jsou ndahodné veli¢iny s normovanym
normdlnim rozdélenim N (0,1), pak matici A nazveme gaussovskou obecnou matict.

Jako ukédzku si muzeme uvést priklad obecné gaussovské matice A a pro nazornost si
zobrazime barevné vykresleni hodnot jejich poli prvki a;;. Vzhledem k charakteru normal-
nitho rozdéleni N(0,1) lze ocekavat, ze simulovand data se budou pohybovat v intervalu
(-3,3) a na obrazku barevné zachytime tyto hodnoty.
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0.18 1.05 0.23  0.60
-0.31 —-0.19 0.44 0.09
-0.13 033 —-0.62 1.73

0.59 —-0.24 027 —-0.61

Obrazek 3.1: Obecna gaussovska matice fadu n = 4

Jak naznacuje i grafické zndzornéni, nemaji obecné gaussovské matice zadnou speci-
fickou strukturu, a proto ani pro jejich vlastni ¢isla, ktera jsou obecné komplexni, nelze
formulovat zadna specialni tvrzeni.

Ukazeme tii obecné gaussovské matice A, B, C a vypiseme jejich vlastni ¢isla a,b, c. Matice
vygenerujeme pomoci prosttedi MATLAB.

-1.51 —-0.26 —0.95 0.01
—-0.45 044 -0.74 -3.03
—-0.16  0.39 —-0.51 —-0.46

028 —-1.25 —-0.32 1.24

a; = 2.86
a9 = -0.65
ag = -0.91
ay = -1.63
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1.35 144 291 —-047
—-1.07 —-1.96 0.83 —0.27

B = 096 —020 1.38 1.10
012 —121 —1.06 —0.28
by = 2.90
by = -0.23 + 1.45i
by = -0.23 - 1.45i
b, = -1.95
054 0.32 358 0.73
oo 1.84 —131 277 —0.06

—-2.26 —-043 —-1.35 0.71
0.86 034 3.03 —-0.21

¢ = 0.06 + 2.34i
¢ = 0.06 - 2.34i
3 = -1.22 + 0.11i
cy = -1.22 - 0.11i

Vidime, ze vlastni ¢isla jsou opravdu obecné komplexni. Matice A méla vSechna vlastni
¢isla redlna, matice B méla 2 vlastni ¢isla realnd, 2 vlastni ¢isla komplexni a matice C'
meéla vSechna svéa vlastni ¢isla komplexni. Pfi podrobnéjsich studiich vsak lze o vlast-
nich ¢islech obecnych matic ziskat zajimavé vlastnosti. Pravé jim se budeme vice vénovat
v Kapitole 4.1.

[16, 17, 18, 19

3.2 Wignerova matice

Pojmem Wignerova matice souhrnné oznacujeme nase tii zédkladni skupiny ndhodnych
matic (gaussosvské ortogondlni matice (GOE), gaussovské unitdrni matice (GUE), ndhodné
pasové matice (BRME)). Nazev dostaly podle Eugena Wignera, ktery se puvodné zabyval
symetrickymi ¢tvercovymi maticemi H,, fadu n, kde diagonélni prvky nabyvaly hodnoty 0
a nediagonalni prvky byly +1 s pravdépodobnosti % Pozdéji si vsak uvédomil, ze hodnoty
vlastnich ¢isel takovych matic budou velmi obecné a zaméril se na specialnéjsi typy matic.

3.2.1 Gaussovské ortogonalni matice

Gaussovské ortogondlni matice, nebo-li GOE (z anglického Gaussian orthogonal en-
semble) jsou prvni ze ti{ zdkladnich skupin ndhodnych matic, patiicich mezi Wignerovy
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matice, kterymi se budeme v nasi praci zabyvat.

Definice 12. Necht’ A je ¢tvercovd matice Tddu n, jejiz proky jsou z normovaného normdl-
niho rozdélent N (0,1). Symetrickd c¢tvercovd matice H, rddu n, tvorend pomoci matice A

A+ AT
n, =44 (3.1)
2
se nazyvd gaussovskd ortogondlni matice (GOE).
Lze snadno ukazat, ze pro prvky h;; této matice plati
1
hij ~ N(O, Uij)7 Uij = 5(1 + (5@'), (32)
1, kdyzi=j,

Vidime tedy, ze diagonalni prvky jsou s normovanym normélnim rozdélenim N (0,1) a mi-
modiagondln{ prvky s rozdélenim N(0,3).

Protoze matice H, je symetrickd a realna, vlastni ¢isla matice GOE jsou realnd. To
vyplyva z Turzend 1b na strané 10.

Dalsi dulezitou vlastnosti matic GOE je invariantnost vici transformaci ortogonalni
matici.

Véta 13. Necht’ H, je matici GOE, pak je tato matice invariantni vici transformaci
ortogondlni matici (), tzn.

H, € GOE = Q"H,Q € GOE (3.4)

Dukaz je zalozen na vyuziti Véty 7:
Nejprve rozepiseme prvek vznikly nasobenim dvou matic

(A-B) = [ >0 airbr; ]

Pfeznaéime si QT H,,Q jako matici M pro jednodussi zépis.
Nyni vyuzijeme vyse uvedené¢ho vztahu a dostaneme vyjadieni pro prvek m;; matice M

mij = Z?:l 22:1 hlrQlier .
Prvek m;; je tedy linearni kombinaci prvku hy,. Protoze podle predpokladi ma h;; normalni

rozdélen{ (hy; ~ N(0,1) a h;; ~ N(0,3)), mé jejich linedrn{ kombinace podle Véty 7 také
normalni rozdéleni.

24



Déle se zamérime na to, jakou md prvek m;; stiedni hodnotu a rozptyl.

E(miy) = E( X2 Xy hr@iGrs ) = 2 0q Dovey QiGrj E(luy) =0

=0
Stredni hodnota je tedy rovna 0.

Pro rozptyl D(m;;) plati
D(my;) = D( > >0y hrqiigry ) = D(h11quiquy +
+hi12G1iG2; + - -
oo hnGning) =

= (Q1z‘Q1j)2 D(h11) +

+ (q1i92;)* D(h12) + ...

coo + (Gni9n;)? D(hpy) =
= (quq;)*- 1 +
+ (quige;)* - % + ...

oo (Gnigng)*1

Nynf jiz lze za pouziti vztahu > qug = 1 ay ., ¢;ig-; = 0 (protoze se jednd o or-

togondlni matici Q) ukdzat, ze pro i = j je rozptyl D(m;;) = 1 a pro i # j je D(my;) = 3.

O

Stejné jako jsme si uvedli priklad u obecnych gaussovskych matic, také zde napiseme
piiklad ndhodné matice H,,, kterd je matici GOE a nazorné zobrazime hodnoty poli prvku
hi;. Grafické znazornéni nam zdurazni symetri¢nost studované matice H,,.

0.54 108 0.66 0.79
1.08 —-1.31 1.17 0.14
0.66 117 —-1.35 1.87
079 014 1.87 —-0.21

H, =
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Obrazek 3.2: Gaussovska ortogonalni matice fadu n = 4

Vlastni ¢isla této gaussovské ortogonélni matice (GOE) jsou opravdu redlna, jak jsme
demonstrovali vypoctem vlastnich ¢isel v prosttedi MATLAB. Vlastni ¢isla jsou:

hy = 2.42
hy = -0.12
hy = -1.41
hy = -3.20

Teorie nahodnych matic je nejcastéji pouzivana pro matice s velkym fadem n, a proto
nasledujici vygenerovana matice bude vétsiho fadu, nez matice predchozi. Pravé na této
matici bude 1épe vidét symetricnost gaussovské ortogonédlni matice (GOE).
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Obrazek 3.3: Gaussovska ortogonalni matice fadu n = 15

[16, 17, 18, 19]

3.2.2 Gaussovské unitarni matice

Gaussovské unitdrni matice, nebo-li GUE (z anglického Gaussian unitary ensemble)
jsou druhou ze ti{ zédkladnich skupin ndhodnych matic. Také GUE patii mezi Wignerovy
matice a nasledujici kapitola je vénovana pravé témto maticim.

Definice 14. Necht’ A je ¢tvercovda matice rddu n, jejiz proky jsou komplexni c¢isla, které
magi redlnou i imagindrni slozku z N (0,1). Hermitovskd ctvercovd matice H,, tddu n,
tvorend pomoci matice A

(A+ Af)
5
kde A" je hermitovsky sdruZend matice ke komplexni matici A, se nazjvd gaussovskd
unitdrni matice (GUE).

H, = (3.5)

Véta 15. Necht’ H, je gaussovskd unitarni matice (GUE), pak jeji diagondlni proky jsou
tvoreny pouze redlnou cdsti.

Dukaz: . R g Rela? .
B — Qi —;— a; _ e(ai;) + iIm(agy) —;— e(ay;) —ilm(al;) ~ Re(ay)

O

O realné casti diagonédlnich prvk muzeme tici, ze jsou z normovaného normélniho rozdéleni
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N(0,1) a jejich imagindrni ¢ésti jsou nulové. Redlnd ¢ast i imagindrni ¢dst mimodiagonél-
nich prvku (zabezpecuji hermiticitu) jsou ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0,3).

Z Tovrzeni 1f na strané 10 vyplyva, ze GUE, jakozto hermitovska matice, ma vSechna
sva vlastni cisla realna.

Véta 16. Necht’ H, je matici skupiny matic GUE, pak je invariantni vici transformaci
unitdarni matici U, tzn.
H,cGUE = U"H,U € GUE (3.6)

Dukaz je obdobny jako dukaz u Véty 13.

Také zde si uvedeme piiklad matice H,, splnujici nadefinované podminky pro jeji prvky
tak, abychom ji mohli nazyvat matici GUE.

—0.12 1.08 +0.57  0.95+1.42; 0.86 — 1.15¢

I 1.08 — 0.57: —1.21 0.88 —-0.81c 0.42+0.847

" 0.95—-142: 0.88+ 0.81: 0.73 0.29 — 0.24¢
0.86 +1.15¢  0.42+0.84¢  0.29 + 0.24¢ —-1.15

Obrazek 3.4: Realné ¢asti prvku gaussovské unitarni matice fadu n = 4
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Obrazek 3.5: Imaginarni ¢asti prvku gaussovské unitarni matice fadu n = 4

Vlastni ¢isla této gaussovské unitarni matice (GUE) jsou opravdu redlné, jak 1ze demon-
strovat vypoctem téchto vlastnich cisel:

hy = 2.74
hy = 0.21
hs = -1.23
hy = -3.48
[16, 17, 18, 19]

3.2.3 Pasové ndhodné matice

Posledni skupinou ze tii zakladnich typu nahodnych matic s normovanym normélnim
rozdélenim N(0,1), kterou se budeme v této praci zabyvat, jsou pasové nahodné matice,
nebo-li BRME (z anglického Band random matrix ensemble).

Definice 17. Necht’ A je c¢tvercova symetrickd matice 7ddu n, jejiz nenulové prvky maji
rozdeleni stejné jako matice GOE a pro jeji nulové prvky plati

a;; =0 |t —j| > b, pricemz1 < b <n, (3.7)
pak takovou matici A nazveme pdsovou ndhodnou matici (BRME).

Diagondlni prvky matice A jsou z normovaného normalniho rozdéleni N(0,1) a mi-
modiagonalni nenulové prvky jsou z rozdéleni N (0,%).
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Protoze matice A je symetrickd a realna, vlastni ¢isla matice BRME jsou realna. To
vyplyva z Turzend 1b na strané 10.

Ukéazeme si priklad pasové nahodné matice A a opét zobrazime barevné rozliseni hod-
not poli prvku a;;. Z obrézku vidime, ze nulovy trojuhelnik se opravdu nachézi v pravém
hornim a levém dolnim rohu matice A.

—-0.12  1.08 0 0
1.08 —-1.21  0.88 0
0 088 0.73 0.29
0 0 029 —1.15

A:

Obrézek 3.6: Pasova ndhodnd matice fddu n = 4 s polositkou pasu b = 2

Také u této ukazkové pasové matice jsme spocitali vlastni ¢isla. Vysledky opét demon-
struji znamé tvrzeni, ze jsou vlastni ¢isla realna:

hi = 1.24
he = 0.27
hs =-1.18
hy =-2.09

Zkusime si vytvorit vétsi pasovou matici tadu n = 15 s polositkou pasu b = 2, abychom
lépe vidéli pas nul.
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Obrazek 3.7: Pasova ndhodnd matice tdadu n = 15 s polositkou pasu b = 2

[16, 17, 18, 19]
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Kapitola 4

Vlastnosti gaussovskych matic

Vime, ze prvky ndhodnych matic jsou ndhodna cisla, vlastni ¢isla takovych matic jsou
také nahodné veliciny a ma smysl zaobirat se tim, jaké je jejich rozdéleni. V této kapitole
se budeme vénovat pravé vlastnim ¢islum ndhodnych matic a zaméfime se na pomér real-
nych vlastnich ¢isel ke vsem vlastnim ¢islum u obecnych gaussovskych matic. Teoretické
poznatky porovname s vysledky simulaci. Déale se v této kapitole soustiedime na charak-
ter rozdéleni vlastnich ¢isel obecnych gaussovskych matic a formujeme zde tzv. Girkuv
kruhovy zdkon. V posledni ¢asti této kapitoly se budeme vénovat rozdéleni vlastnich ¢isel
matic GOE a GUE a rozdéleni vzdalenosti vlastnich ¢isel téchto matic.

4.1 Pocet redlnych vlastnich ¢isel obecné gaussovské
matice

Jak jsme se jiz v tvodu zminili, bude nés nejprve zajimat pocet redlnych vlastnich
¢isel ndhodnych matic, a proto si zde nyni vyslovime ptredpoklad tykajici se pravé poctu
realnych vlastnich ¢isel a zkusime si jej demonstrovat na konkrétnich nahodnych maticich.
Budeme nyni uvazovat pouze ndhodné matice s prvky s normovanym normalnim rozdélenim

N(0,1).

Této problematice je vénovan clanek [20], kde je ukdzan nésledujici vztah pro pocet vlast-
nich realnych ¢isel.
Véta 18. Necht’ E, je ocekavany pocet redalnych vlastnich cisel obecné gaussovské matice
A tddu n, pak plati

. E, |2

v

Pro n — oo muzeme E, vyjadrit ve tvaru
[2n 3 3 27 499 1 1
E,=4{//—1——— O — —.
s ( 8n  128n? * 1024n3 + 32768n* + <n5)> * 2
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Pro zajimavost zde uvedeme pocet ocekavanych redlnych vlastnich ¢isel obecné gaussov-
ské matice pro ruzné rady n a pozdéji se k této tabulce vratime, abychom se presvédcili,
zda naSe simulace odpovidaji témto teoretickym vztahum.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 30 50

1.00 | 1.41 | 1.71 | 1.95 | 2.15 | 2.33 | 2.50 | 2.65 | 2.79 | 2.93 | 4.82 | 6.10

1.00 { 0.71 | 0.57 | 0.49 | 0.43 | 0.39 | 0.36 | 0.33 | 0.31 | 0.29 | 0.16 | 0.12

] o

Tabulka 1: Ocekavany pocet realnych vlastnich ¢éisel

Pro lepsi pochopeni toho, jaky charakter maji vlastni ¢isla, jsme si vytvorili simulaci
v prostfedi MATLAB, kterda nam bude postupné pocitat vlastni ¢isla ¢tvercovych matic
s tadem n = 1, 2, 4, 7, 10, 30 a 50. VypiSe se pomér realnych vlastnich cisel ke vSem
vlastnim ¢isluim. V rameci simulace bylo postupné generovano k£ = 10, 100, 200 a 500 matic
s danym fadem n. Program spoc¢te prumeér a smérodatnou odchylku pomeéru poctu vlast-
nich ¢isel jednotlivych matic (viz tabulky uvedené nize).
Tabulka 2 nam predstavuje prumér a Tabulka 3 ukazuje smérodatné odchylky poméru
realnych vlastnich cisel ke vSem vlastnim ¢islum vygenerovanych obecnych gaussovskych
matic fadu n.

ni 1 2 4 7 10 30 50

k

10 1.00 | 0.66 | 0.52 | 0.40 | 0.26 | 0.16 | 0.12
100 1.00 { 0.69 | 0.48 | 0.35 | 0.30 | 0.16 | 0.12
200 1.00 | 0.72 | 0.50 | 0.36 | 0.30 | 0.16 | 0.13
500 1.00 { 0.72 | 0.50 | 0.37 | 0.29 | 0.16 | 0.12

Tabulka 2: Pruméry poméru poctu redlnych a vSech vlastnich cisel

Vidime, ze Tabulka 1 s otekdvanym poctem realnych vlastnich cisel se shoduje s vysledky
nasi simulace, které jsou zaznamenany v Tabulace 2.
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1 2 4 7 10 | 30 | 30

k
10 0.00 { 0.49 | 0.20 | 0.16 | 0.14 | 0.06 | 0.03
100 0.00 | 0.46 | 0.27 | 0.17 | 0.13 | 0.06 | 0.04
200 0.00 | 0.45 | 0.26 | 0.18 | 0.13 | 0.06 | 0.04
500 0.00 | 0.44 | 0.26 | 0.17 | 0.13 | 0.05 | 0.04

Tabulka 3: Smérodatné odchylky poméru poctu redlnych a vSech vlastnich ¢isel

Obréazek 4.1: Poméry redlnych vlastnich ¢isel zavisejicich na fadu matice n, pro £ = 10

Obrazek 4.2: Pomeéry realnych vlastnich ¢isel zdvisejicich na fadu matice n, pro k = 100
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Obréazek 4.3: Poméry realnych vlastnich ¢isel zavisejicich na fadu matice n, pro k = 200

7 obrazku snadno vypozorujeme, ze se smérodatné odchylky, se zvysujicim se Ffadem
matic, zmensuji.

Pro zajimavost uvedeme jesté dobu délky vypoctu pomeéru realnych vlastnich ¢isel vzhle-
dem ke vsem vlastnim ¢islum pro ruzny pocet gaussovskych matic.

k 10 100 | 200 500
cas[sec| | 1.133 | 2.787 | 4.627 | 9.253

Tabulka 4: Cas potfebny k vypocétu simulace pro ruzny pocet matic

4.2 Hustota pravdépodobnosti vlastnich cisel

V teorii ndhodnych matic je hustoté pravdépodobnosti vlastnich ¢isel vénovana velka
pozornost. Je dulezitou soucasti teoretickych poznatki a je popisovéana predevsim pomoci
dvou zdkonu. Jsou jimi Girkuv kruhovy zakon a Wigneruv polokruhovy zdkon. V této casti
prace je oba zformulujeme a pomoci prostredi MATLAB demonstrujeme simulace pro nami
zvolené gaussovské matice velkych radu n.

4.2.1 Girkuav kruhovy zakon

Nejprve budeme brat v ivahu obecné gaussovské matice fadu n, jejichz vlastni ¢isla
jsou popsana pomoci Girkova kruhového zikonu.

Definice 19. Necht’ A je ¢tvercovd matice Fadu n s vlastnim cislem A € C, pak ndhodnou
velicinu

A= %\/5 (4.1)

nazyvame normalizované vlastni ¢islo.
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Protoze se v této praci zabyvame ¢tvercovymi maticemi fadu n, tak muzeme fici, ze
kazda nase ndhodna matice bude mit nanejvys n ruznych vlastnich ¢isel.

Véta 20. (Girkuv kruhovy zdakon) Necht’ A jsou normalizovand vlastni éisla obecné gaussov-
ské matice 7adu n. Pro n — oo jsou rozptylena rovnomérné v jednotkovém kruhu se stre-
dem v pocatku komplexni roviny. Hustota pravdépodobnosti normalizovanych vlastnich cisel
obecnyjch gaussovskych matic je dana vztahem

F) = ~001- | A]), (12)

kde | \ | predstavuje absolutni hodnotu mazimdlniho normalizovaného vlastniho ¢isla obecné
gaussovské matice A a 0 je jednorozmérnou nespojitou Heavisideovou funkci uréenou pred-
pisem

0, prox <0,

0(z) = (4.3)

1, proz > 0.

Diikaz uvedeného tvrzeni najdeme napiiklad v [21].

V prostredi MATLAB si demonstrujeme Girkuv kruhovy zakon pro obecnou gaussovskou
matici radu n = 300.

05

.+
R
N

3
.
.
.
4

.

05

Obrazek 4.4: Girkuv kruhovy zdkon pro obecnou gaussovskou matici fadu n = 300

Husteéjsi vykresleni vlastnich ¢isel obecné gaussovské matice dostavame pro matici
vysstho tadu, napt. pro n = 1000 nebo pro n = 3000.
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Obrazek 4.6: Girkuv kruhovy zakon pro obecnou gaussovskou matici fadu n = 3000

n 300 | 1000 | 3000
cas [sec] | 2.688 | 7.948 | 70.847

Tabulka 5: Cas potfebny k vypoctu jednotlivych simulaci

Dalsi simulace v prostiredi MATLAB jsou zaméreny na analyzu toho, kolik procent
vlastnich ¢isel lezi mimo jednotkovy kruh. Vzhledem k tomu, ze Girkuv kruhovy zakon,
formulovany ve Vété 20, plati limitné, 1ze ocekavat, ze pro vétsi hodnoty n se bude pocet
vlastnich ¢isel lezicich mimo jednotkovy kruh zmensovat. V tabulkach uvedenych nize si
muzeme vsimnout, ze se zvysSujicim se fadem matice n se opravdu snizuje procento vlast-
nich ¢isel, které lezi mimo jednotkovy kruh. To je zapti¢inéno pravé tim, ze Girkav kruhovy
zakon plati pouze limitné pro n — oo.
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Volili jsme tad matice n = 2, 4, 10, 100, 200, 500, 800 a 1000. Poznamenejme, zZe jsme
pro porovnani vysledku spustili simulaci pro stejny pocet vlastnich ¢isel (10 000) u kazdé
matice s radem n.

n 2 4 10 | 100 | 200 | 500 | 800 | 1000
% 1237183114 |36 | 25|19 | 12| 1.1

Tabulka 6: Pocet procent vlastnich ¢isel lezicich mimo jednotkovy kruh
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Obrézek 4.7: Zavislost poc¢tu procent vlastnich ¢isel mimo jednotkovy kruh na radu matice n

4.2.2 Wigneruv polokruhovy zakon

Nyni se dostavame k maticim symetrickym a budeme uvazovat ¢tvercové matice ze sku-
piny matic GOE ¢i GUE. Hermiticita (resp. symetri¢nost) matice ndm zarucuje, ze vlastni
¢isla budou redlna. To vyplyva z Twrzeni 1b a Tvrzeni 1f na strané 10.

Véta 21. (Wigneruv polokruhovyj zdkon I) Necht’ A je ¢tvercovd symetrickd matice velkého
radun ze skupiny matic GOE ¢i GUE, pak pro hustotu pravdépodobnoti vlastnich c¢isel plati

F\) = ﬁe (2\/5— | %ﬂ 1) \/4n - (%ﬂf (4.4)

1
lim f(\) = %\/4 — A2, pro | A< 2, (4.5)

n—o0

kde n je rozmeér matice.
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Diukaz této véty muzeme nalézt napiiklad v [22].

NiZe si demonstrujeme, ze vztah (4.5) zobrazuje tvar polokruznice pro vlastni ¢isla sy-
metrickych nahodnych matic. Vezmeme si matice fadu n = 5, 100, 1000 a 5000 spliujici
zadané predpoklady postupné pro matice GOE a GUE.

Simulaci jsme upravili tak, aby byl vzdy vykresleny stejny pocet vlastnich ¢isel (10 000)
a ménili jsme pouze fad matice n. Zacnéme tedy se simulaci pro gaussovskou ortogonalni

matici (GOE).

Obrazek 4.8: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici GOE tadu n = 5

0.4

Obrazek 4.9: Wigneruv polokruhovy zédkon pro matici GOE tadu n = 100
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Obrazek 4.10: Wigneruv polokruhovy zdkon pro matici GOE fadu n = 1000

Obrazek 4.11: Wigneruv polokruhovy zdkon pro matici GOE fadu n = 5000

n ) 100 1000 5000
¢as [sec] | 0.342 | 0.485 | 17.115 | 123.763

Tabulka 7: Cas potfebny k vypoctu jednotlivych simulaci
Vidime, ze Wignertuv polokruhovy zdkon opravdu zobrazuje vlastni ¢isla ¢tvercovych

symetrickych matic do tvaru polokruznice a se zvysujicim se fddem matice n, se vice pri-
blizuje k pozadovanému tvaru.

Nyni provedeme tu samou simulaci, s tim rozdilem, Ze pouzijeme gaussovskou unitarni

matici (GUE).
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0.3

0.3

Obrazek 4.12: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici GUE radu n = 5

Obrazek 4.13: Wigneruv polokruhovy zdkon pro matici GUE fadu n = 100

Obréazek 4.14: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici GUE tadu n = 1000
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0.2

Obréazek 4.15: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici GUE fadu n = 5000

n 5 100 1000 5000
cas [sec] | 0.589 | 0.830 | 23.357 | 450.577

Tabulka 8: Cas potfebny k vypoctu jednotlivych simulaci

Také u tohoto typu nahodné matice vidime, ze se zvySujicim se fadem n se priblizujeme
pozadovanému tvaru.

Abychom vyzkouseli vSechny skupiny ndhodnych matic s prvky normovanym normél-
nim rozdélenim N (0,1), o kterych se v této praci zminujeme, musime se zaméfit na formu-
laci Wignerova polokruhového zédkonu pro matice ze skupiny pasovych nahodnych matic
(BRME).

Veéta 22. (Wigneruv polokruhovy zdkon II) Necht’” A je matici ze skupiny matic BRME,
pak hustota pravdépodobnosti vliastnich cisel, popsanda Wignerovym zakonem, ma tvar

e N (46)
kde 1
= g(Qn —b+1). (4.7)

Dukaz véty je uveden napiiklad v [22].

Také pro tento piipad jsme provedli fadu simulaci, které nam demonstruji chovani
vlastnich ¢isel BRME pro ruzné tady matic.
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0.3

0.3

Obrazek 4.16: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici BRME rfadu n = 5

Obrazek 4.17: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici BRME tadu n = 100

Obréazek 4.18: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici BRME tadu n = 1000
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0.2

Obrazek 4.19: Wigneruv polokruhovy zakon pro matici BRME tadu n = 5000

n ) 100 1000 5000
cas [sec] | 0.355 | 0.521 | 18.210 | 112.864

Tabulka 9: Cas potfebny k vypocétu jednotlivych simulaci

Nazorné jsme demonstrovali, ze hustota pravdépodobnosti vlastnich ¢isel matice ze sku-
piny pasovych ndhodnych matic BRME spliiuje tvar polokruznice stejné jako v pripadé
pro ndhodné matice ze skupiny gaussovskych ortogondlnich matic GOE ¢i gaussovskych
unitarnich matic GUE.

[16, 18, 19]

4.3 Hustota pravdépodobnosti vzdalenosti vlastnich
Cisel

Vime, ze vlastni ¢isla matic skupin GOE, GUE ¢i BRME jsou redlna, a lze je tedy

usporadat dle velikosti. Rozdil po sobé jdoucich vlastnich ¢éisel je opét ndhodné velicina.

V nésledujici kapitole se budeme zaobirat myslenkou, jak vypada hustota pravdépodobnosti
rozdéleni této vzdalenosti.

Poznamenejme nyni, ze skutecnd podoba vztahu hustoty pravdépodonosti nebyla prozatim
analyticky nalezena, a proto se vyuzivaji ruzné aproximace, které jsou vice ¢i méné presné.

Nejznameéjsi a v praxi nejvic pouzivanou aproximaci je Izrailevova formule.

Véta 23. (Izrailevova formule) Necht’ A je Wignerova matice, pak aprozimace hustoty
pravdépodobnosti rozdéleni vzddlenosti vliastnich cisel matice A md tvar

Tr\B —px22_ p_pxy,
f(r)z&(r)A(;) e 15 BT (4.8)
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Parametry A a B jsou normalizacni konstanty Izrailevovy formule, které nam zajist'uji,
aby vztah byl hustotou pravdépodobnosti a aby stiedni hodnota vzdalenosti vlastnich
¢isel byla rovna jedné. Parametr § charakterizuje strukturu matice a lze ukazat, ze pro
Wignerovy matice jsou hodnoty parametru 3 definované takto
£ =1 pro skupinu GOE,

B = 2 pro skupinu GUE,
B € (0,1) pro skupinu matic BRME a pro velkd n a b plati vztah

1,4b%
g=—"
n+ 1,40

Tato véta je dokdzana napiiklad v [23].

Stejné jako u predeslych dvou vlastnosti, tak i zde uvedeme obrazky s vykreslenou hus-
totu pravdépodobnosti pro nahodné matice skupin GOE, GUE i BRME. Budeme pouzivat
rad matice n = 50, 300, 1000 a 3000.

Demonstrujeme si tedy také tuhle vlastnost v prostredi MATLAB. Za¢néme s gaussovskou
ortogonalni matici GOE.

L I
0.4 0s 0.6 07

Obrézek 4.20: Izrailevova formule pro matici GOE fadu n = 50
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Obrazek 4.21: Izrailevova formule pro matici GOE tadu n = 300
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Obrazek 4.22: Izrailevova formule pro matici GOE tadu n = 1000

GO0 T T T T T

S00F B

n L L L
0.01 0.ms 0.0z 0.025 0.03

Obrazek 4.23: Izrailevova formule pro matici GOE radu n = 3000
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Jako dal§i skupinu nahodnych matic pouzijeme gaussovské unitarni matice GUE a vez-
meme opét v uvahu rady matic n = 50, 300, 1000 a 3000.

Obrazek 4.24: Izrailevova formule pro matici GUE fadu n = 50

B0

L n n
0 0.02 0.04 0.06 0.0s 0.1 0.12 0.14

Obrazek 4.25: Izrailevova formule pro matici GUE tadu n = 300
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Obrézek 4.26: Izrailevova formule pro matici GUE radu n = 1000

600

-—

" L
0 0.005 0.m 0.015 0.0z 0.025

Obréazek 4.27: Izrailevova formule pro matici GUE tadu n = 3000

Posledni skupinou ze skupiny ndhodnych matic jsou ndhodné pasové matice BRME.

Také u této matice znazornime Izrailevovu formuli pro nahodné matice fadu n = 50, 300,
1000 a 3000.
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Obrazek 4.28: Izrailevova formule pro matici BRME fadu n = 50

mn

\ " L I
0.08 0.08 0.1 012 0.14

Obréazek 4.29: Izrailevova formule pro matici BRME tadu n = 300

250

L L L
0.03 0.04 0.0s 0.06

Obréazek 4.30: Izrailevova formule pro matici BRME tadu n = 1000
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Obrazek 4.31: Izrailevova formule pro matici BRME fadu n = 3000

n > 300 1000 3000
typ matice
GOE 0.272 | 1.487 | 7.416 | 59.365
GUE 0.385 | 3.135 | 22.519 | 121.325
BRME 0.261 | 1.125 | 6.947 | 56.597

Tabulka 10: Casy v [sec] potfebné k vypoétu jednotlivych simulac

Pripomenme, Ze Izrailevuv vztah je pouze vhodnou aproximaci skuteéné hustoty pravde-
podobnosti vzdalenosti vlastnich ¢isel. Jak jsme jiz zminili, mtizeme nalézt mnoho dalsich
aproximaci této hustoty pravdépodobnosti. Pro uplnost uvedeme dalsi dvé aproximace,
které se vyuzivaji misto Izrailevovy formule:

Wignerova domnénka (1958):

fwria(r) =0 (r) ArPeBr’

Izrailev - Casati - Molinariho rozdéleni (1991):

_ 7\_27“2 1
From(r) = 0 (r) Ar® (1 + BBr)®® i _ %W (1 1 5) N

kde g (8) = 4 (—18) - 0,16874.

Pro zajimavost poznamenejme, ze Izrailevova formule vznikla v roce 1988.

[16, 18, 19]
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Kapitola 5

Vlastnosti negaussovskych
nahodnych matic

V nasledujici kapitole se budeme zabyvat myslenkou, zda vlastnosti vlastnich ¢isel uve-
denych v Kapitole 4 (Vlastnosti gaussovskych matic) plati také pro ndhodné ¢tvercové
matice s prvky s jinym rozdélenim, nez maji matice, jejichz prvky jsou nahodné veli¢iny
s normovanym normélnim rozdélenim N (0,1).

Vzhledem k tomu, Ze nejsou v této oblasti zatim znamé zadné analytické vysledky,
pokusime se ziskat odpovédi pouze pomoci simulaci provedenych v prosttedi MATLAB
a to na maticich s ndhodnymi veli¢inami spojitého typu.

Pro uplnost si zde vypiseme pravdépodobnostni rozdéleni, se kterymi budeme simulovat
vlastnosti vlastnich ¢isel ndhodnych ¢tvercovych matic. Blize jsme je rozepsali v Kapitole 1
na strané 14-15.

Gama rozdéleni
Exponenciélni rozdéleni

Spojité rovnomeérné rozdélent
2, 4, 19]

5.1 Girktav kruhovy zakon

Zacnéme s testovanim Girkova kruhového zakonu a nazorné si jej demonstrujme na vlast-
nich ¢islech ndhodnych ¢tvercovych matic velkého tadu n.
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V prvni simulaci pouzijeme gama rozdéleni s ruznymi hodnotami parametru « a 3.

7 vysledku simulace je patrné, ze polomeér kruhu, ve kterém se nachézi normalizovana
vlastni ¢isla ndhodné matice neni vzdy roven jedné. Jednoduse vypozorujeme, Ze vse zalezi
na parametrech « a . Polomér kruznice je dan vztahem

p=+ap?*=ap=VDX, (5.1)

coz je smérodatna odchylka prvkia nahodné matice.
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Obrazek 5.2: Girkuv kruhovy zakon ndhodné matice s gama rozdélenim, a = 4,5 =1
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05

Obrazek 5.3: Girkuv kruhovy zadkon ndhodné matice s gama rozdélenim, o = 0.04, 5 = 3

Ve druhé simulaci budeme pouzivat exponencialni rozdéleni a zvolime opét ruzné
hodnoty parametru §. Jak vime, rozptyl prvka matice je dany

DX = 6%, (5.2)

a proto polomér kruhu, ve kterém jsou vykreslena normalizovana vlastni ¢isla ndhodné
matice s prvky s exponencialnim rozdélenim bude

p=VDX =V§2 =4 (5.3)

0s

0.5

Obrazek 5.4: Girkuv kruhovy zakon nahodné matice s exponencialnim rozdélenim, 6 = 1,
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Obrazek 5.6: Girkuv kruhovy zakon ndhodné matice s exponencalnim rozdélenim, § = 0.5

Jako posledni simulaci pro Girkuv kruhovy zdkon zvolime nahodné matice s prvky
se spojitym rovnomérnym rozdélenim a pouzijeme ruzné hodnoty parametru a a b.
Rozptyl prvka matice je dan vztahem

(b—a)*

DX = :
12

(5.4)

a tudiz polomér kruhu, ve kterém jsou normalizovana vlastni ¢isla matice vykreslena, je

(b—a)* (b—a)
p=VDX = 5 v (5.5)
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Obrézek 5.7: Girkuv kruhovy zakon ndhodné matice se spojitym rovnomérnym rozdélenim,

18}

0.5

a=1,b=5

Obrazek 5.8: Girkuv kruhovy zdkon nahodné matice se spojitym rovnomérnym rozdélenim,

0s

0.5

a=1,b=0

Obrazek 5.9: Girktuv kruhovy zédkon nahodné matice se spojitym rovnomérnym rozdélenim,
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Demonstrovali jsme Girkuv kruhovy zakon na ¢tvercovych ndhodnych maticich s prvky
s ruznym rozdélenim pravdépodobnosti. Zjistili jsme, ze polomér kruhu, ve kterém se
nachézeji normalizovand vlastni ¢isla matice, odpovidd smérodatné odchylce.
Poznamenejme, ze v simulacich jsme pouzivali nahodné ¢tvercové matice radu n = 1000.

Diky pozorovani ruznych simulaci jsme schopni vyslovit domnénku, kterd ndm pred-
stavuje zobecnéni zdkona o vlastnich ¢islech nahodnych ¢tvercovych matic.

Véta 24. (Zobecnény Girkuv kruhovy zdkon) Necht’ A je ¢tvercovd ndhodnd matice radu n
s prvky z libovolného spojitého rozdélend s existujicim a koneénygm rozptylem prvku DX, pak
pro n — 00 jsou normalizovand vlastni ¢isla matice A rovnomeérné rozptylena v kruhu se
stredem v pocatku komplexni roviny. Polomér dané kruznice odpovidd hodnote p = DX.

5.2 Wigneruv polokruhovy zakon

Budeme pokracovat v simulacich vlastnosti vlastnich ¢isel ¢tvercovych ndhodnych matic
fadu n a demonstrujeme si Wigneruv polokruhovy zakon pomoci prostredi MATLAB.
Simulace budeme provadét stejnym zpusobem jako u predeslého Girkova kruhového zakonu.
Zobrazime si vysledky testu a uvedeme hodnoty parametru pro jednotlivd pravdépodob-
nostni rozdéleni. Také nyni budeme testovat matice, jejichz prvky jsou ndhodné veli¢iny
s jinym nez s normovanym normalnim rozdélenim N (0,1).

Pokud zvolime parametry tak, aby rozptyl prvka DX byl roven jedné, pozadovany tvar
Wignerova polokruhového zakonu bude zachovan. To se budeme snazit v téchto simulacich
splnit a z obrazku bude patrné, ze lze ocekavat, ze Wigneruv polokruhovy zakon plati
i pro matice s prvky s jinym rozdélenim pravdépodobnosti.

Z pozorovani nékolika simulaci jsme zjistili, Ze v piipadé vyssiho rozptylu DX (resp.
nizstho), bude také vyssi rozptyl vlastnich ¢isel (resp. nizsi). To se dd vysvétlit tim, ze neni
splnéna predpovéd’ o maximalni hodnoté vlastniho ¢isla, pokud je rozptyl roven hodnoté
vyssi (resp. nizsi) nez jedna.

Prvni simulaci provedeme s pouzitim spojitého rovnomérného rozdéleni a opét
se presvédéime, zZe je naSe domnénka o Wignerové polokruhovém zédkonu spravna. Poz-
namenejme, ze budeme brat rad matice n = 100 a 500.
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Obrazek 5.10: Wigneruv
rozdélenim, n = 100

Obrézek 5.11: Wigneruv polokruhovy zdkon pro matice se spojitym rovnomérnym
rozdélenim, n = 500

Ve druhé simulaci pouzijeme rozdéleni exponencialni s parametrem d = 1 a pokusime
se oveérit nasi domnénku také pro matice s prvky s pravé takovym rozdélenim.
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Obréazek 5.12: Wigneruv polokruhovy zakon pro matice s exponencidlnim rozdélenim,
n = 100
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Obréazek 5.13: Wigneruv polokruhovy zakon pro matice s exponencidlnim rozdélenim,
n = 500

Z obréazku je ziejmé, ze vétsina vlastnich ¢isel matice s prvky s exponencidlnim rozdélenim
splinuje Wigneruv polokruhovy zakon, ale nékterd vlastni ¢isla se vyskytuji mimo polokruznici.
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Pomoci numerickych testiu v prostitedi MATLAB jsme si demonstrovali, ze Wigneruv
polokruhovy zédkon plati alespon pro vétsinu vlastnich ¢isel symetrickych ¢tvercovych nahod-
nych matic fadu n s ndhodnymi veli¢inami i jiného rozdéleni, nez bylo normované normalni
rozdéleni N(0,1). Podminkou je, ze musime zachovat jednotkovy rozptyl prvku DX.

Zkusime si tedy zobecnit Wigneruv polokruhovy zdkon pro symetrické c¢tvercové matice
radu n.

Véta 25. (Zobecnény Wigneruv polokruhovy zdkon) Necht’” A je symetrickd ctvercovd
matice 7adu n, jejiz proky jsou s libovolnym rozdélenim pravdépodobnosti, pricemz rozptyl
proku DX = 1, pak hustota pravdépodobnosti vlastnich c¢isel je popsana pomoci Wignerova
polokruhového zdakonu.

5.3 Izrailevova formule

Posledni simulaci v této praci je vykresleni Izrailevovy formule pro negaussovské matice.
Pouzijeme spojité rovnomeérné rozdéleni a exponencidlni rozdéleni stejné jako v predeslych
pripadech.

Pokud se zamyslime nad hustotou pravdépodobnosti vzdalenosti vlastnich ¢isel ndhod-
nych matic, uvédomime si, ze zavisi na jejich rozdéleni. Muzeme tedy predpokladat, ze
Izrailevova formule bude platit, pokud bude zachovan jednotkovy rozptyl prvku.

Jako prvni si demonstrujeme Izrailevovu formuli pro matice s prvky se spojitym
rovnomérnym rozdélenim pro ndhodnou matici s fadem n = 5, 10 a 20.

Obrazek 5.14: Izrailevova formule pro matice se spojitym rovnomérnym rozdélenim, n = 5
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Obrézek 5.16: Izrailevova formule pro matice se spojitym rovhomérnym rozdélenim, n = 20

V posledni simulaci pouzijeme exponencialni rozdéleni pro prvky nahodnych matic
s fddem n = 5, 10 a 20. Prilozime opét obrazky a zjistime, Ze tvar Izrailevovy formule je
také témeér totozny s obrazky Izrailevovy formule pro matice gaussovké.
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Obrazek 5.19: Izrailevova formule pro matice s exponencialnim rozdélenim, n = 20
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Pokusime se zobecnit Izrailevovu formuli pro ¢tvercovou matici fadu n s libovolnym
pravdépodobnostnim rozdélenim.

Véta 26. (Zobecnéni Izrailevovy formule) Necht’ A je étvercovd ndhodnd matice Tadu n
s proky s libovolnym rozdélenim pravdépodobnosti, pricemz rozptyl prvku DX = 1. Pak je

hustota pravdépodobnosti vzddlenosti vlastnich ¢isel matice A popsdna pomoci Izrailevovy
formule.

62



Z.aver

Prvni kapitola této prace je vénovana zdkladnim pojmum tykajicich se matic, vlastnim
¢islum a ndhodnym velicindm. V dals{ ¢asti jsme se vénovali gaussovskym maticim (obecné
gaussovské matice, gaussovské ortogondlni matice GOE, gaussovské unitarni matice GUE
a nahodné pasové matice BRME), vlastnostem vlastnich ¢isel a vzdalenosti redlnych vlast-
nich ¢isel. V této kapitole jsme formulovali Girkuv kruhovy zakon, Wigneruv polokruhovy
zakon a Izrailevovu formuli. Posledni ¢ast je vénovana maticim negaussovskym a v prostiedi
MATLAB jsme demonstrovali vyse zminované zékony také pro tyto matice.

Z vysledku simulaci 1ze usuzovat, ze zdkony a tvrzeni tykajici se vlastnich ¢isel nahod-
nych matic muzeme zobecnit pro ndhodné matice s prvky s jinym nez s normovanym nor-
mélnim rozdélenim N (0,1). Simulace byly provedeny se zékladnimi typy spojitych rozdélent,
ale muzeme tvrdit, ze zakony budou platit pro libovolné rozdéleni. Bylo by vSak samoziej-
mé nutné provést dalsi simulace, numerické testy a nastinit analytické diukazy, abychom
nasi domnénku mohli s jistotou potvrdit.
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