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Katedra matematiky
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Abstrakt:

Hlavńım tématem této bakalářské práce je zkoumáńı spektrálńıch vlastnost́ı náhodných
matic. Budou zde předevš́ım zkoumány dva zákony, které se týkaj́ı vlastńıch č́ısel náhod-
ných matic s prvky s normovaným normálńım rozděleńım (ř́ıkáme jim gaussovské matice).
Prvńım z výše zmiňovaných zákon̊u je Girk̊uv kruhový zákon, který nám ř́ıká, že normali-
zovaná vlastńı č́ısla gaussovských matic jsou rovnoměrně rozptýlena v jednotkovém kruhu
se středem v počátku komplexńı roviny. Druhý zmiňovaný zákon se nazývá Wigner̊uv
polokruhový zákon. Název polokruhový je odvozen od tvaru hustoty pravděpodobnosti,
který představuje rovnici polokružnice. Daľśı zmiňovanou veličinou je vzdálenost vlast-
ńıch č́ısel, jej́ıž hustota pravděpodobnosti je popsána pomoćı Izrailevovy formule. V této
práci jsme se dále zaměřili na zobecněńı těchto zákon̊u pro matice s prvky s libovolným
rozděleńım. Simulace zmı́něných zákon̊u jsme demonstrovali pomoćı prostřed́ı MATLAB
a vypozorovali jsme některé zaj́ımavé vlastnosti.

Abstract:

The main topic of this bachelor’s thesis is to study the spectral properties of random
matrices. Two laws concerning eigenvalues of random matrices with elements with standard
normal distribution (we call them Gaussian matrix) were investigated. The first of the
above-mentioned laws is Girk’s circular law, which states that the normalized eigenvalues
of Gaussian matrices are dispersed uniformly in the unit circle centered at the origin of
the complex plane. The next law is called the Wigner semicircular law. This semi-circular
shape is derived from the probability density function which corresponds to the equation
of semicircle. Another mentioned quantity is the distance of eigenvalues, whose probability
density function is described by the formula Izrailev. In this study, we have also focused on
the generalization of these laws for the matrix with elements with an arbitrary distribution.
Simulations of these laws were are demonstrated using MATLAB and we have observed
some interesting features.



Úvod

O teorii náhodných matic se poprvé objevuj́ı zmı́nky od roku 1928, avšak neńı jim
věnována př́ılǐs velká pozornost. Hlavńım d̊uvodem je neexistence výkonných poč́ıtač̊u,
umožňuj́ıćıch matice velkých řád̊u studovat. Tato teorie se intenzivněji začala vyv́ıjet v roce
1955, kdy se Eugen Wigner, jeden ze zakladatel̊u a pr̊ukopńık̊u této teorie, snažil popsat
energetické stavy vysoce excitovaných jader těžkých prvk̊u. Pro popis energetických stav̊u
se použ́ıvá operátor energie, tzv. Hamiltonián. V roce 1955 bylo zjǐstěno, že vlastńı hodnoty
Hamiltoniánu mohou být aproximovány pomoćı vlastńıch č́ısel náhodných matic.

Začátkem 60. let Wignerovi kolegové, Freeman Dyson, Madan Lal Mehta a daľśı pokra-
čovali ve vývoji teorie a nalezli jej́ı daľśı využit́ı. Když Bohigas, Giannoni a Schmit vyslovili
předpoklad, že teorii je možné využ́ıt při zkoumáńı spekter libovolného chaotického sys-
tému, rychle vzrostl zájem o náhodné matice.

V současné době nacháźı teorie náhodných matic značné uplatněńı při modelováńı pro-
ces̊u v biologii, fyzice, ekonomii, dopravě a mnoha daľśıch vědńıch oborech.
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Kapitola 1

Základńı pojmy

Tato práce je věnována náhodným matićım, proto nejprve budou uvedeny základńı
pojmy vztahuj́ıćı se k matićım.

1.1 Definice základńıch pojmů

Vzhledem k širokému uplatněńı matic v teoretických i aplikačńıch oblastnech matema-
tiky je tato problematika rozpracovaná v mnoha základńıch učebnićıch. Pro přehlednost
jsou zde uvedeny jen ty pojmy a tvrzeńı, která budou následně použ́ıvána.

Matice jsou často použ́ıvány k výpočtu soustav lineárńıch rovnic, k vyjádřeńı obecné
rotace vektor̊u, transformaci vektor̊u od jedné báze ke druhé, anebo k vyjádřeńı operátor̊u
v kvantové mechanice.

Definice 1. Matice A typu m/n nad tělesem T je soubor m·n prvk̊u z tělesa T uspořádaných
do m řádk̊u a n sloupc̊u.

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...
am1 am2 . . . amn


Pokud se jedná o těleso reálných č́ısel R, nazýváme matici A reálnou matićı.
Pokud se jedná o těleso komplexńıch č́ısel C, nazýváme matici A komplexńı matićı.

Prvek aij je prvek matice A na pozici i,j. Prvńı index i je index řádkový, druhý index j
je index sloupcový. Prvky akk, pro které plat́ı, že řádkový index je stejný jako sloupcový,
se nazývaj́ı diagonálńı prvky.

Matice A typu m/n se nazývá čtvercová matice řádu n, jestliže m = n.
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Matice A typu m/n se nazývá obdelńıková matice, jestliže m 6= n.

Matice A typu m/n se nazývá nulová matice, jestliže aij = 0 pro každé i=1,2,...,m a pro
každé j=1,2,...,n, t.j. jestliže na každém mı́stě matice je prvek roven 0.

Čtvercová matice A= [aij] řádu n se nazývá diagonálńı matice, jestliže aij = 0 pro každé
i 6= j. Použ́ıváme značeńı diag[a11, a22, . . . , ann].

Jednotková matice řádu n je matice I = diag[1, 1, . . . , 1].

Jestliže A je čtvercová matice řádu n nad tělesem T , potom čtvercová matice A−1 řádu n
nad T se nazývá inverzńı matice k matici A, jestliže

AA−1 = A−1A = I,

kde I je jednotková matice.

Matice A typu m/n je horńı (resp. dolńı) trojúhelńıková matice, jestliže aij = 0 pro každé
i > j (resp. i < j).

Reálné a komplexńı matice A typu m/n se nazývaj́ı pásové matice, pokud pro ně plat́ı,
že jsou čtvercové a obsahuj́ı v pravém horńım a levém dolńım rohu ”nulový trojuhelńık”.
Takové matice jsou charakterizovány pomoćı pološ́ırky pásu, který označujeme b.

Čtvercová matice A řádu n je symetrická matice, jestliže aij = aji pro každé i=1,2,...,m a
pro každé j=1,2,...,n.

Je-li matice A = [aij] typu m/n, potom se matice AT = [aji] typu n/m nazývá transpono-
vaná matice k matici A.

Komplexńı čtvercová matice AH se nazývá hermitovsky sdružená matice, pokud plat́ı
AH = (A∗)T , kde A∗ je komplexně sdružená matice.

Reálná symetrická matice A řádu n se nazývá pozitivně definitńı matice, pokud pro každý
nenulový vektor x plat́ı xTAx > 0. Každá pozitivně definitńı matice má vždy kladná vlastńı
č́ısla. Analogicky je definovaná negativně definitńı matice (vztah s obrácenou nerovnost́ı).

8



Pokud plat́ı xTAx ≥ 0, řekneme, že matice A se nazývá pozitivně semidefinitńı matice.
Analogicky je definovaná negativně semidefinitńı matice (vztah s obrácenou nerovnost́ı).

Každá pozitivně definitńı matice je podle této definice také pozitivně semidefinitńı matićı.

Definice 2. Necht’ A = [aij] je čtvercová matice řádu n nad tělesem T . Potom determinant
matice A je prvek

detA =
∑
π

zn(π)a1π(1)a2π(2) . . . anπ(n),

kde sč́ıtáme přes všechny permutace π na množině {1,2,. . ., n}, zn(π) je znaménko permu-
tace, jenž nabývá hodnoty 1, pokud je permutace sudá, anebo hodnoty -1, pokud je permutace
lichá.

Čtvercová matice A se nazývá regulárńı matice, jestliže detA 6= 0.

Čtvercová matice A se nazývá singulárńı matice, jestliže detA = 0.

Ortogonálńı matice A je reálná čtvercová matice, jej́ıž transponovaná matice je současně
matićı inverzńı (AT = A−1). Pro takovou matici plat́ı ATA = AAT = I. Dále požadujeme,
aby sloupce a řádky ortogonálńı matice byly normovány.

Unitárńı matice A je čtvercová komplexńı matice, jej́ıž hermitovsky sdružená matice je
současně matićı inverzńı (AH = A−1). Pro takovou matici plat́ı AHA = AAH = I.
Poznamenejme, že reálná unitárńı matice je ortogonálńı.

[1]

1.1.1 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Speciálńı d̊uraz v teorii náhodných matic je kladen na problematiku spektrálńıch vlast-
nost́ı, proto si v následuj́ıćı kapitole nadefinujeme vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic.

Definice 3. Necht’ A je čtvercová matice, potom det(λI − A) se nazývá charakteristický
polynom matice A.
Kořeny charakteristikého polynomu nazýváme vlastńı (charakteristická) č́ısla matice A.
Jestlǐze λ0 je vlastńı č́ıslo, potom nenulový vektor h takový, že

(λ0I − A)h = 0, (1.1)
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t.j. λ0h = Ah, se nazývá vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ0.
Množina všech vlastńıch č́ısel matice A se nazývá spektrum matice A.

[1]

Souvislostem mezi charakterem vlastńıch č́ısel a typem matice je věnována celá řada
odborných praćı. V této práci budou využita zejména tato tvrzeńı:

Tvrzeńı 1
(a) Nula je vlastńım č́ıslem matice A právě tehdy, když je matice singulárńı.
Je-li matice A regulárńı, pak nula neńı jej́ım vlastńım č́ıslem.

(b) Je-li matice A symetrická a reálná, pak všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná.

(c) Jestliže k matici A existuje inverzńı matice A−1, pak λ je vlastńım č́ıslem matice A
tehdy, pokud λ−1 je vlastńım č́ıslem matice A−1.
Dále plat́ı, že vlastńı vektory matice A odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ jsou stejné jako
vlastńı vektory matice A−1 odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ−1.

(d) Pokud má matice A vlastńı č́ıslo λ a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor u, pak matice A2 má
vlastńı č́ıslo λ2 a jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor je také vektor u.

(e) Pokud je vlastńım č́ıslem reálné matice A komplexńı č́ıslo z, pak je komplexně sdružené
č́ıslo z také vlastńım č́ıslem matice A.

(f) Pokud je matice A hermitovskou matićı, pak jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla reálná.

Důkazy uvedených tvrzeńı lze nalézt např́ıklad v [1].

1.2 Náhodné veličiny

Měřeńı, pokusy, výrobńı procesy apod., se kterými se setkáváme v praxi, lze z hlediska
pravděpodobnosti považovat za náhodné pokusy, při kterých neńı výsledek jednoznačně
určen výchoźımi podmı́nkami. Výsledek takového náhodného pokusu nazýváme náhod-
ným jevem.

Často se stává, že jsme schopni, nebo je pro nás výhodné a užitečné popsat náhodný
jev ω ∈ Ω prostřednitv́ım nějaké jeho č́ıselné charakteristiky X(ω).
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Př́ıkladem takových přirozeně zavedených charakteristik je rozměr, nebo doba trváńı
nějaké sledované situace apod. Takto źıskanou č́ıselnou charakteristiku nazýváme náhod-
nou veličinou X.

V teorii pravděpodobnosti je pro přesnou definici pravděpodobnosti vycházeno z pravdě-
podobnostńıho prostoru (Ω,A, P ), kde Ω je prostor všech možných výsledk̊u, A je takový
systém podmnožin Ω, který tvoř́ı σ-algebru a P je pravděpodobnostńı mı́ra definovaná na
σ-algebře A. Náhodnou veličinu X(ω) pak definujeme jako měřitelnou funkci z prostoru
(Ω,A, P ) do (R,B), kde B je systém borelovských podmnožin množiny R.

[2]

1.2.1 Distribučńı funkce a hustota pravděpodobnosti

Definice 4. Distribučńı funkci náhodné veličiny X definujeme vztahem

F (x) = P (X ≤ x), pro x ∈ R. (1.2)

Distribučńı funkce náhodné veličinyX přǐrazuje každému reálnému č́ıslu x pravděpodob-
nost, že náhodná veličina X nabude hodnoty menš́ı nebo rovné tomuto č́ıslu.
Z definice distribučńı funkce a s přihlédnut́ım k vlastnostem pravděpodobnosti plynou tato
tvrzeńı:

Tvrzeńı 2
(a) 0 ≤ F(x) ≤ 1, pro x ∈ R.

(b) F (x ) je neklesaj́ıćı funkce.

(c) lim
x→−∞

F(x) = 0 a lim
x→+∞

F(x) = 1.

Důkazy uvedených tvrzeńı lze naj́ıt v r̊uzných odborných knihách, jako je např. [3].

V praxi se obvykle vyskytuj́ı dva typy distribučńıch funkćı. Pokud existuje taková funkce
f , že pro každé reálné x plat́ı

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt, (1.3)

pak ř́ıkáme, že X je náhodná veličina spojitého typu.
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Pokud F je funkce skok̊u, tedy pokud funkce F má v konečné nebo spočetné množině
hodnot {x1, x2, . . . , xn, . . . } skok a jinak je konstantńı, mluv́ıme o náhodné veličině diskrét-
ńıho typu.

K popisu rozděleńı pravděpodobnosti náhodné veličiny spojitého typu se častěji než dis-
tribučńı funkce použ́ıvá právě hustota pravděpodobnosti.

Definice 5. Necht’ X je náhodná veličina spojitého typu a jej́ı distribučńı funkce je oz-
načena F (x). Hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny X je nezáporná funkce taková,
pro kterou plat́ı

F (x) =

x∫
−∞

f(t)dt, pro všechna x ∈ R. (1.4)

[2]

1.2.2 Středńı hodnota a rozptyl

Distribučńı funkce podává o náhodné veličině úplnou informaci. Známe-li tuto funkci,
pak v́ıme, jakých hodnot může uvažovaná veličina nabývat a jaké jsou pravděpodob-
nosti, které těmto hodnotám odpov́ıdaj́ı. V praxi však často potřebujeme nějaké konkrét-
něǰśı a přehledněǰśı vyjádřeńı této informace. K takovému zestručněnému popisu už́ıváme
č́ıselné hodnoty, které nazýváme charakteristiky náhodných veličin. Nejčastěji použ́ıvanými
charakteristikami náhodných veličin jsou středńı hodnota, která popisuje polohu (úroveň)
náhodné veličiny a rozptyl, který popisuje variabilitu náhodné veličiny.

Středńı hodnota

Středńı hodnotu náhodné veličiny X označujeme obvykle symbolem EX. Pro náhodné
veličiny diskrétńıho typu je středńı hodnota definována vztahem

EX =
+∞∑
i=1

xiP (X = xi). (1.5)

Jde tedy v podstatě o jakýsi pr̊uměr možných hodnot náhodné veličiny X, v němž jsou
jednotlivé hodnoty váženy odpov́ıdaj́ıćımi pravděpodobnostmi.
Středńı hodnota náhodné veličiny spojitého typu X, maj́ıćı hustotu pravděpodobnosti f(x),
bude obdobně definována jako

EX =

∫
R
xf(x)dx. (1.6)
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Rozptyl

Rozptyl je mı́rou variability náhodné veličiny X a znač́ıme jej DX. Obecně můžeme
rozptyl vyjádřit ve tvaru

DX = EX2 − (EX)2, (1.7)

pokud je EX2 konečná.

Pro náhodné veličiny diskrétńıho typu lze vzorec (1.7) rozepsat

DX =
+∞∑
i=1

[xi − EX]2P (X = xi).

Obdobně také pro náhodné veličiny spojitého typu

DX =

∫
R
[x− EX]2f(x)dx.

[4]

1.2.3 Gaussovo rozděleńı

Gaussovo rozděleńı pravděpodobnosti je jedno z nejd̊uležitěǰśıch rozděleńı pravděpodob-
nosti spojité náhodné veličiny a má širokou škálu uplatněńı.

Definice 6. Náhodná veličina X má Gaussovo neboli normálńı rozděleńı s parametry
µ, σ2 ∈ R, σ2 > 0, jestlǐze pro jej́ı hustotu f(x) plat́ı

f(x) =
1√
2πσ

e−
1
2(x−µσ )

2

, pro x ∈ R. (1.8)

Gaussovo rozděleńı se obvykle znač́ı N(µ, σ2), parametrem σ2 označujeme rozptyl a µ je
středńı hodnota.
Rozděleńı N(0, 1) bývá označováno jako normované normálńı rozděleńı a jeho hustota je
symetrická kolem 0. To je zapř́ıčiněno nulovou středńı hodnotou.

Středńı hodnota normovaného normálńıho rozděleńı N(0,1) je definovaná

EX = 0

a rozptyl
DX = 1.
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Velký význam nomovaného normálńıho rozděleńı N(0,1) vyplývá předevš́ım ze skuteč-
nosti, že je-li veličina součtem velkého množstv́ı nezávislých vliv̊u, pak jej́ı pravděpodob-
nostńı rozděleńı je přibližně Gaussovo.

Důležitost Gaussova rozděleńı spoč́ıvá v tom, že za určitých podmı́nek dobře aproxi-
muje řadu jiných pravděpodobnostńıch rozděleńı.

Tř́ıda normálńıch rozděleńı je stabilńı v následuj́ıćım smyslu:
součet, anebo rozd́ıl dvou nezávislých veličin s normálńım rozděleńım má opět normálńı
rozděleńı. Nav́ıc lineárńı kombinace nezávislých normálńıch náhodných veličin má opět nor-
málńı rozděleńı. Obecně lze formulovat následuj́ıćı tvrzeńı o lineárńı kombinaci normálńıch
rozděleńı.

Věta 7. Necht’ xi ∼ N(µi, σ
2
i ), i=1, 2, · · · , n jsou nezávislé veličiny, a0, a1, · · · , an ∈ R,∑n

i=1 a
2
i > 0, pak Y= a0 +

∑n
i=1 aixi ∼ N(a0 +

∑n
i=1 aiµi,

∑n
i=1 a

2
iσ

2
i ).

Důkaz je uveden v [5].

1.2.4 Spojité rovnoměrné rozděleńı

Spojité rovnoměrné rozděleńı pravděpodobnosti přǐrazuje všem hodnotám náhodné
veličinyX stejnou pravděpodobnost. Rovnoměrné rozděleńı má také svoji diskrétńı podobu,
ale tou se nebudeme v této práci zabývat.

Definice 8. Náhodná veličina X, která nabývá libovolné reálné hodnoty x z intervalu (a;b)
a jej́ı výskyt na celém intervalu (a;b) je stejně možný, má spojité rovnoměrné rozděleńı
s parametry a,b ∈ R, kde a < b , jestlǐze pro jej́ı hustotu f(x) plat́ı

f(x) =

{
1
b−a , pro x ∈ 〈a; b〉,
0 jinak.

(1.9)

Mimo daný interval 〈a;b〉 je tedy hustota pravděpodobnosti nulová.

Středńı hodnota rovnoměrného rozděleńı je dána vztahem

EX =
a+ b

2

a rozptyl

DX =
(b− a)2

12
.

Poznamenejme, že se o tomto rozděleńı můžememe bavit také jako o rozděleńı pravděpodob-
nosti, jež má lehké konce.
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1.2.5 Gama rozděleńı

Gama rozděleńı je zobecněńım několika daľśıch rozděleńı, jako je např́ıklad rozděleńı
exponenciálńı.

Definice 9. Náhodná veličina X má gama rozděleńı s parametry α, β > 0, jestlǐze jej́ı
hustota pravděpodobnosti f(x) má tvar

f(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, pro x ≥ 0, (1.10)

kde Γ je gama funkce definovaná pro všechna komplexńı č́ısla x kromě celých záporných
č́ısel a nuly

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−t dt.

Středńı hodnota gama rozděleńı je dána

EX = αβ

a rozptyl
DX = αβ2.

Dama rozděleńı je př́ıkladem nesymetrického rozděleńı.

1.2.6 Exponenciálńı rozděleńı

Daľśım typem často využ́ıvaného rozděleńı je rozděleńı exponenciálńı a náhodná veličina
X může nabýt libovolné reálné hodnoty x z intervalu 〈0;∞).

Definice 10. Náhodná veličina X má rozděleńı exponenciálńı s parametrem δ, pokud jej́ı
hustota pravděpodobnosti má tvar

f(x) =

{
1
δ
e−x/δ, pro x ≥ 0,

0 jinak.
(1.11)

Středńı hodnota exponenciálńıho rozděleńı je dána

EX = δ

a rozptyl
DX = δ2.
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1.3 Náhodná a pseudonáhodná č́ısla

Protože velká část této práce je zaměřena na simulačńı experimenty, zmı́ńıme zde něko-
lik poznámek k simulačńım postup̊um.

Pravděpodobnostńı chováńı řady statistických postup̊u, at’ již odhad̊u, testovaných
statistik, či jiných procedur, často nelze vyšetřovat analyticky. Bud’ rozděleńı pravděpodob-
nosti těchto statistik v̊ubec neumı́me spoč́ıtat, nebo je jej́ı analytický výpočet př́ılǐs složitý.

V takových situaćıch máme k dispozici dvě možnosti:
(1) zkoumat jejich asymptotické chováńı
(2) sledovat jejich chováńı při simulaćıch

Pro pochopeńı řady složitých proces̊u v ekonomii, technice, biologii, medićıně i daľśıch
oborech se stále častěji mı́sto reálných experiment̊u použ́ıvá modelováńı na poč́ıtač́ıch. Aby
tyto experimenty co nejv́ıce odpov́ıdaly skutečnosti, je potřeba do jejich deterministického
chodu vnést prvky náhody. Těmito prvky mohou být dodatečný šum, rušeńı, neočekávaná
pozorováńı, či náhodné děje běžně se vyskytuj́ıćı v praxi.

Při simulaćıch model̊u na poč́ıtač́ıch právě náhodná č́ısla reprezentuj́ı vliv náhody. Tato
náhodná č́ısla si můžeme pomoćı poč́ıtače vygenerovat a pokud dojde ke generováńı neal-
goritmicky, jedná se o výsledky fyzikálńıch proces̊u, a tud́ıž o náhodná č́ısla. Př́ıkladem
mohou být sáláńı, fúze, difúze, absorbce světla a daľśı.

V př́ıpadě použit́ı algoritmu ke generováńı č́ısel nemůžeme tato č́ısla nazývat náhod-
nými. Tento algoritmus označujeme jako generátor náhodných č́ısel a vygenerovaná č́ısla
č́ısly pseudonáhodnými. U generátor̊u pseudonáhodných č́ısel můžeme po určité době sle-
dovat periodu. Po dlouhém intervalu se tedy začnou opakovat.

Abychom mohli pseudonáhodná č́ısla vygenerovat, muśıme nadefinovat vstupńı parame-
try pro zvolený algoritmus:
- od jaké hodnoty pseudonáhodné č́ıslo zač́ıná
- jakou hodnotu č́ıslo nesmı́ překročit
- maximálńı rozpět́ı mezi vygenerovanými č́ısly
a jiné.

[6, 7]
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Kapitola 2

Historie teorie náhodných matic

Teorie náhodných matic fascinuje jak matematiky, tak fyziky a to již od roku 1928, kdy
byly poprvé zavedeny v matematické statistice Wishartem [8]. Až po velmi dlouhé době
teorie náhodných matic nabyla své d̊uležitosti, když Wigner představil koncept statistické-
ho rozložeńı jaderné energie v roce 1950. Avšak trvalo až do roku 1955, než Wigner před-
stavil jednotlivé skupiny náhodných matic. Myšlenka invariance skupin náhodných matic
byla zavedena ve fyzice Porterem a Rosenzweigem [9] až po té, co se objevily v matematic-
ké literatuře. K analýze hustoty vlastńıch č́ısel vynalezl Mehta [10] metody ortogonálńım
polynomem.

Matematické základy teorie náhodných matic byly zveřejněny v mnoha Dysonových
praćıch. Představil klasifikaci skupin náhodných matic podle jejich invariance v̊uči trans-
formaćım [11]. Prvky matic odpov́ıdaj́ıćı skupinám náhodných matic jsou komplexńı i
reálné. Gaussovské skupiny symetrických náhodných matic známe jako gaussovské orto-
gonálońı matice (GOE), gaussovské unitárńı matice (GUE), anebo jako pásové náhodné
matice (BRME).

Dyson také zformuloval základńı filozofii teorie náhodných matic. To bylo zpřesněno
Balianem, který źıskal skupiny gaussovských náhodných matic z minimalizace informačńı
entropie.

Daľśı zaj́ımavý výsledek Dysonovy práce byl vztah mezi teoríı náhodných matic a teoríı
přesně integrovatelných systémů. Důkladně je jejich vztah rozebrán v knize od Forrestra.
Jako svou daľśı myšlenku uvád́ı Dyson použit́ı informačńı entropie ve spektru náhodných
matic.

Počátky vývoje teorie náhodných matic jsou dobře shrnuty v prvńım vydáńı knihy
od Mehty. Tato d̊uležitá kniha obsahuje mnoho matematických detail̊u, u kterých bylo
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v pr̊uběhu let prokázáno, že jsou velmi užitečné. Daľśı takovou knihu sepsal Porter. Ob-
sahuje d̊uležité dokumenty o teorii náhodných matic, které byly napsány před rokem 1965.

Přibližně ve stejnou dobu, jako na počátku vývoje teorie náhodných matic v oblasti
jaderné fyziky, se zrodilo v práci Andersona [12] pole neuspořádaných systémů na lokalizaci
vlnových funkćı v jednorozměrných neuspořádaných systémech. Uvažoval jednorozměrnou
mř́ıžku s náhodným potenciálem u každého mř́ıžkového bodu. Zjistil, že vlastńı funkce
takových systémů jsou lokalizovány exponenciálně. Jeho práce měla silný vliv na experi-
mentálńı i teoretickou fyziku pevných látek.

Daľśı aplikaci na začátku vývoje teorie náhodných matic představuje teorie malých
kovových částeček od Gorkova a Eliasberga, která je v současné době součást́ı mezoskopické
fyziky.

Teorie náhodných matic, jež byla poprvé formulována v matematické statistice, pokra-
čovala ve vývoji v matematice nezávisle na vývoji ve fyzice. Významné výsledky, pokud
jde o integračńı opatřeńı invariantńıch náhodných matic, byly źıskány d́ıky pracem od Hua
[13]. Výsledky, v́ıce než desetileté práce shrnul ve své knize, která se objevila v roce 1959.
Ta však z̊ustala do značné mı́ry neznámá.

Pouze malý počet matematik̊u pracoval na integrálech, které se zobrazuj́ı v teorii náhod-
ných matic. Práce Selberga je známá, ale ani v nejmenš́ım ne tolik jako práce Mehty, který
věnoval kapitolu ve druhém vydáńı své knihy právě tomuto tématu. Girko sepsal řadu
matematických knih týkaj́ıćıch se analytických vlastnost́ı rozděleńı vlastńıch č́ısel velkých
náhodných matic. Matematické literatury z̊ustaly až do nedávné doby převážně bez povšim-
nut́ı fyzik̊u.

Překvapivěǰśı je, že teorie neuspořádaných systémů a aplikace teorie náhodných matic
v oblasti jaderné fyziky prob́ıhaly v́ıceméně nezávisle, dokud nevznikla kĺıčová práce Efe-
tova [14] na supersymetrické metody a jejich aplikace na teorii malých kovových částeček.

Hlavńı události v teorii náhodných matic v pr̊uběhu desetilet́ı po Mehtově sepsáńı
prvńıho vydáńı knihy patřily aplikaci v jaderné fyzice. V roce 1973 vyslovil Montgomery
domněnku pro asymptotickou limitu dvoubodové korelačńı Riemannovy funkce na kritické
hranici. Spolu s Dysonem si uvědomili, že jeho odhadovaný výsledek je dvoubodová funkce
skupiny GUE. Propojeńı bylo rozš́ı̌reno podle Hejhala, Rudnicka a Sarnaka, ačkoliv úplný
soulad korelačńıch funkćı s teoríı náhodných matic dosud nebyl prokázán.
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Teorie náhodných matic se stala velmi užitečnou pro odhady veličin v teorii č́ısel, které
byly dř́ıve nedosažitelné jakýmkoliv zp̊usobem.

V obdob́ı 1975-1985 se teorie náhodných matic vyv́ıjela velmi rychle a sjednotila se
s teoríı neuspořádaných systémů. Prvńı kroky v tomto směru udělali Edwards a Anderson,
kteř́ı ve své knize představili teorii o spinech. Předpokládali přirozený rámec pro oblasti
teoretické formulace Andersonova modelu, který byl veřejnosti představen až o několik let
později Wegenerem.

Mnoho vědc̊u spoléhalo na dř́ıvěǰśı práce Wegenera. Jedńım z nich byl Efetov, který
ukázal, že rozděleńı funkce neuspořádaného systému je dáno nelineárńım supersymetrickým
modelem. V této oblasti dvoubodové korelačńı funkce se jeho výsledky shoduj́ı s výsledky
źıskanými od Dysona.

Supersymetrické metody byly velmi plodné. V následuj́ıćıch letech bylo mnoho daľśıch
nových výsledk̊u źıskáno pomoćı takových metod. Mimo jiné můžeme uvést výsledky para-
metrických korelaćı, kde jsou považovány za vlastńı č́ısla pro r̊uzné hodnoty exterńıho
parametru.

V roce 1986 byl hlavńı vývoj experimentálńı a sloužil k objeveńı univerzálńı vodi-
vosti fluktuaćı podle Webba a Washburna . Avšak až poté, co to teoreticky předpověděli
Altshuler, Stone a Lee. T́ımto objevem začala nová oblast chaotických kvantových teček.
Přepravńı vlastnosti takových kvantových teček mohou být popsány jako supersymetrický
nelineárńı model. Ve skutečnosti můžeme ř́ıci,že složené jádro je chaotická kvantová tečka.

Všechny teoretické i praktické výzkumy vedly k propojeńı teorie náhodných matic
s několika oblastmi kvantové fyziky: např́ıklad QCD na mř́ıžce nebo Seiberg-Wittonovo
řešeńı dvoudimenzionálńı supersymetrickou kalibračńı teoríı. Důležitým výsledkem je Egu-
chi-Kawaiova redukce.

V teorii neuspořádaných supravodič̊u ještě mohou existovat jiné čtyři typy náhodných
matic, což umožňuje jasně odlǐsit daľśı skupiny. Bylo zjǐstěno Dysonem, že každá ze tř́ı
Wigner-Dysnonových náhodných matic odpov́ıdá symetrickému prostoru. Zjistilo se, že
distribuce největš́ıch vlastńıch č́ısel v GUE je dána Painlevého rovnicemi. Tento vývoj
našel uplatněńı při řešeńı dlouholetých matematických problémů s rozděleńım rostoućı
podposloupnosti. Ve skutečnosti je vyhledávané rozděleńı stejné jako u největš́ıho vlast-
ńıho č́ısla skupiny GUE.
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Brzy si uvědomili, že podrobné vlastnosti vlastńıch č́ısel totiž nezáviśı na specifikách
rozděleńı pravděpodobnosti. Jedńım z hlavńıch d̊uvod̊u pro práci s teoríı náhodných matic
je již zmı́něn v práci od Dysona [11], kde tvrd́ı, že pokud je systém dostatečně složitý, stav
systému již neńı d̊uležitý. Avšak muśıme ř́ıci, že trvalo až do počátku osmdesátých let, než
bylo zjǐstěno, že kĺıčem je odpov́ıdaj́ıćı chaotický systém.

Ačkoliv zde bylo několik studíı, které se týkaly teorie náhodných matic klasického
chaosu, bylo to jednoznačně formulováno až Bohigasem na základě numerických studíı
za podmı́nky, že odpov́ıdaj́ıćı systém je chaotický. Tato domněnka byla potvrzena řadou
systémů. Úplný d̊ukaz této myšlenky stále chyb́ı a značné množstv́ı analytického chápáńı
bylo źıskáno na základě semiklasické analýzy. Teorie náhodných matic hraje zásadńı roli
při studiu kvantového chaosu.

V tomto krátkém historickém pohledu můžeme vidět, že teorie náhodných matic byla
použita ve velkém množstv́ı vědńıch obor̊u. Jej́ı rozsah však nebyl zdaleka dosud vyčerpán,
jak je uváděno v publikaćıch z posledńı doby. Ty jsou r̊uznorodé stejně jako aplikace na
finančńıch korelaćı a bezdrátové komunikaci.

[15, 16]
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Kapitola 3

Náhodné matice

Teoreticky bychom mohli ř́ıci, že náhodnou matićı rozumı́me takovou matici, jej́ıž prvky
jsou tvořeny libovolnými náhodnými veličinami. Tyto veličiny mohou pocházet z libovol-
ného pravděpodobnostńıho rozděleńı.

Prakticky se však setkáváme se speciálńımi typy matic. V této práci se nejprve zaměř́ıme
na matice, jejichž prvky maj́ı náhodné veličiny s normovaným normálńım rozděleńım
N(0,1).
V praktických aplikaćıch obvykle na matici klademe daľśı požadavky, např́ıklad aby byla
daná matice symetrická nebo hermitovská.

Již v Kapitole 2 obsahuj́ıćı historii teorie náhodných matic jsme uvedli klasifikaci třech
základńıch typ̊u gaussovských matic. Jedná se o gaussovské ortogonálńı matice (GOE),
gaussovské unitárńı matice (GUE) a pásové náhodné matice (BRME). Tyto tři typy náhod-
ných gaussovských matic budeme přesněji definovat v následuj́ıćı kapitole. Nejprve se však
zmı́ńıme o obecných matićıch s normovaným normálńım rozděleńım N(0,1).

3.1 Obecné gaussovské matice

Definice 11. Necht’ A je čtvercová matice, jej́ı̌z prvky jsou náhodné veličiny s normovaným
normálńım rozděleńım N(0,1), pak matici A nazveme gaussovskou obecnou matićı.

Jako ukázku si můžeme uvést př́ıklad obecné gaussovské matice A a pro názornost si
zobraźıme barevné vykresleńı hodnot jej́ıch poĺı prvk̊u aij. Vzhledem k charakteru normál-
ńıho rozděleńı N(0,1) lze očekávat, že simulovaná data se budou pohybovat v intervalu
(-3,3) a na obrázku barevně zachyt́ıme tyto hodnoty.
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A =


0.18 1.05 0.23 0.60
−0.31 −0.19 0.44 0.09
−0.13 0.33 −0.62 1.73

0.59 −0.24 0.27 −0.61



Obrázek 3.1: Obecná gaussovská matice řádu n = 4

Jak naznačuje i grafické znázorněńı, nemaj́ı obecné gaussovské matice žádnou speci-
fickou strukturu, a proto ani pro jejich vlastńı č́ısla, která jsou obecně komplexńı, nelze
formulovat žádná speciálńı tvrzeńı.

Ukážeme tři obecné gaussovské matice A,B,C a vyṕı̌seme jejich vlastńı č́ısla a,b, c. Matice
vygenerujeme pomoćı prostřed́ı MATLAB.

A =


−1.51 −0.26 −0.95 0.01
−0.45 0.44 −0.74 −3.03
−0.16 0.39 −0.51 −0.46

0.28 −1.25 −0.32 1.24


a1 = 2.86
a2 = -0.65
a3 = -0.91
a4 = -1.63
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B =


1.35 1.44 2.91 −0.47
−1.07 −1.96 0.83 −0.27

0.96 −0.20 1.38 1.10
0.12 −1.21 −1.06 −0.28


b1 = 2.90
b2 = -0.23 + 1.45i
b3 = -0.23 - 1.45i
b4 = -1.95

C =


0.54 0.32 3.58 0.73
1.84 −1.31 2.77 −0.06
−2.26 −0.43 −1.35 0.71

0.86 0.34 3.03 −0.21


c1 = 0.06 + 2.34i
c2 = 0.06 - 2.34i
c3 = -1.22 + 0.11i
c4 = -1.22 - 0.11i

Vid́ıme, že vlastńı č́ısla jsou opravdu obecně komplexńı. Matice A měla všechna vlastńı
č́ısla reálná, matice B měla 2 vlastńı č́ısla reálná, 2 vlastńı č́ısla komplexńı a matice C
měla všechna svá vlastńı č́ısla komplexńı. Při podrobněǰśıch studíıch však lze o vlast-
ńıch č́ıslech obecných matic źıskat zaj́ımavé vlastnosti. Právě jim se budeme v́ıce věnovat
v Kapitole 4.1.

[16, 17, 18, 19]

3.2 Wignerova matice

Pojmem Wignerova matice souhrnně označujeme naše tři základńı skupiny náhodných
matic (gaussosvské ortogonálńı matice (GOE), gaussovské unitárńı matice (GUE), náhodné
pásové matice (BRME)). Název dostaly podle Eugena Wignera, který se p̊uvodně zabýval
symetrickými čtvercovými maticemi Hn řádu n, kde diagonálńı prvky nabývaly hodnoty 0
a nediagonálńı prvky byly ±1 s pravděpodobnost́ı 1

2
. Později si však uvědomil, že hodnoty

vlastńıch č́ısel takových matic budou velmi obecné a zaměřil se na speciálněǰśı typy matic.

3.2.1 Gaussovské ortogonálńı matice

Gaussovské ortogonálńı matice, nebo-li GOE (z anglického Gaussian orthogonal en-
semble) jsou prvńı ze tř́ı základńıch skupin náhodných matic, patř́ıćıch mezi Wignerovy
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matice, kterými se budeme v naš́ı práci zabývat.

Definice 12. Necht’ A je čtvercová matice řádu n, jej́ı̌z prvky jsou z normovaného normál-
ńıho rozděleńı N(0,1). Symetrická čtvercová matice Hn řádu n, tvořená pomoćı matice A

Hn =
(A+ AT )

2
, (3.1)

se nazývá gaussovská ortogonálńı matice (GOE).

Lze snadno ukázat, že pro prvky hii této matice plat́ı

hij ∼ N(0, σij), σij =
1

2
(1 + δij), (3.2)

kde δij =

{
1, když i = j,
0 jinak.

(3.3)

Vid́ıme tedy, že diagonálńı prvky jsou s normovaným normálńım rozděleńım N(0,1) a mi-
modiagonálńı prvky s rozděleńım N(0,1

2
).

Protože matice Hn je symetrická a reálná, vlastńı č́ısla matice GOE jsou reálná. To
vyplývá z Tvrzeńı 1b na straně 10.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı matic GOE je invariantnost v̊uči transformaci ortogonálńı
matićı.

Věta 13. Necht’ Hn je matićı GOE, pak je tato matice invariantńı v̊uči transformaci
ortogonálńı matićı Q, tzn.

Hn ∈ GOE ⇒ QTHnQ ∈ GOE (3.4)

Důkaz je založen na využit́ı Věty 7 :
Nejprve rozeṕı̌seme prvek vzniklý násobeńım dvou matic

(A ·B) = [
∑n

r=1 airbrj ]

Přeznač́ıme si QTHnQ jako matici M pro jednodušš́ı zápis.
Nyńı využijeme výše uvedeného vztahu a dostaneme vyjádřeńı pro prvek mij matice M

mij =
∑n

l=1

∑n
r=1 hlrqliqrj .

Prvek mij je tedy lineárńı kombinaćı prvku hlr. Protože podle předpoklad̊u má hij normálńı
rozděleńı (hii ∼ N(0,1) a hij ∼ N(0,1

2
)), má jejich lineárńı kombinace podle Věty 7 také

normálńı rozděleńı.
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Dále se zaměř́ıme na to, jakou má prvek mij středńı hodnotu a rozptyl.

E(mij) = E(
∑n

l=1

∑n
r=1 hlrqliqrj ) =

∑n
l=1

∑n
r=1 qliqrj E(hlr︸ ︷︷ ︸) = 0

= 0
Středńı hodnota je tedy rovna 0.

Pro rozptyl D(mij) plat́ı

D(mij) = D(
∑n

l=1

∑n
r=1 hlrqliqrj ) = D(h11q1iq1j +

+h12q1iq2j + . . .

. . .+ hnnqniqnj) =

= (q1iq1j)
2 D(h11) +

+ (q1iq2j)
2 D(h12) + . . .

. . . + (qniqnj)
2 D(hnn) =

= (q1iq1j)
2· 1 +

+ (q1iq2j)
2 · 1

2
+ . . .

. . . + (qniqnj)
2·1

Nyńı již lze za použit́ı vztah̊u
∑n

r=1 qliqri = 1 a
∑n

r=1 qriqrj = 0 (protože se jedná o or-
togonálńı matici Q) ukázat, že pro i = j je rozptyl D(mij) = 1 a pro i 6= j je D(mij) = 1

2
.

�

Stejně jako jsme si uvedli př́ıklad u obecných gaussovských matic, také zde naṕı̌seme
př́ıklad náhodné matice Hn, která je matićı GOE a názorně zobraźıme hodnoty poĺı prvk̊u
hij. Grafické znázorněńı nám zd̊urazńı symetričnost studované matice Hn.

Hn =


0.54 1.08 0.66 0.79
1.08 −1.31 1.17 0.14
0.66 1.17 −1.35 1.87
0.79 0.14 1.87 −0.21


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Obrázek 3.2: Gaussovská ortogonálńı matice řádu n = 4

Vlastńı č́ısla této gaussovské ortogonálńı matice (GOE) jsou opravdu reálná, jak jsme
demonstrovali výpočtem vlastńıch č́ısel v prostřed́ı MATLAB. Vlastńı č́ısla jsou:

h1 = 2.42
h2 = -0.12
h3 = -1.41
h4 = -3.20

Teorie náhodných matic je nejčastěji použ́ıvána pro matice s velkým řádem n, a proto
následuj́ıćı vygenerovaná matice bude větš́ıho řádu, než matice předchoźı. Právě na této
matici bude lépe vidět symetričnost gaussovské ortogonálńı matice (GOE).
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Obrázek 3.3: Gaussovská ortogonálńı matice řádu n = 15

[16, 17, 18, 19]

3.2.2 Gaussovské unitárńı matice

Gaussovské unitárńı matice, nebo-li GUE (z anglického Gaussian unitary ensemble)
jsou druhou ze tř́ı základńıch skupin náhodných matic. Také GUE patř́ı mezi Wignerovy
matice a následuj́ıćı kapitola je věnována právě těmto matićım.

Definice 14. Necht’ A je čtvercová matice řádu n, jej́ı̌z prvky jsou komplexńı č́ısla, které
maj́ı reálnou i imaginárńı složku z N(0,1). Hermitovská čtvercová matice Hn řádu n,
tvořená pomoćı matice A

Hn =
(A+ AH)

2
, (3.5)

kde AH je hermitovsky sdružená matice ke komplexńı matici A, se nazývá gaussovská
unitárńı matice (GUE).

Věta 15. Necht’ Hn je gaussovská unitárńı matice (GUE), pak jej́ı diagonálńı prvky jsou
tvořeny pouze reálnou část́ı.

Důkaz:

hii =
aii + a∗ii

2
=
Re(aii) + iIm(aii) +Re(a∗ii)− iIm(a∗ii)

2
= Re(aii)

�

O reálné části diagonálńıch prvk̊u můžeme ř́ıci, že jsou z normovaného normálńıho rozděleńı
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N(0,1) a jejich imaginárńı části jsou nulové. Reálná část i imaginárńı část mimodiagonál-
ńıch prvk̊u (zabezpečuj́ı hermiticitu) jsou náhodné veličiny s rozděleńım N(0,1

2
).

Z Tvrzeńı 1f na straně 10 vyplývá, že GUE, jakožto hermitovská matice, má všechna
svá vlastńı č́ısla reálná.

Věta 16. Necht’ Hn je matićı skupiny matic GUE, pak je invariantńı v̊uči transformaci
unitárńı matićı U , tzn.

Hn ∈ GUE ⇒ UTHnU ∈ GUE (3.6)

Důkaz je obdobný jako d̊ukaz u Věty 13.

Také zde si uvedeme př́ıklad matice Hn splňuj́ıćı nadefinované podmı́nky pro jej́ı prvky
tak, abychom ji mohli nazývat matićı GUE.

Hn =


−0.12 1.08 + 0.57i 0.95 + 1.42i 0.86− 1.15i

1.08− 0.57i −1.21 0.88− 0.81i 0.42 + 0.84i
0.95− 1.42i 0.88 + 0.81i 0.73 0.29− 0.24i
0.86 + 1.15i 0.42 + 0.84i 0.29 + 0.24i −1.15



Obrázek 3.4: Reálné části prvk̊u gaussovské unitárńı matice řádu n = 4
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Obrázek 3.5: Imaginárńı části prvk̊u gaussovské unitárńı matice řádu n = 4

Vlastńı č́ısla této gaussovské unitárńı matice (GUE) jsou opravdu reálná, jak lze demon-
strovat výpočtem těchto vlastńıch č́ısel:

h1 = 2.74
h2 = 0.21
h3 = -1.23
h4 = -3.48

[16, 17, 18, 19]

3.2.3 Pásové náhodné matice

Posledńı skupinou ze tř́ı základńıch typ̊u náhodných matic s normovaným normálńım
rozděleńım N(0,1), kterou se budeme v této práci zabývat, jsou pásové náhodné matice,
nebo-li BRME (z anglického Band random matrix ensemble).

Definice 17. Necht’ A je čtvercová symetrická matice řádu n, jej́ı̌z nenulové prvky maj́ı
rozděleńı stejné jako matice GOE a pro jej́ı nulové prvky plat́ı

aij = 0⇔ |i− j| ≥ b, přičemž 1 ≤ b ≤ n, (3.7)

pak takovou matici A nazveme pásovou náhodnou matićı (BRME).

Diagonálńı prvky matice A jsou z normovaného normálńıho rozděleńı N(0,1) a mi-
modiagonálńı nenulové prvky jsou z rozděleńı N(0,1

2
).
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Protože matice A je symetrická a reálná, vlastńı č́ısla matice BRME jsou reálná. To
vyplývá z Tvrzeńı 1b na straně 10.

Ukážeme si př́ıklad pásové náhodné matice A a opět zobraźıme barevné rozlǐseńı hod-
not poĺı prvk̊u aij. Z obrázku vid́ıme, že nulový trojúhelńık se opravdu nacháźı v pravém
horńım a levém dolńım rohu matice A.

A =


−0.12 1.08 0 0

1.08 −1.21 0.88 0
0 0.88 0.73 0.29
0 0 0.29 −1.15



Obrázek 3.6: Pásová náhodná matice řádu n = 4 s pološ́ı̌rkou pásu b = 2

Také u této ukázkové pásové matice jsme spoč́ıtali vlastńı č́ısla. Výsledky opět demon-
struj́ı známé tvrzeńı, že jsou vlastńı č́ısla reálná:

h1 = 1.24
h2 = 0.27
h3 = -1.18
h4 = -2.09

Zkuśıme si vytvořit větš́ı pásovou matici řádu n = 15 s pološ́ı̌rkou pásu b = 2, abychom
lépe viděli pás nul.
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Obrázek 3.7: Pásová náhodná matice řádu n = 15 s pološ́ı̌rkou pásu b = 2

[16, 17, 18, 19]
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Kapitola 4

Vlastnosti gaussovských matic

Vı́me, že prvky náhodných matic jsou náhodná č́ısla, vlastńı č́ısla takových matic jsou
také náhodné veličiny a má smysl zaob́ırat se t́ım, jaké je jejich rozděleńı. V této kapitole
se budeme věnovat právě vlastńım č́ısl̊um náhodných matic a zaměř́ıme se na poměr reál-
ných vlastńıch č́ısel ke všem vlastńım č́ısl̊um u obecných gaussovských matic. Teoretické
poznatky porovnáme s výsledky simulaćı. Dále se v této kapitole soustřed́ıme na charak-
ter rozděleńı vlastńıch č́ısel obecných gaussovských matic a formujeme zde tzv. Girk̊uv
kruhový zákon. V posledńı části této kapitoly se budeme věnovat rozděleńı vlastńıch č́ısel
matic GOE a GUE a rozděleńı vzdálenost́ı vlastńıch č́ısel těchto matic.

4.1 Počet reálných vlastńıch č́ısel obecné gaussovské

matice

Jak jsme se již v úvodu zmı́nili, bude nás nejprve zaj́ımat počet reálných vlastńıch
č́ısel náhodných matic, a proto si zde nyńı vyslov́ıme předpoklad týkaj́ıćı se právě počtu
reálných vlastńıch č́ısel a zkuśıme si jej demonstrovat na konkrétńıch náhodných matićıch.
Budeme nyńı uvažovat pouze náhodné matice s prvky s normovaným normálńım rozděleńım
N(0,1).

Této problematice je věnován článek [20], kde je ukázán následuj́ıćı vztah pro počet vlast-
ńıch reálných č́ısel.

Věta 18. Necht’ En je očekávaný počet reálných vlastńıch č́ısel obecné gaussovské matice
A řádu n, pak plat́ı

lim
n→∞

En√
n

=

√
2

π
.

Pro n→∞ m̊užeme En vyjádřit ve tvaru

En =

√
2n

π

(
1− 3

8n
− 3

128n2
+

27

1024n3
+

499

32768n4
+O

(
1

n5

))
+

1

2
.
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Pro zaj́ımavost zde uvedeme počet očekávaných reálných vlastńıch č́ısel obecné gaussov-
ské matice pro r̊uzné řády n a později se k této tabulce vrát́ıme, abychom se přesvědčili,
zda naše simulace odpov́ıdaj́ı těmto teoretickým vztah̊um.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 30 50

En 1.00 1.41 1.71 1.95 2.15 2.33 2.50 2.65 2.79 2.93 4.82 6.10

En
n

1.00 0.71 0.57 0.49 0.43 0.39 0.36 0.33 0.31 0.29 0.16 0.12

Tabulka 1: Očekávaný počet reálných vlastńıch č́ısel

Pro lepš́ı pochopeńı toho, jaký charakter maj́ı vlastńı č́ısla, jsme si vytvořili simulaci
v prostřed́ı MATLAB, která nám bude postupně poč́ıtat vlastńı č́ısla čtvercových matic
s řádem n = 1, 2, 4, 7, 10, 30 a 50. Vyṕı̌se se poměr reálných vlastńıch č́ısel ke všem
vlastńım č́ısl̊um. V rámci simulace bylo postupně generováno k = 10, 100, 200 a 500 matic
s daným řádem n. Program spočte pr̊uměr a směrodatnou odchylku poměru počtu vlast-
ńıch č́ısel jednotlivých matic (viz tabulky uvedené ńıže).
Tabulka 2 nám představuje pr̊uměr a Tabulka 3 ukazuje směrodatné odchylky poměru
reálných vlastńıch č́ısel ke všem vlastńım č́ısl̊um vygenerovaných obecných gaussovských
matic řádu n.

n 1 2 4 7 10 30 50

k

10 1.00 0.66 0.52 0.40 0.26 0.16 0.12

100 1.00 0.69 0.48 0.35 0.30 0.16 0.12

200 1.00 0.72 0.50 0.36 0.30 0.16 0.13

500 1.00 0.72 0.50 0.37 0.29 0.16 0.12

Tabulka 2: Pr̊uměry poměr̊u počtu reálných a všech vlastńıch č́ısel

Vid́ıme, že Tabulka 1 s očekávaným počtem reálných vlastńıch č́ısel se shoduje s výsledky
naš́ı simulace, které jsou zaznamenány v Tabulace 2.
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n 1 2 4 7 10 30 50

k

10 0.00 0.49 0.20 0.16 0.14 0.06 0.03

100 0.00 0.46 0.27 0.17 0.13 0.06 0.04

200 0.00 0.45 0.26 0.18 0.13 0.06 0.04

500 0.00 0.44 0.26 0.17 0.13 0.05 0.04

Tabulka 3: Směrodatné odchylky poměr̊u počtu reálných a všech vlastńıch č́ısel

Obrázek 4.1: Poměry reálných vlastńıch č́ısel závisej́ıćıch na řádu matice n, pro k = 10

Obrázek 4.2: Poměry reálných vlastńıch č́ısel závisej́ıćıch na řádu matice n, pro k = 100
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Obrázek 4.3: Poměry reálných vlastńıch č́ısel závisej́ıćıch na řádu matice n, pro k = 200

Z obrázk̊u snadno vypozorujeme, že se směrodatné odchylky, se zvyšuj́ıćım se řádem
matic, zmenšuj́ı.

Pro zaj́ımavost uvedeme ještě dobu délky výpočt̊u poměr̊u reálných vlastńıch č́ısel vzhle-
dem ke všem vlastńım č́ısl̊um pro r̊uzný počet gaussovských matic.

k 10 100 200 500

čas[sec] 1.133 2.787 4.627 9.253

Tabulka 4: Čas potřebný k výpočtu simulace pro r̊uzný počet matic

4.2 Hustota pravděpodobnosti vlastńıch č́ısel

V teorii náhodných matic je hustotě pravděpodobnosti vlastńıch č́ısel věnována velká
pozornost. Je d̊uležitou součást́ı teoretických poznatk̊u a je popisována předevš́ım pomoćı
dvou zákon̊u. Jsou jimi Girk̊uv kruhový zákon a Wigner̊uv polokruhový zákon. V této části
práce je oba zformulujeme a pomoćı prostřed́ı MATLAB demonstrujeme simulace pro námi
zvolené gaussovské matice velkých řád̊u n.

4.2.1 Girk̊uv kruhový zákon

Nejprve budeme brát v úvahu obecné gaussovské matice řádu n, jejichž vlastńı č́ısla
jsou popsána pomoćı Girkova kruhového zákonu.

Definice 19. Necht’ A je čtvercová matice řádu n s vlastńım č́ıslem λ ∈ C, pak náhodnou
veličinu

Λ =
λ√
n

√
2 (4.1)

nazýváme normalizované vlastńı č́ıslo.
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Protože se v této práci zabýváme čtvercovými maticemi řádu n, tak můžeme ř́ıci, že
každá naše náhodná matice bude mı́t nanejvýš n r̊uzných vlastńıch č́ısel.

Věta 20. (Girk̊uv kruhový zákon) Necht’ Λ jsou normalizovaná vlastńı č́ısla obecné gaussov-
ské matice řádu n. Pro n → ∞ jsou rozptýlena rovnoměrně v jednotkovém kruhu se stře-
dem v počátku komplexńı roviny. Hustota pravděpodobnosti normalizovaných vlastńıch č́ısel
obecných gaussovských matic je dána vztahem

f(λ) =
1

π
θ(1− | λ |), (4.2)

kde | λ | představuje absolutńı hodnotu maximálńıho normalizovaného vlastńıho č́ısla obecné
gaussovské matice A a θ je jednorozměrnou nespojitou Heavisideovou funkćı určenou před-
pisem

θ(x) =

{
0, pro x ≤ 0,

1, pro x > 0.
(4.3)

Důkaz uvedeného tvrzeńı najdeme např́ıklad v [21].

V prostřed́ı MATLAB si demonstrujeme Girk̊uv kruhový zákon pro obecnou gaussovskou
matici řádu n = 300.

Obrázek 4.4: Girk̊uv kruhový zákon pro obecnou gaussovskou matici řádu n = 300

Hustěǰśı vykresleńı vlastńıch č́ısel obecné gaussovské matice dostáváme pro matici
vyšš́ıho řádu, např. pro n = 1000 nebo pro n = 3000.
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Obrázek 4.5: Girk̊uv kruhový zákon pro obecnou gaussovskou matici řádu n = 1000

Obrázek 4.6: Girk̊uv kruhový zákon pro obecnou gaussovskou matici řádu n = 3000

n 300 1000 3000

čas [sec] 2.688 7.948 70.847

Tabulka 5: Čas potřebný k výpočtu jednotlivých simulaćı

Daľśı simulace v prostřed́ı MATLAB jsou zaměřeny na analýzu toho, kolik procent
vlastńıch č́ısel lež́ı mimo jednotkový kruh. Vzhledem k tomu, že Girk̊uv kruhový zákon,
formulovaný ve Větě 20, plat́ı limitně, lze očekávat, že pro větš́ı hodnoty n se bude počet
vlastńıch č́ısel lež́ıćıch mimo jednotkový kruh zmenšovat. V tabulkách uvedených ńıže si
můžeme všimnout, že se zvyšuj́ıćım se řádem matice n se opravdu snižuje procento vlast-
ńıch č́ısel, které lež́ı mimo jednotkový kruh. To je zapř́ıčiněno právě t́ım, že Girk̊uv kruhový
zákon plat́ı pouze limitně pro n→∞.
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Volili jsme řád matice n = 2, 4, 10, 100, 200, 500, 800 a 1000. Poznamenejme, že jsme
pro porovnáńı výsledk̊u spustili simulaci pro stejný počet vlastńıch č́ısel (10 000) u každé
matice s řádem n.

n 2 4 10 100 200 500 800 1000

% 23.7 18.3 11.4 3.6 2.5 1.9 1.2 1.1

Tabulka 6: Počet procent vlastńıch č́ısel lež́ıćıch mimo jednotkový kruh

Obrázek 4.7: Závislost počtu procent vlastńıch č́ısel mimo jednotkový kruh na řádu matice n

4.2.2 Wigner̊uv polokruhový zákon

Nyńı se dostáváme k matićım symetrickým a budeme uvažovat čtvercové matice ze sku-
piny matic GOE či GUE. Hermiticita (resp. symetričnost) matice nám zaručuje, že vlastńı
č́ısla budou reálná. To vyplývá z Tvrzeńı 1b a Tvrzeńı 1f na straně 10.

Věta 21. (Wigner̊uv polokruhový zákon I) Necht’ A je čtvercová symetrická matice velkého
řádu n ze skupiny matic GOE či GUE, pak pro hustotu pravděpodobnoti vlastńıch č́ısel plat́ı

f(λ) =
1

2πn
θ

(
2
√
n− | λ√

n

√
2 |
)√

4n−
(
λ√
n

√
2

)2

, (4.4)

lim
n→∞

f(λ) =
1

2π

√
4− λ2, pro | λ |≤ 2, (4.5)

kde n je rozměr matice.
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Důkaz této věty můžeme nalézt např́ıklad v [22].

Nı́že si demonstrujeme, že vztah (4.5) zobrazuje tvar polokružnice pro vlastńı č́ısla sy-
metrických náhodných matic. Vezmeme si matice řádu n = 5, 100, 1000 a 5000 splňuj́ıćı
zadané předpoklady postupně pro matice GOE a GUE.

Simulaci jsme upravili tak, aby byl vždy vykreslený stejný počet vlastńıch č́ısel (10 000)
a měnili jsme pouze řád matice n. Začněme tedy se simulaćı pro gaussovskou ortogonálńı
matici (GOE).

Obrázek 4.8: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GOE řádu n = 5

Obrázek 4.9: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GOE řádu n = 100
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Obrázek 4.10: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GOE řádu n = 1000

Obrázek 4.11: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GOE řádu n = 5000

n 5 100 1000 5000

čas [sec] 0.342 0.485 17.115 123.763

Tabulka 7: Čas potřebný k výpočtu jednotlivých simulaćı

Vid́ıme, že Wigner̊uv polokruhový zákon opravdu zobrazuje vlastńı č́ısla čtvercových
symetrických matic do tvaru polokružnice a se zvyšuj́ıćım se řádem matice n, se v́ıce při-
bližuje k požadovanému tvaru.

Nyńı provedeme tu samou simulaci, s t́ım rozd́ılem, že použijeme gaussovskou unitárńı
matici (GUE).
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Obrázek 4.12: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GUE řádu n = 5

Obrázek 4.13: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GUE řádu n = 100

Obrázek 4.14: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GUE řádu n = 1000
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Obrázek 4.15: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici GUE řádu n = 5000

n 5 100 1000 5000

čas [sec] 0.589 0.830 23.357 450.577

Tabulka 8: Čas potřebný k výpočtu jednotlivých simulaćı

Také u tohoto typu náhodné matice vid́ıme, že se zvyšuj́ıćım se řádem n se přibližujeme
požadovanému tvaru.

Abychom vyzkoušeli všechny skupiny náhodných matic s prvky normovaným normál-
ńım rozděleńım N(0,1), o kterých se v této práci zmiňujeme, muśıme se zaměřit na formu-
laci Wignerova polokruhového zákonu pro matice ze skupiny pásových náhodných matic
(BRME).

Věta 22. (Wigner̊uv polokruhový zákon II) Necht’ A je matićı ze skupiny matic BRME,
pak hustota pravděpodobnosti vlastńıch č́ısel, popsaná Wignerovým zákonem, má tvar

f(λ) =
θ(c− | λ |)

πc2

√
c2 − λ2, (4.6)

kde

c2 =
4b

n
(2n− b+ 1). (4.7)

Důkaz věty je uveden např́ıklad v [22].

Také pro tento př́ıpad jsme provedli řadu simulaćı, které nám demonstruj́ı chováńı
vlastńıch č́ısel BRME pro r̊uzné řády matic.
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Obrázek 4.16: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici BRME řádu n = 5

Obrázek 4.17: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici BRME řádu n = 100

Obrázek 4.18: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici BRME řádu n = 1000
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Obrázek 4.19: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matici BRME řádu n = 5000

n 5 100 1000 5000

čas [sec] 0.355 0.521 18.210 112.864

Tabulka 9: Čas potřebný k výpočtu jednotlivých simulaćı

Názorně jsme demonstrovali, že hustota pravděpodobnosti vlastńıch č́ısel matice ze sku-
piny pásových náhodných matic BRME splňuje tvar polokružnice stejně jako v př́ıpadě
pro náhodné matice ze skupiny gaussovských ortogonálńıch matic GOE či gaussovských
unitárńıch matic GUE.

[16, 18, 19]

4.3 Hustota pravděpodobnosti vzdálenosti vlastńıch

č́ısel

Vı́me, že vlastńı č́ısla matic skupin GOE, GUE či BRME jsou reálná, a lze je tedy
uspořádat dle velikosti. Rozd́ıl po sobě jdoućıch vlastńıch č́ısel je opět náhodná veličina.
V následuj́ıćı kapitole se budeme zaob́ırat myšlenkou, jak vypadá hustota pravděpodobnosti
rozděleńı této vzdálenosti.

Poznamenejme nyńı, že skutečná podoba vztahu hustoty pravděpodonosti nebyla prozat́ım
analyticky nalezena, a proto se využ́ıvaj́ı r̊uzné aproximace, které jsou v́ıce či méně přesné.

Nejznáměǰśı a v praxi nejv́ıc použ́ıvanou aproximaćı je Izrailevova formule.

Věta 23. (Izrailevova formule) Necht’ A je Wignerova matice, pak aproximace hustoty
pravděpodobnosti rozděleńı vzdálenosti vlastńıch č́ısel matice A má tvar

f(r) ≈ θ(r)A
(πr

2

)β
e

−βπ2r2
16

−(B−βπ
4
)r. (4.8)
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Parametry A a B jsou normalizačńı konstanty Izrailevovy formule, které nám zajǐst’uj́ı,
aby vztah byl hustotou pravděpodobnosti a aby středńı hodnota vzdálenosti vlastńıch
č́ısel byla rovna jedné. Parametr β charakterizuje strukturu matice a lze ukázat, že pro
Wignerovy matice jsou hodnoty parametru β definované takto

β = 1 pro skupinu GOE,
β = 2 pro skupinu GUE,
β ∈ 〈0,1) pro skupinu matic BRME a pro velká n a b plat́ı vztah

β =
1, 4b2

n+ 1, 4b2
.

Tato věta je dokázána např́ıklad v [23].

Stejně jako u předešlých dvou vlastnost́ı, tak i zde uvedeme obrázky s vykreslenou hus-
totu pravděpodobnosti pro náhodné matice skupin GOE, GUE i BRME. Budeme použ́ıvat
řád matice n = 50, 300, 1000 a 3000.
Demonstrujeme si tedy také tuhle vlastnost v prostřed́ı MATLAB. Začněme s gaussovskou
ortogonálńı matićı GOE.

Obrázek 4.20: Izrailevova formule pro matici GOE řádu n = 50
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Obrázek 4.21: Izrailevova formule pro matici GOE řádu n = 300

Obrázek 4.22: Izrailevova formule pro matici GOE řádu n = 1000

Obrázek 4.23: Izrailevova formule pro matici GOE řádu n = 3000
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Jako daľśı skupinu náhodných matic použijeme gaussovské unitárńı matice GUE a vez-
meme opět v úvahu řády matic n = 50, 300, 1000 a 3000.

Obrázek 4.24: Izrailevova formule pro matici GUE řádu n = 50

Obrázek 4.25: Izrailevova formule pro matici GUE řádu n = 300
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Obrázek 4.26: Izrailevova formule pro matici GUE řádu n = 1000

Obrázek 4.27: Izrailevova formule pro matici GUE řádu n = 3000

Posledńı skupinou ze skupiny náhodných matic jsou náhodné pásové matice BRME.
Také u této matice znázorńıme Izrailevovu formuli pro náhodné matice řádu n = 50, 300,
1000 a 3000.
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Obrázek 4.28: Izrailevova formule pro matici BRME řádu n = 50

Obrázek 4.29: Izrailevova formule pro matici BRME řádu n = 300

Obrázek 4.30: Izrailevova formule pro matici BRME řádu n = 1000

49



Obrázek 4.31: Izrailevova formule pro matici BRME řádu n = 3000

n 5 300 1000 3000

typ matice

GOE 0.272 1.487 7.416 59.365

GUE 0.385 3.135 22.519 121.325

BRME 0.261 1.125 6.947 56.597

Tabulka 10: Časy v [sec] potřebné k výpočtu jednotlivých simulaćı

Připomeňme, že Izrailev̊uv vztah je pouze vhodnou aproximaćı skutečné hustoty pravdě-
podobnosti vzdálenosti vlastńıch č́ısel. Jak jsme již zmı́nili, můžeme nalézt mnoho daľśıch
aproximaćı této hustoty pravděpodobnosti. Pro úplnost uvedeme daľśı dvě aproximace,
které se využ́ıvaj́ı mı́sto Izrailevovy formule:

Wignerova domněnka (1958):

fWIG(r) ≈ θ (r)Arβe−Br
2

Izrailev - Casati - Molinariho rozděleńı (1991):

fICM(r) ≈ θ (r)Arβ (1 +Bβr)g(B) e
−βπ2r2

16 − 1

2
π

(
1− 1

2
β

)
r,

kde g (β) = 2β

β

(
−1

2
β
)

- 0,16874.

Pro zaj́ımavost poznamenejme, že Izrailevova formule vznikla v roce 1988.

[16, 18, 19]
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Kapitola 5

Vlastnosti negaussovských
náhodných matic

V následuj́ıćı kapitole se budeme zabývat myšlenkou, zda vlastnosti vlastńıch č́ısel uve-
dených v Kapitole 4 (Vlastnosti gaussovských matic) plat́ı také pro náhodné čtvercové
matice s prvky s jiným rozděleńım, než maj́ı matice, jejichž prvky jsou náhodné veličiny
s normovaným normálńım rozděleńım N(0,1).

Vzhledem k tomu, že nejsou v této oblasti zat́ım známé žádné analytické výsledky,
pokuśıme se źıskat odpovědi pouze pomoćı simulaćı provedených v prostřed́ı MATLAB
a to na matićıch s náhodnými veličinami spojitého typu.

Pro ůplnost si zde vyṕı̌seme pravděpodobnostńı rozděleńı, se kterými budeme simulovat
vlastnosti vlastńıch č́ısel náhodných čtvercových matic. Bĺıže jsme je rozepsali v Kapitole 1
na straně 14-15.

Gama rozděleńı

Exponenciálńı rozděleńı

Spojité rovnoměrné rozděleńı

[2, 4, 19]

5.1 Girk̊uv kruhový zákon

Začněme s testováńım Girkova kruhového zákonu a názorně si jej demonstrujme na vlast-
ńıch č́ıslech náhodných čtvercových matic velkého řádu n.
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V prvńı simulaci použijeme gama rozděleńı s r̊uznými hodnotami parametr̊u α a β.

Z výsledk̊u simulace je patrné, že poloměr kruhu, ve kterém se nacháźı normalizovaná
vlastńı č́ısla náhodné matice neńı vždy roven jedné. Jednoduše vypozorujeme, že vše zálež́ı
na parametrech α a β. Poloměr kružnice je dán vztahem

ρ =
√
αβ2 =

√
αβ =

√
DX, (5.1)

což je směrodatná odchylka prvk̊u náhodné matice.

Obrázek 5.1: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice s gama rozděleńım, α = 1, β = 1

Obrázek 5.2: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice s gama rozděleńım, α = 4, β = 1
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Obrázek 5.3: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice s gama rozděleńım, α = 0.04, β = 3

Ve druhé simulaci budeme použ́ıvat exponenciálńı rozděleńı a zvoĺıme opět r̊uzné
hodnoty parametru δ. Jak v́ıme, rozptyl prvk̊u matice je daný

DX = δ2, (5.2)

a proto poloměr kruhu, ve kterém jsou vykreslena normalizovaná vlastńı č́ısla náhodné
matice s prvky s exponenciálńım rozděleńım bude

ρ =
√
DX =

√
δ2 = δ. (5.3)

Obrázek 5.4: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice s exponenciálńım rozděleńım, δ = 1,
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Obrázek 5.5: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice s exponenciálńım rozděleńım, δ = 1.2

Obrázek 5.6: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice s exponencálńım rozděleńım, δ = 0.5

Jako posledńı simulaci pro Girk̊uv kruhový zákon zvoĺıme náhodné matice s prvky
se spojitým rovnoměrným rozděleńım a použijeme r̊uzné hodnoty parametr̊u a a b.
Rozptyl prvk̊u matice je dán vztahem

DX =
(b− a)2

12
, (5.4)

a tud́ıž poloměr kruhu, ve kterém jsou normalizovaná vlastńı č́ısla matice vykreslena, je

ρ =
√
DX =

√
(b− a)2

12
=

(b− a)√
12

. (5.5)
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Obrázek 5.7: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice se spojitým rovnoměrným rozděleńım,
a = 0, b =

√
12

Obrázek 5.8: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice se spojitým rovnoměrným rozděleńım,
a = 1, b = 5

Obrázek 5.9: Girk̊uv kruhový zákon náhodné matice se spojitým rovnoměrným rozděleńım,
a = 1, b = 0

55



Demonstrovali jsme Girk̊uv kruhový zákon na čtvercových náhodných matićıch s prvky
s r̊uzným rozděleńım pravděpodobnosti. Zjistili jsme, že poloměr kruhu, ve kterém se
nacházej́ı normalizovaná vlastńı č́ısla matice, odpov́ıdá směrodatné odchylce.
Poznamenejme, že v simulaćıch jsme použ́ıvali náhodné čtvercové matice řádu n = 1000.

Dı́ky pozorováńı r̊uzných simulaćı jsme schopni vyslovit domněnku, která nám před-
stavuje zobecněńı zákona o vlastńıch č́ıslech náhodných čtvercových matic.

Věta 24. (Zobecněný Girk̊uv kruhový zákon) Necht’ A je čtvercová náhodná matice řádu n
s prvky z libovolného spojitého rozděleńı s existuj́ıćım a konečným rozptylem prvk̊u DX, pak
pro n → ∞ jsou normalizovaná vlastńı č́ısla matice A rovnoměrně rozptýlena v kruhu se
středem v počátku komplexńı roviny. Poloměr dané kružnice odpov́ıdá hodnotě ρ =

√
DX.

5.2 Wigner̊uv polokruhový zákon

Budeme pokračovat v simulaćıch vlastnost́ı vlastńıch č́ısel čtvercových náhodných matic
řádu n a demonstrujeme si Wigner̊uv polokruhový zákon pomoćı prostřed́ı MATLAB.
Simulace budeme provádět stejným zp̊usobem jako u předešlého Girkova kruhového zákonu.
Zobraźıme si výsledky test̊u a uvedeme hodnoty parametr̊u pro jednotlivá pravděpodob-
nostńı rozděleńı. Také nyńı budeme testovat matice, jejichž prvky jsou náhodné veličiny
s jiným než s normovaným normálńım rozděleńım N(0,1).

Pokud zvoĺıme parametry tak, aby rozptyl prvk̊u DX byl roven jedné, požadovaný tvar
Wignerova polokruhového zákonu bude zachován. To se budeme snažit v těchto simulaćıch
splnit a z obrázk̊u bude patrné, že lze očekávat, že Wigner̊uv polokruhový zákon plat́ı
i pro matice s prvky s jiným rozděleńım pravděpodobnosti.

Z pozorováńı několika simulaćı jsme zjistili, že v př́ıpadě vyšš́ıho rozptylu DX (resp.
nižš́ıho), bude také vyšš́ı rozptyl vlastńıch č́ısel (resp. nižš́ı). To se dá vysvětlit t́ım, že neńı
splněna předpověd’ o maximálńı hodnotě vlastńıho č́ısla, pokud je rozptyl roven hodnotě
vyšš́ı (resp. nižš́ı) než jedna.

Prvńı simulaci provedeme s použit́ım spojitého rovnoměrného rozděleńı a opět
se přesvědč́ıme, že je naše domněnka o Wignerově polokruhovém zákonu správná. Poz-
namenejme, že budeme brát řád matice n = 100 a 500.
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Obrázek 5.10: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matice se spojitým rovnoměrným
rozděleńım, n = 100

Obrázek 5.11: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matice se spojitým rovnoměrným
rozděleńım, n = 500

Ve druhé simulaci použijeme rozděleńı exponenciálńı s parametrem δ = 1 a pokuśıme
se ověřit naš́ı domněnku také pro matice s prvky s právě takovým rozděleńım.
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Obrázek 5.12: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matice s exponenciálńım rozděleńım,
n = 100

Obrázek 5.13: Wigner̊uv polokruhový zákon pro matice s exponenciálńım rozděleńım,
n = 500

Z obrázk̊u je zřejmé, že většina vlastńıch č́ısel matice s prvky s exponenciálńım rozděleńım
splňuje Wigner̊uv polokruhový zákon, ale některá vlastńı č́ısla se vyskytuj́ı mimo polokružnici.
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Pomoćı numerických test̊u v prostřed́ı MATLAB jsme si demonstrovali, že Wigner̊uv
polokruhový zákon plat́ı alespoň pro většinu vlastńıch č́ısel symetrických čtvercových náhod-
ných matic řádu n s náhodnými veličinami i jiného rozděleńı, než bylo normované normálńı
rozděleńı N(0,1). Podmı́nkou je, že muśıme zachovat jednotkový rozptyl prvk̊u DX.

Zkuśıme si tedy zobecnit Wigner̊uv polokruhový zákon pro symetrické čtvercové matice
řádu n.

Věta 25. (Zobecněný Wigner̊uv polokruhový zákon) Necht’ A je symetrická čtvercová
matice řádu n, jej́ı̌z prvky jsou s libovolným rozděleńım pravděpodobnosti, přičemž rozptyl
prvk̊u DX = 1, pak hustota pravděpodobnosti vlastńıch č́ısel je popsána pomoćı Wignerova
polokruhového zákonu.

5.3 Izrailevova formule

Posledńı simulaćı v této práci je vykresleńı Izrailevovy formule pro negaussovské matice.
Použijeme spojité rovnoměrné rozděleńı a exponenciálńı rozděleńı stejně jako v předešlých
př́ıpadech.

Pokud se zamysĺıme nad hustotou pravděpodobnosti vzdálenosti vlastńıch č́ısel náhod-
ných matic, uvědomı́me si, že záviśı na jejich rozděleńı. Můžeme tedy předpokládat, že
Izrailevova formule bude platit, pokud bude zachován jednotkový rozptyl prvk̊u.

Jako prvńı si demonstrujeme Izrailevovu formuli pro matice s prvky se spojitým
rovnoměrným rozděleńım pro náhodnou matici s řádem n = 5, 10 a 20.

Obrázek 5.14: Izrailevova formule pro matice se spojitým rovnoměrným rozděleńım, n = 5
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Obrázek 5.15: Izrailevova formule pro matice se spojitým rovnoměrným rozděleńım, n = 10

Obrázek 5.16: Izrailevova formule pro matice se spojitým rovnoměrným rozděleńım, n = 20

V posledńı simulaci použijeme exponenciálńı rozděleńı pro prvky náhodných matic
s řádem n = 5, 10 a 20. Přilož́ıme opět obrázky a zjist́ıme, že tvar Izrailevovy formule je
také téměř totožný s obrázky Izrailevovy formule pro matice gaussovké.
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Obrázek 5.17: Izrailevova formule pro matice s exponenciálńım rozděleńım, n = 5

Obrázek 5.18: Izrailevova formule pro matice s exponenciálńım rozděleńım, n = 10

Obrázek 5.19: Izrailevova formule pro matice s exponenciálńım rozděleńım, n = 20

61



Pokuśıme se zobecnit Izrailevovu formuli pro čtvercovou matici řádu n s libovolným
pravděpodobnostńım rozděleńım.

Věta 26. (Zobecněńı Izrailevovy formule) Necht’ A je čtvercová náhodná matice řádu n
s prvky s libovolným rozděleńım pravděpodobnosti, přičemž rozptyl prvk̊u DX = 1. Pak je
hustota pravděpodobnosti vzdálenosti vlastńıch č́ısel matice A popsána pomoćı Izrailevovy
formule.
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Závěr

Prvńı kapitola této práce je věnována základńım pojmům týkaj́ıćıch se matic, vlastńım
č́ısl̊um a náhodným veličinám. V daľśı části jsme se věnovali gaussovským matićım (obecné
gaussovské matice, gaussovské ortogonálńı matice GOE, gaussovské unitárńı matice GUE
a náhodné pásové matice BRME), vlastnostem vlastńıch č́ısel a vzdálenosti reálných vlast-
ńıch č́ısel. V této kapitole jsme formulovali Girk̊uv kruhový zákon, Wigner̊uv polokruhový
zákon a Izrailevovu formuli. Posledńı část je věnovaná matićım negaussovským a v prostřed́ı
MATLAB jsme demonstrovali výše zmiňované zákony také pro tyto matice.

Z výsledk̊u simulaćı lze usuzovat, že zákony a tvrzeńı týkaj́ıćı se vlastńıch č́ısel náhod-
ných matic můžeme zobecnit pro náhodné matice s prvky s jiným než s normovaným nor-
málńım rozděleńımN(0,1). Simulace byly provedeny se základńımi typy spojitých rozděleńı,
ale můžeme tvrdit, že zákony budou platit pro libovolné rozděleńı. Bylo by však samozřej-
mě nutné provést daľśı simulace, numerické testy a nast́ınit analytické d̊ukazy, abychom
naši domněnku mohli s jistotou potvrdit.
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[4] Richard Hindls, Stanislava Hronová, Jan Seger, and Jakub Fisher. Statistika pro
ekonomy. Professional publishing, 2007.
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