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Abstrakt

Tato prace je vénovana dynamickym systémum s hladkou a po ¢astech hladkou pravou
stranou. Jsou popsany rozdily postacujicich podminek existence feseni pocateéni tlohy
téchto systému. Déle jsou zminény bifurkace v systémech s hladkou pravou stranou a ve
spojitych systémech s po ¢astech hladkou pravou stranou. Dale prace obsahuje popis dvou
matematickych modelt hracky datel na tyci. Poté je predstaven algoritmus, ktery dokaze
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je sepsan kratky seznam periodickych feseni vyskytujicich se v systému.

Klicova slova: dynamické systémy, Filippovovy systémy, datel na tyci, bifurkace

Abstract

This thesis is devoted to dynamic systems with smooth and piecewise smooth right-
hand side. The differences between conditions for the existence of solutions of initial value
problems of the systems are shown. After that, bifurcations in systems with smooth right-
hand side and bifurcations in continuous systems with piecewise-smooth right-hand side
are mentioned. The thesis also contains a description of two mathematical models of the
Woodpecker toy. Furthermore, an algorithm which is able to draw a bifurcation diagram
of periodic solutions of a more complex woodpecker model is presented. And finally, a
short list of periodic solutions occurring in the system is provided.
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Kapitola 1

Uvod

Prvni ¢ast této prace je vénovana existenci feseni pocatecni tlohy pro dynamické
systémy. Je dan diraz na rozdil mezi systémy se spojitou a po castech spojitou pra-
vou stranou. Je zminéna pokrocila teorie mnohoznac¢nych funkci, kterda nam pomtuze pri
ovéreni existence feseni systému s po castech pravou stranou. Déle jsou popsany zakladni
bifurkace, které se vyskytuji v systémech s hladkou pravou stranou a poté je predstavena
analyza bifurkaci v systémech se spojitou po castech hladkou pravou stranou.

Druhé ¢ast prace je vénovana dvéma systémtm pohybovych rovnic datla na tyci. Bu-
tuje klouzavy pohyb. Nakonec vytvorime bifurka¢ni diagram periodického feseni pomoci
Poincarého zobrazeni.



Kapitola 2
Dynamické systémy

V této kapitole predstavime typy dynamickych systémi, kterym se budeme vénovat
v nasledujicich kapitolach této prace. Systémy predstavime na konkrétnich jednoduchych
modelech. Pijde o dynamické systémy s hladkou pravou stranou, spojité systémy s po
castech hladkou pravou stranou, systémy s po ¢astech spojitou pravou stranou.

Jednim z velmi zndmych modeli je matematické kyvadlo. Model matematického ky-
vadla se sklddd z hmotného bodu o hmotnosti m[kg] a zadvésu. Schéma je na obr. 2.1.
Model matematického kyvadla napiSeme ve tvaru dynamického systému (tj. x = f(¢,x)),

-~
mgsin(x) ‘ mg

Obrazek 2.1: Matematické kyvadlo

tedy systém ma tvar

jjl = T2,

. k g . (2.1)

To = ——T9 — 7SI Ty,

m [

kde g[m/s?] je gravitatni konstanta, [[m] je délka zdvésu, na kterém je povéSen hmotny
bod a k je koeficient tfeni. Model matematického kyvadla je odvozen ze zakont klasické
mechaniky, ale pokud bychom uvazovali, ze se matematické kyvadlo pohybuje rychlosti
blizké rychlosti svétla, ma smysl do odvozeni modelu zahrnout specidlni teorii relativity.



Potom ma model tvar

jfl = T2,

3 3
: 9 (lz2)*\ k (l2)? (2.2)
Ty = —= 1 - sinz; — —x 1——1,
l c? m c?

kde [, g, k maji stejny vyznam jako v systému (2.1) a ¢ je hodnota rychlosti svétla ve vakuu.
Redlnéjsi fyzikalni smysl tohoto modelu je pohyb elektrostatického naboje po kruznici.
Hlavnim rozdilem mezi systémy (2.1) a (2.2) je takovy, ze hodnota z5 v (2.2) muze

nabyvat hodnot takovych, ze —7 <z < T V pripadé, ze lzo << ¢, tak mtizeme ¢ — o0,

potom rovnice v (2.1) pejdou limitné k rovnicim v (2.1). Na obr. 2.2 jsou zobrazeny fazové
portréty obou systému. Konstanta je zvolena ¢ = 4 pro zvyraznéni rozdilit mezi systémy.
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Obrazek 2.2: Fazové portréty pro systémy (2.1)(¢ast (a) (c)), Fazové portréty pro systém
(2.2) (¢ast (b) (d))

7 tazovych portréti na obr. 2.2 pro kyvadlo se specidlni teorii relativity, lze vidét, ze
c
pfi pocatecni podmince x4(0) = — zlstava rychlost konstantni a vychylka roste linearné.

Pak analytické Teseni pro tuto pocatecni tilohu ma tvar

21(t) = %t + 21(0).

Existenci feseni pocatecnich tloh, vyse zminénych systému nam zarucuje nasledujici véta.



Véta 2.1 (Existence a jednoznacnost feseni spojitych systému). UvazZujme
n-dimenziondlni dynamicky systém X = f(t,x) se spojitou pravou stranou f a bod
(to,x0) € R x R". Pak plati nasledujici:

1. Existuje resent systému na otevreném intervalu (tg — 0,19 + 0), pro 6 > 0.

2. Je-li f(t,x) linedrné omezend, tj. pokud existuji kladné konstanty K a C' takové, Ze
pro pravou stranu systému plati

1f(t )2 < K|x[l +C,  V(t,x) € R xR, (2.3)
potom existuje resent pro t € (—o0,00), takové, Ze x(ty) = Xg.

3. Je-li f(t,x) je lipschitzovskd, tj. existuje konstanta L takovd, Ze plati
If(,x) = f(t,y)lla < LIx —yl2, Vx,y € R, (2.4)

potom existuje jednoznacné resent systém pro t € (—o00,00), takové, Ze x(ty) = Xo.

Diky vété 2.1 muzeme Tici, ze pro systémy (2.1) a (2.2) existuje feseni pocatecni tlohy.

Tyto systémy maji pravé strany nelinearni a pro vétsinu takovych systému nejsme
schopni nalézt analytické feseni. Proto pravé strany zlinearizujeme, abychom byli schopni
ziskat analytické feSeni alespon zlinearizovaného systému.

Zlinearizovand verze systémiu (2.1) a (2.2) mé tvar

jjl = T2,

. k g (2.5)
Lo = ——To — 1.
m [
Systém (2.5) popisuje pohyb linedrniho harmonického oscilatoru. Jeho fazové portréty jsou

zobrazeny na obr. 2.3. Pti analyze stability stacionarnich feseni v hladkych systémech se
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Obrézek 2.3: (a) Fazovy portrét systému (2.5) (b) Fazovy portrét systému (2.5)

vyuziva Jacobiho matice, kterd méa obecny tvar
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a pak jeji vlastni ¢isla urcuji stabilitu stacionarniho reseni, viz kapitola 4. Napriklad
Jacobiho matice pro systém (2.1) mé tvar

0 1
J(x1,20) = [—gcosxl k] . (2.7)
l

Pokud do modelu matematického kyvadla pridame zarazku, viz obr. 2.4, potom pohyb
kyvadla popisuje systém

'jjl = Ty,

k 2.8
x'gz—gsin+x1+gsin_x1——x2, (2:8)

ll ) m

kde sin® 2 = max{sinz,0} a sin” 2 = max{—sinz,0}. Z rovnic v systému (2.8) je jasné,
ze prava strana systému (2.4) neni hladké, ale jen spojitd a po ¢astech hladké funkce.
Pokud by nas zajimala existence a jednoznacnost feseni pocatec¢ni ulohy, lze na tento
systém vyuzit vétu 2.1, ve které je v predpokladech pouze spojitost pravé strany systému
a nikoliv hladkost.

11
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Obrazek 2.4: Matematické kyvadlo se zarazkou

Verze systému (2.4) s po ¢astech linedrni pravou stranou ma tvar

X1 = T,

2.9
O L (29)
ll m

[
Vytvoreni Jacobiho matice po ¢astech hladkému systému se budeme zabyvat v nésledujici
kapitole.
Nyni predstavime systém s po ¢astech spojitou pravou stranou modelu matematického
kyvadla s kombinovanym suchym (Coulombovo) tfenim a viskdznim tfenim a tedy systém
ma tvar

Ty =

jjl = Tg,
d k (2.10)

. g .
To = —=sinxz; — —sgn (z3) cOsS T — —Iy
m m

l
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(a) (b)
Obrézek 2.5: (a) Graf funkce y = sin™ (x) (b) Graf funkce y = —sin™ ()

Tt sl

(a) l=1,1, =02,k =0 (b)l=1,1 =0.2,k=0.5

Obrazek 2.6: (a) Fazovy portrét systému (2.8) (b) Fazovy portrét systému (2.8)

a jeho ¢astecné linearizovanou verzi, v podobé harmonického oscilatoru se suchym tfenim
a systém ma tvar
jjl = Ty,
d k (2.11)

g
Ty = =21 = —sgn (x9) — —a,
m m

kde d je koeficient suchého tfeni a k koeficient viskozniho treni. PovSimnéme si, ze
pravé strany systému (2.10) a (2.11) nejsou spojité na definiénim oboru, ale jsou jen po
castech spojité. Tedy podle véty 2.1 nemiizeme tict nic o existenci a jednoznacnosti reseni
pocatecni tlohy takovych systému. Abychom mohli Fici, jestli existuje Feseni pocatecni
ulohy systému, jehoz prava strana je po ¢astech spojitd, potom bude potieba zavést
pokrocilou teorii mnohoznac¢nych funkci. Existenci feseni systému s po ¢astech spojitou
pravou stranou se budeme vénovat v nasledujici kapitole.

Vyznamnym rozdilem proti viskéznim tifenim je takovy, ze pohyb hmotnych bodi se
zastavi v koneéném case, viz obr. 2.7.



J/
. \\\W\W\W =
WA
ey

7l
i
I

1

1, k=0.2, m=

:17 d:

1

(b)
Obrazek 2.7: (a) Fazovy portrét systému (2.10) (b) Fazovy portrét systému (2.11)
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Kapitola 3

Nehladké systémy

V této kapitole predstavime zakladni teorii pro mnohoznaéné funkce. Tato teorie ndm
pomiize k zavedeni feseni pocatecéni tlohy po ¢astech spojitého systému.

Nyni se vratime ke kyvadlu se suchym trenim a budeme studovat existenci reseni
pocatecni tlohy. Tento systém ma tvar

il - fﬂg,
d k (3.1)

. g .
To = —=sinz; — — sgn (zg) cos 1 — —T.
m m

l

Systém (3.1) mizeme rozdélit na dva systémy s hladkou pravou stranou

-1'.1 = T2,
. g . d k (3.2)
9 = —=sinxy — — cosxy — —xg, pro xg > 0,
[ m m
a .
T = Tg,
. g .. d (3.3)
T9g = —=sinx; + —cosxy — —xa, pro xa < 0.
[ m m
Oznac¢ime funkci h(z zy) = x9, kterd pro h(zy,x9) > 0 popisuje mnozinu, na niz je
uvazovana rovnice (3.2) a pro h(zi,x2) < 0 mnozinu, kde je uvazovan systém (3.3).
Mnozina h(zy,x2) = 0, popisuje nespojitost vektorového pole systému (3.1). Takova

funkce se v literature nazyva indikatorova funkce.

Definice 3.1 (Indikatorova funkce). Hladkou funkci h: R™ — R nazveme indikatorou
funkci, pokud
grad(h(x)) # 0, (3.4)
a oznacime
Y ={x e D(f(x,t)) : h(x) =0},
Vi ={xe D(f(x,t)): h(x) > 0}, (3.5)
Vo ={xe D(f(x,t)): h(x) < 0}.

Pro systémy (3.3) a (3.2) 1ze rici, diky vété 2.1, Ze existuje FeSeni jejich poc¢éatecni tdlohy
a to Teseni je jednoznacéné na celém redlném oboru. Proto mizeme fict, Ze systém (3.1)
ma jednoznacéné feSeni na mnozinich h(zy,z2) > 0 a h(z1,z2) < 0. Problémem s existenci
feSeni nastava na mnoziné h(zy, ) = 0, kde prava strana systému neni spojit4.

Abychom mohli vytvorit teorii o existenci feSeni systému s po ¢astech spojitou pravou
stranou, zavedeme teorii mnohoznac¢nych funkei.



3.1 Mnohozna¢na funkce

V této kapitole zadefinujeme mnohoznacnou funkci, kterda tzce souvisi s pojmy v
nasledujici podkapitole vénované Filippovovym systémiim. Pojem spojeny s mnohozna¢nou
funkci je Filippovova konvexni metoda a ta ndm pomtze rozhodnout o existenci reseni
systému s po castech spojitou pravou stranou. Tato metoda prevede pravou stranu po
¢astech spojitého systému pravé na mnohoznac¢nou funkcei.

Nasledujici definice lze najit v [1].

Definice 3.2 (Mnohozna¢na funkce). Mnohoznacnd funkce F : R" = R" je zobrazeni,
které kazdému x € R™ pfifadi mnozinu F(x) C R™. Obor hodnot funkce je mnozina

Rge (F) ={yeR":y e F(x)}. (3.6)
a graf mnohoznac¢né funkce je mnozina
Graph (F) = {(x,y) e R" x R* : y € F(x)}. (3.7)

Pak F(x) je obraz F v x a pokud existuje alespon jedno x € R™ takové, ze F(x) je
neprazdna, potom F(x) je netrividlni. Defini¢ni obor F(x) budeme znac¢it Dom(F) a je
podmnozinou prvki z R™ takovych, ze plati

Dom(F) = {x € R" : F(x) # 0}. (3.8)

Obrazek 3.1: Priklady mnohozna¢nych funkei zobrazujici z R do R

Uvazujme prostor (R, ||.||2), neprazdnou mnozinu KX C R™ a definujeme vzdalenost
prvku x od této mnoziny jako

10



dx, K) = inf |x — vl (3.9)
yeK
Déle definujme kouli s polomérem r > 0 okolo mnoziny K z R". Koule ma tvar
B(K,r)={xeR":d(x,K) <r}. (3.10)
Definice 3.3 (Spojitost). Mnohoznac¢nou funkci F: R™ == R™ nazveme
1. polospojitou shora v xo € R™, pokud pro kazdé okoli U funkéni hodnoty F(x) plati

30 > 0,Vx € B(x0,9) : F(x) C U. (3.11)

Mnohozna¢na funkce F je polospojita shora, pokud je polospojita shora v kazdém
bodé xg € R™.

2. polospojitou zdola v x € Dom(F), pokud pro vsechna y € F(x) a pro vSechny
posloupnosti x, € Dom(F) konvergujici k x, existuji posloupnosti y, € F(xy)
konvergujici k y. Mnohozna¢né funkce F(x) je polospojita zdola, pravé tehdy pokud
je polospojita zdola v kazdém bodé x € Dom(F).

3. spojitou v x € Dom(F), pokud F je polospojitd zdola i shora v x. Mnohozna¢na
funkce F' je spojitd, pokud je spojitd v kazdém bodé x € Dom(F).

0.5F

-0.5F

—1.08

05+

-05}

(b)
Obrézek 3.2: (a) Nespojitd, shora polospojitd mnohozna¢na funkce (b) Nespojita, zdola

polospojitda mnohoznac¢na funkce

Definice 3.4 (Omezenost a uzavienost mnohoznac¢né funkce). Rekneme, ze F je omezena
mnohoznac¢na funkce, pokud existuje x € R™ a r > 0 takové, ze plati

d(x,RgeF) < r. (3.12)

Rekneme, Ze mnohozna¢né funkce je uzaviend, pokud Graph(F) je uzaviend mnozina.

11



Nyni se vratme k otédzce z pfedchozi kapitoly, jak vytvorit Jacobiho matici pro systém
se spojitou po castech hladkou pravou stranou.

Definice 3.5 (Zobecnéna Jacobiho matice). Necht f je spojitd po ¢astech hladkd prava,
strana dynamického systému a necht h je indikétorova funkce, kde mnoZina h = 0 popisuje
nehladkou mnozinu systému, J_ je Jacobiho matice pro h < 0 a J, je Jacobiho matice
pro h > 0. Potom mnozinu

J., prox € V.,
J(x)=1{ @(J_,J;), proxe?, (3.13)
J_, prox e V_,

nazveme zobecnénou Jacobiho matici, kde c@o(J_,J,) ={(1 —¢)J_ +¢J+,q € (0,1)}.
¢o(A) je nejmensi uzaviend konvexni mnozina obsahujici A.

Priklad 1. Naleznéte zobecnénou Jacobiho matici systému
T =|z|. (3.14)
S indikatorovou funkei h(z) = .

Funkce |z| neni hladkd v bodé x = 0 a pro = # 0 je hladkd. Pak Jacobiho matice
Jt =1aJ = —1. Pak zobecnénd Jacobiho matice ma tvar

JO)={g—(1—-1q),q€(0,1)} =(-1,1),

tedy
{-1}, pro x < 0,
J(z) =4 (~1,1), proz =0, (3.15)
{1}, pro z > 0.

Tuto mnohozna¢nou funkci J(z) (3.15) budeme znaéit Sgn ().

3.2 Filippovovy systémy

V této podkapitole zavedeme teorii pro existenci feseni pocatecni ulohy po ¢astech
spojitého systému. Vyuzijeme k tomu teorii mnohoznacné funkce popsanou v predchozi
kapitole.

Nyni se vratme k existenci feSeni pocatecni tlohy systému (3.1), ktery je podle nasledujict
definice po ¢astech spojity systém.

Definice 3.6 (Po ¢astech spojity systém). Méjme dynamicky systém x = f(¢,x) a in-
dikdtorovou funkci A = h(x). Systém mé tvar

f+(t,X), pro x € V—l—

f-(t,x), prox € V_ (3.16)

x= fltx) = {

Systém (3.16) nazveme po ¢dstech spojity systém?, je-li f, (¢,.) € CH{(V,UX) a f_(t,.) €
cCHV_ux).

!Pravé strana systému je nespojitd na mnoziné X

12



Uvazujme systém (3.16), pokud funkce f, linedrné omezend pro h(x) > 0 a f_ je
linedrné omezena funkce pro h(x) < 0, pak muzeme pravou stranu systému rozsitit na
nasledujici mnohoznacnou funkci

f+(t,X), pro x € V+>
F(t,x) = co{f_(t,x), f+(t,x)}, prox € X, (3.17)
f=(t,x), prox € V_.

Potom prepiSeme systém (3.16) na diferencidlni inkluzi
x € F(t,x). (3.18)

Rozsifeni (3.17) po Castech spojitého systému na konvexni diferencidlni inkluzi se v lite-
ratife nazyva Filippovova konvexni metoda.
Nyni pouzijeme Filippovovu konvexni metodu na systém (3.1). Tedy

1T

Zo, —% sinx; —cosxy — kxy| , pro xg >0,

F(xq,29) = cof{f_(x, &), fr(z,T)}, pro xy = 0, (3.19)
- 1T
To, —% sinxy +cosxy — kxy| , pro xy < 0.

Pak dostaneme

d k
F(x1,2) = |22, ~ 9 in T — — Sgn wy cos 1y — — )" (3.20)
l m m
a prepiseme systém (3.1) na
. 1T g . d T
[T1,29]" € [x9, —Fsinzy — — Sgnaycos ) — —o]” . (3.21)
[ m m

Prevedli jsme nespojitou pravou stranu systému na mnohoznac¢nou funkeci a tedy misto
soustavy diferencialnich rovnic uvazujeme soustavu diferencialnich inkluzi. Nyni zformu-
lujeme vétu o existenci feseni poc¢atecni tlohy pro systém diferencidlnich inkluzi.

Véta 3.1 (Existence feseni diferencidlni inkluze). Necht F je shora polospojitd, uzavrend,
konvexni a omezend mnohoznacnd funkce pro x € R™. Pak pro kazdé xo € R" existuje
7 > 0 a absolutné spojita funkce x = x(t) definovand na (0, 7), kterd je resenim pocdtecni

ulohy
{X € F(t,x),

<lte) = o (3.22)

Diky Filippovové konvexni metodé a vété o existenci feseni diferencialni inkluze jsme
schopni zavést Teseni pocateéni tlohy ve Filippovové smyslu.
Definice 3.7 (Reéeni ve Filippovové smyslu). Rekneme, ze absolutné spojita funkce x :
(0,7) — R™ je Tesenim (3.16) ve Filippovové smyslu, pokud pro skoro vSechna t € (0, 7),
plati
x € F(t,x), (3.23)

kde F(t,x) je uzaviend, konvexni mnohozna¢nd funkce.

Pokud plati, ze F(¢,x) je linedrné omezend, tj. existuji kladné konstanty K a C' takové,

v

7€
IF(t, )]s < K||x|]s + C.x € R, ¢ > 0, (3.24)

potom existuje Feseni systému (3.17) pro ¢t € (0, 400).
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Priklad 2. Naleznéte analytické feseni pocatecni tlohy

{ﬂﬂ+x@%+%ﬂﬂﬂ%=ﬁ t>0, (3.25)

2(0) = 1,#(0) = 1.

Analytické Feseni zkonstruujeme po ¢astech tak, ze tlohu (3.25) rozdélime na nékolik
pocatecnich tloh v zavislosti na zméné znaménka indikatorové funkce h(z,x) = . Pro
pocateéni podminky v (3.25) indikatorova funkce h(1,1) = 1 > 0, proto nejprve uvazujme
ulohu

{j(t)—}-x(t)—i-l:()? t >0, (3.26)

2(0) = 1,#(0) = 1.
Reseni pocéatedni tlohy (3.26) je ve tvaru
x4 (t) = 2cost +sint — 1.

Najdeme zménu znaménka indikatorové funkce tak, Ze uc¢ime nejmensi kladny kotren
funkce y = h(z(t), z(t)), tedy

dz. (1)

=cost —2sint = 0.
dt

1
Pro t > 0 dostaneme koteny ¢t = arctg 3 + nm,n € Z. Nejmensi kladny kofen je t; =

arctg % pro n = 0 a tedy nova pocatec¢ni tloha ma tvar

() +x(t)—1=0, t>t,
x(t1) = 2cos (t1) +sin (t1) — 1, (3.27)

Reseni pocatedni tlohy (3.27) je tvar ve tvaru

4 ) 2sint
x_(t)=1+ Q—E cost +sint — v

Dalsf bod, ve kterém se méni znaménko indikatorové funkce je ¢, = 27 — 2 arctg(2 +/5),
ale v tomto bodé se FeSeni tlohy (3.25) dosdhne pseudostacionarniho bodu ve fazovém
prostoru a proto od tohoto bodu ztistane feseni konstantni.

Analytické Feseni pocatecni ulohy (3.25) ma tvar

— 14+ 2cosx +sinx, 0<t<t,
4 2sint
x(t) =4 1+ (2 — —|cost+sint — ———, t1 <t <o, (3.28)
V5 V5
3 — /5, t >t

Graf tohoto feseni (3.28) vykreslen na obr. 3.3a.
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Obrazek 3.3: (a) Graf feseni (3.28) (b) Graf prvni derivace Teseni (3.28) (c¢) Graf druhé
derivace feseni (3.28).
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Kapitola 4

Stacionarni bifurkace hladkych
systému

V této kapitole se budeme zabyvat kvalitativnim chovanim feSeni systému s hladkou
pravou stranou v okoli stacionarnich boda ve fazovém prostoru. Zasadni roli bude hrat
zména chovani dynamického systému v zavislosti na zméné jednoho redlného parame-
tru. Pokud se zasadné zméni chovani systému v zavislosti na redlném parametru, pak
takovou zménu nazveme bifurkace. Pojem bifurkace ma nékolik rtiznych definic ale pro
nas bude bifurkace znamenat zménu poctu stacionarnich bod@ nebo vytvoreni limitniho
cyklu. Nésledujici definice jsou prevzaty z [5]. Terminologii pouzitou v této kapitole, 1ze
nalézt napt. v knize [9].

Uvazujme autonomni dynamicky systém s hladkou pravou stranou zavisly na redlném

parametru A
x = f(x, A). (4.1)

Stabilitu definujeme pomoci chovani feseni systému v okoli stacionarnich bodua. Pokud
se vSechny Teseni v okoli ptiblizuji nebo ziistavaji v okoli stacionarniho feseni mluvime o
stabilnim stacionarnim resenim. Pokud néjaké feseni se vzdaluje od stacionarniho resent,
pak mluvime o nestabilité.

Véta 4.1 (Linearni stabilita). Necht f(x) € CY(R") je autonomni dynamicky systém.
Potom je stabilita staciondrniho reseni urcena vlastnimi ¢isly Jacobiho matice funkce f(x)
ve staciondrnim bodé takto:

1. Re(M\x) < 0 pro vsechny k, implikuje asymptotickou stabilitu staciondrniho Tesent,
2. Re(\) > 0 pro alespon jedno k, implikuje nestabilu.

Nyni definujeme zakladni typy stacionarnich bodt, tedy lokalni chovani systému v
okoli stacionarniho feseni. Ukdzeme se zakladni planarni pripady.

Definice 4.1 (Stacionarni body). Stacionarni bod (xg, Ag) dvou dimenzionalniho auto-
nomniho dynamického systému, nazveme

1. asymptoticky stabilni uzel, pokud obé vlastni ¢isla matice J(xo,Ao) jsou rizna,
realna a zaporna,

2. nestabilni sedlo, pokud jedno vlastni ¢islo matice J(xq, Ag) je redlné a kladné a druhé
vlastni ¢islo je redlné a zaporné,

3. nestabilni uzel, pokud obé vlastni ¢isla matice J(xg, Ag) jsou redlné a kladna,
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4. asymptoticky stabilni ohnisko, pokud obé vlastni ¢isla matice J(xg, Ag) jsou kom-
plexné sdruzend a maji zapornou realnou ¢ast a nenulovou imaginarni ¢ast,

5. stabilni stfed, pokud obé vlastni ¢isla matice J(xg, Ag) jsou komplexné sdruzena a
maji nulovou realnou ¢ast a nenulovou imaginarni ¢ast,

6. nestabilni ohnisko, pokud obé vlastni ¢isla matice J(xg, Ag) jsou komplexné sdruzena
a maji kladnou realnou ¢ast a nenulovou imaginarni c¢ast,

7. pokud alespon jedno vlastni ¢islo je nulové potom nejsme schopni rozhodnout o
stabilité ani typu stacionarniho bodu pomoci véty 4.1.

Priklad 3. Naleznéte staciondarni body a urcete jejich typ pro nasledujici systém

. 1
Ty = 5(1 - l’%),

i’g = —T2.

(4.2)

Stacionarni reseni nalezneme, takze pravou stranu polozime rovnou nulovému vektoru
a nalezneme body, které feseni algebraickou soustavu rovnic

3(1—a7) =0,
—Ty = 07

tedy systém ma dva stacionarni body (1,0) a (—1,0). Dale vytvorime Jacobiho matici
T 0
J(.ZCl,l'Q) = [01 _1 ]
Potom vlastni ¢isla matice J(—1,0) jsou -1 a -1, tedy bod (-1,0) je asymptoticky stabilni

uzel a vlastni ¢isla matice J(1,0) jsou 1 a -1, tedy bod (1,0) je nestabilni sedlo. Priklady
asymptoticky stabilniho uzlu a nestabilniho sedla jsou zobrazeny na obr. 4.1.

2 ’ T2 .
SONNNNWWY S S 7RO
SN N
N NS
=\ =\
B —— < = m
T N Q\:‘i\‘;\ ::\i:\?\‘\\ / 7‘;‘; —
B /NN NN =
2 NS\
NN 7777
S 24aE MMM\ NI NN 7 %

Obréazek 4.1: Stacionarni body linedrnich systému 1: (a) Asymptoticky stabilni uzel, (b)
Nestabilni sedlo

Definice 4.2 (Bifurkac¢ni bod). Bifurka¢ni bod (xo,Ao) je Tesenim pravé strany dyna-
mického systému f(x,\) = 0, kde se méni pocet Feseni f(x,A) = 0 nebo periodickych
feSeni pri prechodu hodnot A pres A,.
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Obrazek 4.2: Stacionarni body linedrnich systému 2: (a) Stabilni stfed, (b) Nestabilni
ohnisko, (c¢) Nestabilni uzel, (d) Asymptoticky stabilni ohnisko

Definice 4.3 (Sedlovy bifurkaén{ bod). Rekneme, Ze (xq, Ao) je sedlovy stacionarni bod,
pokud plati vSechny nasledujici podminky:

1. (%0, Ao) je stacionarni bod,

2. dim(J(xg), Ao)) = n-1, n je fad matice,

3. fa(xo0, \o) nepatii do oboru hodnot J(xg, Ag),

4. existuje parametrizace x(s), A\(s), tak ze x(sg) = Xo, A(s0) = Ao a

d*A(s0)
ds?

£ 0.

Nyni predvedeme jednoduchy priklad systému, ve kterém je sedlovy bifurkacni bod.

Priklad 4. Ovérte, ze se v nasledujicim systému vyskytuje sedlovy bifurkacni bod.

7

. N R

Rovnici druhého tadu prepiseme na soustavu dvou rovnic prvého fadu.

T
T

= Iy,
= —\+ a9+ 2%

Potom nalezneme stacionarni body, nalezenim teseni algebraické rovnice

0=—\+zi
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Resen{ rovnice je 21 = £v/), tedy viechny body (z1,\1) = (t, /1) pro t > 0 spliuji bod
(1) v definici 4.3. Pak Jacobiho matice mé tvar

J(EV,0,0) = [ﬁoﬁ 1 ] (4.4)

Protoze pro A = 0 ma matice (6.3) hodnost 1, tedy bod (0,0) spliuje bod (2). Ovéreni
bodu (3) v definici 4.3 pro bod (0,0) je trividlni, proto toto ovéfeni nechdme na ¢tenéfi.
Pro bod (4) vytvofime parametrizaci a ta mé tvar

21(8) = 5,25(8) = 0, A(s) = 52,
d*\(0)

ds?
(0,0) je sedlovym bodem a bifurkaéni diagram systému (4.3) je zobrazen na obr. 4.3b.

kde pro hodnotu parametru s; = 0, dosdhneme bodu (0,0) a = 1, potom bod

Nestabilni ohniska_ - =~

-

\\\\‘\\‘\m‘wf;’//;//f "\\\\‘\\\*K”Wf f)//; "\\\‘\\\K‘1“’%?’“‘/“"
N / VU AN
SN A XX /////// 1 }Q«é\\\&\\”%f/////////// |
=\ ==\ ANzl 7
=\ A
N s s\ s L S o INSEEE
o / VS e AN VI
Nl A ]
NN A =S\ A N
SO A S T s s
NNNRRLE i LN 117} SN
3 -2 7(a) )\0<0 1 2 3 (b)A:O (C) oo

Obréazek 4.4: Fazové portréty pro priklad 4

Definice 4.4 (Jednoduchy stacionarn{ bifurkacni bod). Rekneme, Ze (xo, Ag) € R™ x R
je jednoduchy stacionarni bifurka¢ni bod pokud plati vSechny nasledujici podminky:
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1. (%0, Ao) je stacionarni bod,
2. dlm([J(Xo, )\0)|f)\(X0, )\0)]) =n — 1,

3. pravé dvé vétve stacionarnich feSeni protind bod (xg, A\g) pod dvéma riznymi thly.

.
Stabilni Stabilni
A4
Stabilni Stabilni
0
/7 ilni /7 ilni
, Nestabilni , Nestabilni
/ /7
Nestabilni , Nestabilni ,”
/7 /7
1 Y B -1t 7
/7 7/
/7 /7
/7 /7
/7 /7
/7 /7
/7 /7
ot ‘ ot

Obrézek 4.5: Priklady transkritickych bifurkaci.

Stabilni

Stabilni

. Stabilni
Stabilni Nestabilni

Nestabilni

Stabilni

Stabilni

(a) (b)
Obrézek 4.6: Priklady superkritickych bifurkaci.

Uvedeme definice zakladnich typt bifurkaci.

Definice 4.5 (Transkritickd bifurkace). Necht (xg,\o) je jednoduchy staciondrni bi-
furkacni bod, pokud pro A < A\ existuje stabilni a nestabilni vétev stacionarnich resenich,
které se v A\g protnou a pro A > )y obé vétve maji opacny typ stability, pak takovy jev
nazveme transkriticka bifurkace.

Priklad transkritické bifurkace je zobrazen na obr. 4.5.

Definice 4.6 (Superkritickd bifurkace). Necht (xg,\o) je jednoduchy staciondrni bi-
furka¢ni bod, pokud pro A < A¢ (resp. A > \g) existuje pouze jedna stabilni vétev
stacionarnich feseni a pii priuchodu Ay se vytvori dvé nové stabilni vétve a puvodni vétev
ztrati stabilitu, pak takovy jev nazveme superkriticka bifurkace.
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Obrézek 4.7: Priklady subkritickych bifurkaci.

Priklad supekritické bifurkace je zobrazen na obr. 4.6.

Definice 4.7 (Subkritickd bifurkace). Necht (xg, Ag) je jednoduchy stacionérni bifurkacni
bod, pokud pro A < Ag (resp. A > \g) existuje pouze jedna nestabilni vétev stacionarnich
feseni a pii prichodu Ag se vytvori dvé nové nestabilni vétve a ptvodni vétev ziskd
stabilitu, pak takovy jev nazveme subkriticka bifurkace.

Priklad subkritické bifurkace je zobrazen na obr. 4.7.

Definice 4.8 (Hopfova bifurkace). Pokud se pfi zméné A zméni vétev stacionarnich feseni
na vétev limitnich cykld, pak takovouto bifurkaci nazveme Hopfova bifurkace. Fazové
prostory systému s Hopfovou bifurkaci jsou na obr. ?77.

Véta 4.2 (Postacujici podminka Hopfovy bifurkace). Necht pravd strana dynamického
systému f(x,\) € C* a plati

1. (xq,\o) je staciondrni bod,

2. J(x0, Ao) md dvojici ryze imagindrnich vlastnich cisel u(Ao) = +if a ostatni vlastni
c¢isla maji nenulovou redlnou cast,

dRe(p(Mo))
d\

potom v bodé (Xo,A\o) je bifurkacni bod Hopfovy bifurkace a pocdtecni perioda limitnich

2
cykli je T = g

3. £0,
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Obrazek 4.8: Fazové portréty systému s Hopfovou bifurkaci
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Kapitola 5

Nespojité bifurkace ve spojitych po
castech hladkych systémech

V této podkapitole se blize podivame bifurkace objevujici se ve spojitych po ¢astech
hladkych systémech. Takové bifurkace budeme nazyvat nespojité bifurkace. Pro analyzu
téchto bifurkaci vyuzijeme teoreticky aparat o mmnohoznaénych funkcich z kapitoly 3.
Dilezitym objektem pro tuto analyzu bude zobecnéna Jacobiho matice, protoze jeji vliastni
¢isla hraji dilezitou roli v chovani systémii. Mnohoznacna vlastni ¢isla zobecnéné Jaco-
biho matice vytvareji "skok” mezi jednozna¢nymi vlastnimi ¢isly v komplexni roviné.
Takové "skoky” ve vlastnich ¢islech se v hladkych systémech nevyskytuji a jsou nutnou
podminkou pro vznik nespojité bifurkace.

Vyse zminéna nutna podminka pro existenci nespojité bifurkace neni zatim matema-
ticky podlozend, ale podle diskuze v [1] je vhodné pouzivat pristup analyzy staciondrnich
bodi, ve kterych jsou vlastni ¢isla mnohoznac¢na. Nyni definuje nespojitou bifurkaci a
poté ukazeme nékolik prikladi analyzy bifurkacnich jevi.

Definice 5.1 (Nespojita bifukace). Bifurkaéni bod podle definice 4.2, nazveme bod ne-
spojité bifurkace, pokud vlastni ¢isla zobecnéné Jacobiho matice v tomto bod2 jsou mno-
hoznacné a obsahuji hodnotu, ktera lezi na imaginarni ose komplexni roviny.

Nékoho by mohlo napadnout, ze vétve nespojité bifurkace budou obsahovat néjaké
body nespojitosti rozdilené oproti bifurkacim v systémech s hladkou pravou stranou ale
nazev nespojita bifurkace vychézi z nespojitosti ve vlastnich ¢islech, respektive ve “skoku”
hodnot vlastnich ¢isel v komplexni roviné.

Pri analyze spojitych po ¢astech hladkych systémii se budeme setkavat s mnohoznacénymi
vlastnimi ¢isly a budeme pouzivat jejich linearni aproximaci.

Napiiklad hodnotu 3 Sgn (0), kde 3 je redlné ¢islo aproximujeme linedrnim vyrazem
B(2q — 1), pro g € (0,1).

Podstatnou roli v nespojitych bifurkacich hraji nasobné priseciky “skokt” ve vlastnich
¢islech s imaginarni osou v komplexni roviné. Diky nasobnym prisec¢ikiim s imaginarni
osou se mohou rizné kombinovat typy stacionarnich bodi nebo dokonce limitnich cykla
v jednotlivych vétvich staciondrnich feseni. Pokud v nespojitych bifurkacich je jen jed-
nonasobny prisecik ve vlastnich ¢éislech, pak tyto bifurkace jsou podobné bifurkacim v
systémech s hladkou pravou stranou. Uvedeme nékolik prikladii nespojitych bifurkaci po-
dobnych hladkym bifurkacim a jejich analyzu stability.

Priklad 5. Analyzujte stabilitu a typ bifurkace v systému

. 1 1
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Obrazek 5.1: Priklady nespojitych bifurkaci: (a) Transkritickd bifurkace, (b) Subriticka
bifurkace, (c) Sedlova bifurkace, (d) Superkritickd bifurkace

Vétve stacionarnich bodt systému jsou Teseni rovnice
1 1

0=1|=A—|z— =\

[GAl = lz = 5Al

Vétve stacionarnich bodi jsou
[0, A a [A, Al

Zobecnéna Jacobiho matice ma tvar

J(z,\) = —Sgn (x — ;)\) (5.1)

Vlastni ¢isla matice (5.1) jsou

(AMA) =1,A>0,
(A A) =—-1,A<0,
(0,4)

(0,4)
(0,0)
Kladna vlastni ¢isla implikuji nestabilni casti vétve a zaporna implikuji stabilni ¢asti
vétve. V bodé [0, 0] dostdvame mnohoza¢né vlastni Cislo, které jedenkrat protind ima-
gindrni osu v komplexni roviné. Tedy bod [0, 0] je bod nespojité bifurkace.

1,A>0,
=—1,A<0,
<_1a1>'

[ Qo D S Y i D Y T
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Ovérime, jestli bod [0, 0] je podle definice 4.4 jednoduchy staciondrni bifurka¢ni bod.
Body (1) a (3) v definici 4.4 jsou jiz ovefeny, tedy ovérime bod (2). Funkce fy ma tvar

1 1 1 1
iz, \) = 5 Sgn (5/\) + 3 Segn (z — 5/\),

pak
3(0,0)L£3(0,0)] = [~ Sgn (0), 5 Sgn (0) + 5 Sem ()]

Mnozinu Sgn (0) linedrné aproximujeme, tedy dostaneme

(20— 1), 520 — 1)+ 520 1) 52

1 1
Pro q = 20 =3 mé matice (5.2) hodnost 0 a proto je ovéren bod (2). Tedy v bodé

[0, 0] je nespojita transkritickd bifurkace.

V predchozim prikladé byl uvazovan pouze jednodimenzionalni systém, a proto ukazeme
analyzu ve vice dimenziondlnim pripadé.

Priklad 6. Analyzujte stabilitu a typ bifurkace v systému

x.‘l = T2,
1 1
To = X1 + ’:Cl -+ *)\| - ’.Z'l - *)\’
2 2
Vétve staciondarnich bodia systémi jsou feSenim soustavy
0 = 9,

1 1
0= SA = — A
.1'1+‘£IZ'1+2‘ ‘1'1 2‘

Vétve stacionarnich bodu jsou

0,0,A\, A € R,
[£|AL,0,A], A < 0.

Zobecnénd Jacobiho matice m4 tvar

0 1
1 1

J(x1,$2, )\) =

Potom jeji vlastni ¢isla jsou

1 1
A\ = —\/— Sen (x1 — 5)\) + Sgn (1 + 5)\) +1,

1 1
Ay = \/— Sgn (z7 — 5)\) + Sgn (zq1 + 5)\) + 1.

Vlastni ¢isla pro vétve [£|A|, 0, \] maji tvar
)\1 = :i:l, )\2 = Fl1.

Vétve [£|A], 0, A] jsou nestabilni sedla a pro vétev [0, 0, A] vlastni ¢isla jsou
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pro A >0
)\1:—\/3’)\2:\/3

a pro A <0
)\1:—i,/\2:i.

Pro A = 0 dostaneme mnohoznacné vlastni ¢isla a linedrné je aproximujeme

At =—vV2q + 1+ 2¢
0,1).
)\2:\/_2q1+1+2Q2 7QI7Q2€< ’ >

Mnohozna¢nd vlastni ¢isla pro ¢; = 1 a g = 0 jsou ryze imaginarni ¢isla, tedy bod [0, 0, 0]
je bodem nespojité bifurkace. Ovérime, jestli bod [0, 0, 0] je bod jednoduché stacionarni
bifurkace podle definice 4.4. Body (1) a (3) jsou jiz ovéreny tedy ovérime bod (2). Funkce
fa(z1, 22, A) ma tvar

1 1 1 1
alzy, 22, A) = |0, 5 Sgn (z7 + 5)\) +3 Sgn (z7 — iA)]T. (5.4)

Linearné aproximujeme mnohozna¢né hodnoty v (5.3) a (5.4), potom dostaneme

= 0 1 0
3(0,0,0)[ £2(0,0,0)] = . 5.5
[ ( )‘f)\< )] 1420 — 202 0 g1 +¢qo—1 ( )

1 3
Matice (5.5) ma hodnost 1 pro ¢; = 13e=7

Tedy bod [0,0,0] je jednoduchy stacionarni bifurka¢ni bod a bodé je nespojitd sub-
kriticka bifurkace.

Nyni zanalyzujeme stabilitu systému, jehoz mnohoznaéna vlastni ¢isla v bifurkacnim
bodé nasobné protinaji imaginarni osu.

Priklad 7. Analyzujte stabilitu a typ bifurkace v systému

$1:$27
j:2:—x1—x2—|—|x1+)\|—]1:1—>\\—|a:2+)\|+]1:2—>\\.

Nalezneme stacionarni body

OZIQ,
OZ—ZL’l—$2+|IL‘1+/\|—|1’1—)\|—|I2+/\|+|l’2—)\|

Vétve stacionarnich bodi jsou

[0,0,\, A € R,
[£2),0, A], A > 0.

Zobecnéna Jacobiho matice ma tvar

J(z1,29,)\) = 0 L
b2 1 4+ Sgn (w1 + A) — Sgn (2, — A)  —1 — Sgn (22 + A) + Sgn (25 — \)|

Vlastn{ ¢fsla matice J(£2X,0, ) pro A > 0, maji tvar
A~ —0.5 — 0.8660257, Ay &~ —0.5 + 0.866025¢.

Tedy vétev [£2X,0, A] pro A > 0, obsahuje stabilni ohniska.
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Pro vétev [0,0, A] dostaneme

N 0 1
J(0,0,)) = —1+Sgn (\) —Sgn (—=A) —1 —Sgn(\) +Sgn (=\)|’

pak pro A > 0 dostaneme vlastni ¢isla
A1~ —3.30278, Ay = 0.302776,
tedy ¢ast vétve obsahuje nestabilni sedla a pro A < 0
A1 =~ 0.5+ 1.65831¢2, Ay = 0.5 — 1.65831¢,
tedy cast vétve obsahuje nestabilni ohniska. Pro A = 0 dostavame mnohoznac¢ni ¢isla. Na
obr. 5.2 vidime, jak mnohoznacné ¢islo protinaji tiikrat imaginarni osu, tedy bod [0, 0, 0]

je nespojita bifurkace a pokud se podivame na obr. 5.4, tak zjistime, Ze pro A < 0 vznikl
limitni cyklus. Bifurka¢ni diagram naseho systému jer na obr. 5.3.

0.5

5 i i i i i i
-3.5 -3 2.5 -2 -1 —0.5 0 0.5

Re()
Obrézek 5.2: Vlastni ¢isla k prikladu 7.

1.07,“
“\!_imitni cyklus Stabilni uzel
05+
[ Nestabilni uzel R Nestabilni sedlo
00 == == = = = ————— e
-05r
" Limitni cyklus ~ Stabilni uzel
ok LY
-10 -05 0.0 05 10

Obrazek 5.3: Bifurkaéni diagram systému 7.
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Obrazek 5.4: Fazovy portrét k prikladu 7: (a) A <0 (b) A=0 (¢) A > 0.



Kapitola 6

Matematicky model hracky datel na
tycCi

V této kapitole se budeme zabyvat planarnim pripadem modelu datla na tyci. Po-
rovname dva systémy pohybovych rovnic, jednodussi systém pohybovych rovnic, ktery
je uvazovano treni béhem klovnuti datla a slip-stik efektu. Oba systémy jsou dany dife-
rencialné algebraickymi rovnicemi, tj. rovnice, které obsahuji derivace neznamych funkci
i algebraické proménné. Datel na tyci se sklada ze ¢ty ¢asti: nekonecné dlouha tyc, télo
datla, pohyblivy tchyt na tyci a pruzina. Na obr. 6.1 je vykresleno schéma hracky datel
na tyci.

Yyt

S

@) I

Obrézek 6.1: Datel na tyci (prevzato z [0]).

Pomoci Lagrangeovych rovnic druhého tadu odvodime zédkladni linedrni pohybové
rovnice datla na tyci bez tfeni a bez klovu béhem pohybu. Lagrangeova metoda druhého
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parametry modelu

vyznam

hmotnost datla

hmotnost tchytu

moment hybnosti datla

moment hybnosti tichytu

polovina vysky tuchytu

gravitacni konstanta,

tuhost pruziny

vertikalni vzdalenost mezi lUchytem a osou otaceni
pruziny

pruziny

polomér tyce

vnittni polomér tchytu

tézisté tchytu

pocatek vztazné soustavy

poloha tichytu v ose y

vychylka datla vici vodorovné poloze
vychylka tchytu viaéi vodorovné poloze.

Tabulka 6.1: Parametry modelu hracky datel na ty¢i.

radu spoc¢iva ve vytvoreni Lagrangeovy funkce, kterou ziskdame rozdilem veskeré kinetické
a potencidlni energie soustavy hmotnych boda. Pro datla a tchyt uvazujeme rotacéni
pohyb pro ndklon vii¢i vodorovné poloze a translacni pohyb téZist v ose y, kde poloha

VvV

Vviev

Kineticka energie datla je

1 1

Y 1

yp =Y+ lnon +lgps = [1 Lar ZG}- om| =a’ |l
©s lg
1 1 Ly la

T1:§quT I {1 L lc}flJr

la

. 1. N
Jspr = —msaq’ |l 13, lula q—i—ijsap?q,

2 2 o bule 12

a potencialni energie ma tvar

Kineticka energie tichytu je

a potencialni energie je

1
Vi = msgyp = msgq’ |l
la

1 . 1 .
Tg = imMyQ + §JM(,D?\4,

Vo = gmuy.
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Potenciélni energie pruziny ma tvar

1
Vi = icw(@s - SOM)2'
Pak Lagrangeova funkce ma tvar
mg + myy mgla msla
L=T1+T—-Vi—Voa—=Vs=4" | mslyy msli;+Ju  mslyle |q—V1—Va— Vs
mglG mglMlG mglé + JS

Potom Lagrangeovu funkci L(q, q) dosadime do Lagrangeovy rovnice

d IL(q,q) IL(q,q)
dt  0q; dq;

a dostaneme tak systém tii linedrnich diferencialnich rovnic druhého radu

=0,i=1,23, (6.1)

Mg = h, (6.2)
kde
mg—i-mM mglM mslG —(ms—i-mM)g
M = mglys msli, +Ju mslule | h=|—co(om — ¢s) —msglu| . (6.3)
msla mslyle — mslg + Js —cp(0s — m) — msgla

Systém rovnic (6.2) popisuje pohyb modelu datla bez dotyku tichytu tyce a narazi zobaku
datla do tyce. Dotyky mezi ty¢i a tichytem a narazy do tyce zahrneme do nasich ivah v
nasledujicich dvou podkapitolach.

6.1 Systém bez treni se zahrnutim narazu

V této podkapitole sestavime jednodussi systém popisujici pohyb datla s klovnutim
zobaku a dotyk tchytu s tyc¢i. Klovnuti je popisovano pomoci skoku v rychlosti g
nasobené hodnotou —e € (—1,0). Dotyk je popsdn pomoci dvou omezovacich sil A\; a
Ao. Podobny systém lze nalézt v [3]. Model je rozdélen na ¢tyfi stavy:

Stav 1 popisuje pohyb datla a tchytu bez jakéhokoliv ruseni nebo klovnuti, tedy kdyz

— l lg—1ls —
plati o] < TMh "0 o garoveii s < i Gh 5 TO, viz obr. 6.3a. Pohyb je ddn
M s
systémem
Mg = h,
A =0, (6.4)
)\2 - 0
Stav 2 popisuje vychylku thlu g béhem doby, kdy ¢y = — rMh_ TO, tedy kdyz se tichyt
M
l lg —1ls —
dotyka (bodem 2 na obr. 6.1) tyCe a navic pg < i Gh ST, 7y = 0. Systém
s

opusti tento stav pokud A; zméni znaménko a prejde do stavu 1. Z4dna zména ya
@ neprobihd, viz obr. 6.3b. Pohyb je dan systémem

—(ms + mar)g + Ao

0 rv— T

MI|l0O| = _C¢<_% —@s) —msgly + had + s 7 (6.5)
-- Thv =T
vs _Cw(SOS + MhM O) —mggla

31



Stav 3 popisuje vychylku thlu ¢g béhem doby, kdy ¢ = T’Mh_ 7o
M

Iy +lg—1lsg—rg
hs

opusti tento stav pokud Ay zméni znaménko a prejde do stavu 1. Z4dna zména ya

v neprobihd, viz obr. 6.3c. Pohyb je dan systémem

, tedy kdyz se tchyt

dotyka (bodem 3 na obr. 6.1) tyce a navic pg <

a y = 0. Systém

—(ms + mM)g + Ao

0 Ty — T

Mo _ —C@< MhM 0 _ SDS) _ msglM — hM/\l + TM/\Q 7 (66)
A T — T
Ys —cy(pg — MhM ) —msglg

Stav 4 popisuje klovnuti béhem stavu 1,2,3. Klovnuti znamenad, ze se zobék dotkne (bo-

[ lg—1g—
dem 1 na obr. 6.1) tyce. Stav 4 nastane v t; pokud ¢g(ty) = Mt la = ls —To

h
os(to) > 0 a poté se vrati do stavu, ve kterém byl systém pred klovnutilil, viz obr.
6.3d.
a(to+) = a(to—),
5’(%“‘) = y(tO_)v (6 7)
G (to+) = Par(to—), '

Protoze systém je po Castech linedrni, jsme schopni nalézt analytické feseni (6.4), (6.5)
a (6.6). Stav 4 je pouze skok v ¢g.
Analytické Teseni (6.5) ma tvar:

y(t) = Oy,

e — 7o

N, e
@S(t) _ _ghMleS + CoTo — CpT' M + 026\/ —JS — léms + Cge” —JS — ZQGTTI,S’

C<phM

1
AN = —(g(lg + la)ms — g(mar + mg)rar —

P
\/@t Qﬁt
e VIS —Iams (1ol + Ly — rag)) (CoeV 5 TIEMS oy
Js + l%‘;ms
et 2, /et

—JS - lémg (Cge _JS - l%ms + Cg)

Co

)7

colagmge

)\2 = g(mM+mS)_ JS"’l?;mS
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Analytické feseni (6.6) ma tvar:

y(t) = (1,
T — T
@M(t) = %’
M
N N
—ahul _ 7.2 /7. _ 12
@S(t) _ g MGmSC' hcgoTO‘i‘CszM + Che Jg leS + Che Jg leS’
@l VM
1
Al = E(g(lG“‘lM)mS_g(mM‘{‘mS)rM_

N N
7.2 2
o VIS TIGms (o imsie + La — ran)) (Cae VT8 T16Ms oy
Jg—i-l%;ms
NG 2, /st
——— —
colamge Vv Js — lgms (Cae V Js —lgms + Cs)

Js + l2Gm5

Co

)7

Ay = g(lmy +mg) —

C1, Cy, C5 jsou pocatecni podminky pri vstupu systému to urcitého stavu.
V tomto modelu se bohuzel nevyskytuje periodické feseni, proto tento model uvadime

vvvvvv

vvvvvv

tyku datla nebo tuchytu uvazuje stick-slip efekt, coz znamena, ze tchyt nebo zobak se
béhem dotyku s ty¢i muze pohybovat vertikalnim smérem (tzv. klouzavy pohyb) nebo se
prilepit k ty¢i. V systému jsou uvazovy odvozené matice z (6.3). Pak oznac¢ime

gn, = (ln+lg—1ls—ro) —hsps, gn, = (rar —70) +harear, gng = (rar —70) — hspur, (6.8)

0 0 0

wyni=| 0 | ,Wne= |hm|,Wn3 = |—hn (6.9)
| —hs 0 0
1 1 1

W = v |, Wre = |Tm|,Wrs = |Tm (6.10)
e — Is 0 0

[N:{Zgszo}

Navic béhem kontaktu mezi télesy, diky tuhosti téles vznikaji sily ve sméru pohybu téles,
proto zavedeme kontaktni silu v normalovém sméru Ay; a kontaktni silu v tecném sméru
Ari. K témto silam pridime konktakni impulzy v teéném a normalovém sméru, které
budeme znacit Ar; a Ay;. Béhem kontaka vznikd treni mezi télesy, proto koeficienty
tfeni mezi jednotlivymi ¢dstmi oznacime pq, o a pz. Naraz se 1idi Newton’s restitution
law, podle kterého se zachovava mnozstvi kinetické energie po narazu a proto zavedeme
restituéni koeficienty €1, €9, €3.
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Obréazek 6.2: Orientovany graf, ktery popisuje moznosti pribéht stavi systému
1 | pohyb datla bez kontaktt

2a | uchyt se dotyka dolni ¢asti tyce a klouze po tyci

2b | tchyt se dotyka dolni casti tyce a je prilepeny k tyci
3 | tchyt se dotyka horni ¢asti tyce a klouze po tyci

4 | naraz uchytu do tyce

5 | naraz zobaku datla do tyce

Déle budeme potiebovat relativni kontaktni rychlosti v tecném sméru, které popisuji
rychlost v te¢ném sméru mezi dvémi télesy, které jsou v kontaktu. Relativni kontakni
rychlost mezi zobdkem daltla a ty¢i oznacime 7. Relativni kontakni rychlosti mezi dorni
a horni ¢asti tichytu a tyci oznacime yro a yr3. Tyto rychlosti maji tvar

Y1 =Y+ luom + (la — ls) s,
Y2 = V13 =Y +TMPM-

Model se chova podle nasledujicich stavii:

Stav 1 popisuje pohyb datla a tichytu bez jakéhokoliv ruseni nebo klovnuti, tedy kdyz plati

Tm — T lM—|—lg—l5'—T

0 a zaroveii ps < 2 Pohyb je dan systémem
h M hS

lom| <
Mg = h, (6.11)

Stav 2 popisuje pohyb modelu béhem doby, kdy gno = 0, tedy kdyz se tichyt dotyké (bodem
2 na obr. 6.1) tyce. Béhem doby dotyku nastavaji nasledujici dvé situace:

(a) tchyt v dotyku za¢ne klouzat po tyci, tedy ¢ # 0. Tento pohyb je dan systémem

—(ms + mM)g + Ao

Y Ty — T
M| o _ —Cw(% — QOS) — mgglM — hM)\NQ + TM>\T2 : (612)
P v — T
ps —eplps = LT gl
M
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Obrazek 6.3: (a) Pohyb bez jakéhokoliv ruseni (b) Uchyt se doln{ ¢4sti dotykd tyce a je
prilepeny k ty¢i (c) Uchyt se hornf &sti dotyka tyce a je piilepeny k tyéi (d) Klovnuti
datla (e) Klovnuti datla béhem klouzavého pohybu (f) Klovnuti datla béhem prilepeni
tchytu horni ¢asti k tyci (g) Klovnuti datla béhem klouzavého pohybu (h) Klovnuti datla
béhem prilepeni tichytu dolni ¢asti k tyéi (i) Klouzéni ichytu po tyci (j) Klouzani tichytu
po tyci.

a plati pro pohyb y smérem dolta
)\TQ = —/L)\Ng (613)
a pro pohyb smérem vzhtru plati

/\T2 = ,u)\Ng. (614)

Pokud Ax zméni znaménko, potom systém prejde do stavu 1 nebo pokud rych-
lost ¢ dojde na nulu, pak systém prejde do néasledujiciho stavu.

(b) pokud y = 0, pak se tchyt prilepi k ty¢i a neprobihd zadny pohyb v y a ¢y,.
Tento stav popisuje systém

—(ms +mar)g + Az

0 TM— T

Mol = —C@(_ MhM 0o SDS) — mSQlM — Ry AL + T e ’ (615)
A r — T
s —cy(ps + M0y —msgl

Tento stav probihd dokud Ars < pAne, pak systém prejde do stavu 2a.

Stav 3 popisuje pohyb modelu béhem doby, kdy gn3 = 0, tedy kdyz se tichyt dotyké (bodem
3 na obr. 6.1) tyce. Uchyt je v dotyku a klouze po ty¢i, tedy y # 0. Tento pohyb je
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Stav 4

Stav 5

dan systémem

—(mg +mar)g + Ars

Yy M —To

Mlo| = —C@(T —s) — msgly — harAns + s (6.16)
M g :
-- rvM— T
7S —cy(ps — ——) — msgla
M
a plati pro pohyb y smérem dola
AT = —[13AN3 (6.17)
a pro pohyb smérem vzhtiru plati
AT3 = [13AN3. (6.18)

Pokud pak A3 zméni znaménko, tak systém prejde do stavu 1.

popisuje naraz uchytu o ty¢ pred vstupem do stavu 2 nebo 3, kdy v case ty plati
gni = 0 pro i = 2 nebo ¢ = 3. Naraz se 1idi Newton’s impact Law a Newton’s
restitution Law. Navic béhem narazu je uvazovani Coulombovo tfeni mezi ty¢i a
uchytem. Rovnice narazu v case ty ma tvar

M(q(to+) — 4(to—)) = Wil + Wi Az, (6.19)
kde q(tot) = tli)gli(](t) a podle Newtonian impact Law plati

Yar = —Enifar- (6.20)
Diky uvazovani chovani systému podle Newton’s restitution Law plati pro hodnoty
Ani > 0a o (tot) = —eniom(to—). (6.21)
Pro Coulombovo tieni plati
Ari € pil\ni Sgn (v + erivgy)- (6.22)
Po aplikaci zakont prejde ihned systém do jiného stavu.

popisuje naraz, kdy datel se dotkne zobdkem do tyce, ktery probéhne v case t; a
tomto case plati gy; = 0. Tento stav nastava béhem jednoho z predchozich stavii
a béhem klovnuti jsou uvazovany stejné zakony jako ve stavu 4. Naraz popisuje
rovnice

M(q(t0+) - Q(to—» = iezI)NWNiANi + WTiATi7 (623)

Diky uvazovani Newton’s restitution Law plati pro hodnoty
An1 > 0 a ¢g(to+) = —en1ps(to—). (6.24)
Pro Coulombovo tfeni béhem toho stavu ma tvar
Ari € iy Sen (V4 + eriyr:), pro viechny i € Iy. (6.25)

Po aplikaci zakonu prejde ihned systém do jiného stavu.

Fyzické polohy a pohyb modelu jsou zobrazeny na obr. 6.3, kromé polohy na obr. 2¢ a 2f,
tyto polohy nastavaji pouze v jednodussim systému, navic je mozny pohyb tchytu vzhiru
namisto dolfi.
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6.3 Periodické chovani

V této podkapitole se budeme vénovat popisu hledani periodického chovani datla
pro systém se tfenim, tedy jakym zpusobem vytvorime bifurka¢ni diagram periodického
feseni. Pro hledani periodického chovani vyuzijeme Poincarého zobrazeni.

Poincarého zobrazeni

Uvazujeme autonomni n-dimenzionalni dynamicky systém

(1) = f(x(1)) (6.26)

s periodickym resenim x?(t). Necht x* je bod periodického fesen{ a 3 je n-1 dimenzion4ln{
nadrovina protinajici xP v x*. Trajektorie vychazejici z x* protne X v x* béhem casu T,
coz je perioda periodického TeSeni. Trajektorie vychéazejici na ¥ v malém okoli x* protne
okoli x*. Proto x(t) a ¥ definuji zobrazeni z okoli U; (x*) C ¥ do jiného okoli Us(x*) C .
Zobrazeni P: U; — U, je definovano

x;11 = P(x), (6.27)

kde x;11 = x(t;41) je prvni prusecik trajektorie s ¥ vychazejici z x; = x(t;) € X. P
nazveme Poincarého zobrazeni a plati x* = P(x*).

Pro vSechny hodnoty restituéniho koeficientu od 0 do 1 vytvorime Poincarého zobra-
zeni a z kazdého Poincarého zobrazeni nalezneme hodnoty, pro které existuje periodické
feseni. Tyto hodnoty zaneseme do bifurka¢niho diagramu.

Pro Poincarého zobrazeni sestrojime pétidimenzionalni nadrovinu

. TV —To .
S ={(ear, 95, 4) GR:W:—%,q:O}, (6.28)
podobné jako v [7]. Fyzicky vyznam pocateéni podminky na mnoziné (6.28) je, ze tichyt

se dotyka dolni ¢asti tyce tj. bod 2 se dotyka tyCe na obr. 6.1 a natoceni datla je li-
bovolné. Poloha tchytu v y je libovolnd, protoze mé klesajici tendenci a proto systém
nemiuze byt nikdy periodicky v y a nemé vliv na periodické chovani v ostatnich sta-
vovych proménych. Proto budeme uvazovat periodické feseni jen v 5 dimenzich. ¢(0) = 0
znamena, ze pocatecni kineticka energie systému je v tomto stavu nulova.

Poincarého zobrazeni sestrojime tak, Ze pro systém se tfenim vytvorime pocatecni
ulohy, s pocateénimi podminkami

' —To .
—=5—14(0) = 0,95(0) = ¢5,, 5, € (~25,0.11),9(0) =0. (629
M

Poté budeme sledovat kdy se trajektorie feseni vrati zpét do nadroviny (6.28). Pri
navratu do nadroviny zjistime hodnotu ¢g a oznac¢ime ji ¢g,,,. Bod (¢s,,¥s,,,) na-
kreslime do grafu. Pokud ¢s, = ¢g, ., pak jsme nalezli periodické feSeni.

e (0) =

6.4 Numericka implementace

V této podkapitole se budeme zabyvat numerickym hledanim periodického Teseni

vvvvvv

zobrazeni, popsané¢ho v predchozi podkapitole. Pomoci Poincarého zobrazeni vytvorime
bifurkacni diagram periodického Teseni.
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Diky nelinearitam a fyzikalnim zakontim, kterymi se systém fidi, nejsme schopni
nalézt jeho analytické reseni. Hlavnim problémem je nalézt hodnoty An;, Ari, Ani a Ay,
protoze nejsou dynamicky jednoznacné dany. Standardni numerické fesice diferencialné
algebraickych rovnic (napf. odel5s v Matlabu) nelze kvuli vysoké slozitosti modelu pouzit.
Pokud by systém obsahoval pouze nespojitou pravou stranou, potom numerické resené lze
pouzit ale vypocet by byl ¢asové velmi naroény. Proto pouzijeme numerickou metodu z
[0], kterd je vytvofena piimo pro slozitéjsi model datla na tyci.

Numerickd metoda je zaloZzena na Newtonové metodé se zménou pravé strany rovnic a
Banachové vété o kontrakci. Banachova véta o kontrakci zarucuje, ze metoda je schopna
spocitat hodnoty An;, Ari, Ani a A s predem danou chybou.

K vypoctu Poincarého zobrazeni pouzijeme stejné hodnoty jako v [0].

parametr | hodnota parametr | hodnota
my 310~% hg 0.02

I 5107° g 9.81

Mg 451073 Co 0.0056
Jg 71077 1 0.3

15V 0.01 42 0.3

lg 0.015 143 0.3

15 0.0201 EN2 0

Ty 0.0031 EN3 0

To 0.0025 EN1 g0 € (0,1)
hps 0.0058

Tabulka 6.2: Hodnoty parametrii modelu

'n —To

,—0.8]" s ey = 0.1. (6.30)
hu

Pomoci vyse zminéného algoritmu ziskame zdiskretizovanou trajektorii feseni jedné
pocatecnich tloh z (6.29) vychazejici z nadroviny (6.28). Abychom vytvorili Poincarého
zobrazeni, potfebujeme nalézt prusecik trajektorie s nadrovinou pro t > 0. Hledani
priseciku je vzhledem ke konecéné presnosti vypoctu a rychlych oscilaci thlu ¢g obtiznéa
uloha. Na obr. 6.4 jsou priklady derivaci vychylek a my pottebujeme aby se vSsechny hod-

v o— T
noty zaroven vynulovaly a také ¢n = —%. Vzhledem k tomu, ze kazda krivka
M
dosahuje jinych hodnot a riiznych skoki v nespojitostech, vznikaji v kazdé dimenzi rtizné
numerické chyby. Z tohoto divodu situace, kdy se vSsechny hodnoty vynuluji, ve vétsiné
pripadi nenastane.
Intuitivné nas muze napadnout, ze miuzeme nalézt prusecik trajektorie se ¥ tak, ze

TMhi_TO] a budeme hledat Gas, kdy |[v]| =
M

0 pro t > 0. Vzhledem k vyse popsanym problémtm a diskretizaci ¢asu, bychom méli
uvazovat ||v|| < e, kde ¢ je mald kladna hodnota. Pouzitim této myslenky na Poincarého
zobrazeni vzniknou diskrétni body s velmi odlisSnou hodnotou a porovnani s vysledky z
[6], se Poincarého zobrazeni velmi lisi. Proto tuto myslenku nepouZijeme pro vytvoreni
bifurka¢niho diagramu.

Dalsi uvazovana moznost spociva v tom, ze zvolime néjakou kladnou malou hodnotu e

vytvorime vektor v = [y(t), o (t), ©s(t), oar(t)+

M — T

a hleddme cas takovy, kdy |y(¢)| < e, |om(t)| < &, |0s(t)| < &, | (t) + %| < g, pro
M

t > 0. Podobné jako v predchozim pripadé je Poincarého zobrazeni velmi odlisné oproti

vysledkum z [6], proto tuto moznost také nepouzijeme.
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Treti moznosti podobnou predchozi, je zvoleni ¢tyT riiznych kladnych konstant 1, €5, £3, &4
v —To

v
g4. Urceni spravnych hodnot 1, e5, 3,4, vyzaduje spoustu numerickych experimentu.
Vysledné Poincarého zobrazeni pro hodnotu restitu¢niho koeficientu ey; = 0.5 je zobra-
zeno na obr. 6.5a a je podobné Poincarého zobrazeni z [0] je zobrazeno na obr. 6.5b. Tuto
metodu pouzijeme na vytvoreni bifurkacniho diagramu.

a hleddni hodnot, které splnuji |y| < e1,|om| < €2, |0s] < €3, |m(t) +
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Obrézek 6.4: Derivace TeSeni pocatecni ulohy

Nami ziskané Poincarého zobrazeni na obr. 6.5a je vytvoreno pro 2611 diskrétnich
hodnot pocateéni podminky pro g a krok ¢asu je 107°. Poincarého zobrazeni na obr.
6.5b je vytvoreno z 1000 diskretizovanych hodnot poc¢atecnich podminek pro ¢g.

Zobrazeni jsou po ¢astech podobnd. V hodnotach ¢g, (0) = —1.23 a —0.27 se FeSeni
nevraci do nadroviny Y. V hodnoté ¢g, = —0.76 jsou zobrazeni nespojita. Nespojitost
v zobrazeni vznika pri zaméné poradi kontaktti mezi ¢asti modelu, které reseni systémii
podstoupi, nez se vrati do nadroviny. Napiiklad v ¢g, = —0.76 se zaméni poradi klovnuti
datla s hornim dotykem tchytu s tyci.

Zasadni rozdil mezi zobrazenimi je na intervalu (—0.15,0.05). Na obr. 6.6 jsou zob-
razeny reseni systému pro pg, (0) = 0. Reseni na obr. 6.6 s rostoucim ¢asem se nemeént,
proto tvrdime, Ze feSeni pocatecni tlohy (6.29) s ¢g € (—0.08,0.02) se nikdy nevrati do
nadroviny a neprobéhne v ném zadny kontakt mezi télesy kromé v case t = 0.

Hodnoty, ¢s, pro které existuje periodické reSeni, nalezneme tak, Ze prolozime graf
Poincarého zobrazeni primkou, ktera je osou prvni a tretiho kvadrantu stejné jako na
obr. 6.5b a 6.5a. Body, které primka protind, jsou body periodického Teseni a tyto body
vykreslime v zavislosti na hodnoté ey, tak ziskame body bifurka¢niho diagramu perio-
dického tTeseni v zavislosti na en;. N obr. 6.5a je vidét, ze je velky rozdil mezi jednotlivymi
body, mezi kterymi by mél byt prisecik s osou a kiivkou. Proto pro zpresnéni vyuzijeme
metodu stfelby s vyuzitim pileni intervali, pro hledani prisec¢iku mezi krivkami. Nami
ziskany bifurka¢ni diagram je zobrazeny na obr. 6.7a a bifurkaéni diagram ziskany v [(]
je na obr. 6.7b.

Diky rozdilné diskretizaci casu v numerické metodé a rtizné metodé hledani navratu
feseni do nadroviny X a jejich parametri, jsou nékteré vétve v bifurkacnich diagramech
rizné. V nasem bifurkacnim diagramu se objevuje jedna vétev feseni navic, v okoli hod-
noty ey; = 0.1.

Ve vétvich bifurkaéniho diagramu jsme nalezli nékolik typii periodického Teseni systému.
Fazové portréty nalezenych periodickych feseni jsou na obr. 8.2,8.4,8.6 a 8.8. Vychylky a
derivace periodickych Teseni jsou na obr. 8.3, 8.5, 8.7 a 8.9. Nespojitosti v ¢g(t), onr(t)
nebo y(t) implikuji poc¢atek kontaktu tchytu s tyéi nebo klovnuti datla o ty¢. Tyto ne-
spojitosti se pak projevi tak, ze vychylky jsou spojité po ¢astech hladké funkce.
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Obrazek 6.5: Poincarého zobrazeni pro enx; = 0.5

Protoze v nebuzeném systému je uvazovano tfeni a také narazy, které ubiraji kinetickou
energii systému, je mozné periodické chovani jen diky zméné potencionalni energie na
kinetickou energii. Model je uvazovan v gravitacnim poli a toto pole je potencionalni a
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Obrézek 6.6: ReSeni pocatecni dlohy

vertikalni poloha tchytu je uvazovana na nekonecné dlouhé tyci. Proto se potencidlni
energie se preméni na kinetickou energii posunem tuchytu smérem nize v ose y. Vyvoj
potencialni a kinetické energie periodického Teseni z 6.9 je na obr. 6.8. Z obrazku je patrné,
ze kineticka energie se v periodickém feseni chova periodicky a potencionalni energie klesa,
coz odpovida tomu, ze hledané periodické reseni neni periodické v y. Periodické feseni je

na obr. 6.9.

periodické

reseni pruabéh stavi periodického reseni

Vizobr.82. | (2) = (1) =4 —->B) =1 —=6B)=>1)—-@d—->08)—=1)—=4) —(2) —
(1) = (4) = (2)

Vizobr.84. | (2) = (1)=4) —=B) =1 —=6B)=(1) -4 —=>B)—=1)—= 4 = (2

Vizobr.86. | (2) = (1) = 5B) = (1) —=4) = 3)—=(1)—4) — (2

Vizobr.88. | (2) = (1) =4 —->B) = 1) =-6B)—=1) -4 —->08)—=1)—=4) = (2 —
(1) = (4) = (2)

Tabulka 6.3: Pribéhy periodickych reseni
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(b) Bifurka¢ni diagram prevzaty z [7]

Obrézek 6.7: Bifurka¢ni diagramy periodického feseni
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x 10
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Kineticka energie
Potencialni energie
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Obrézek 6.8: Vyvoj energii periodického feseni
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Obrézek 6.9: Fazové portréty(s priubéhem stavii) se stabilnim periodickym fesenim tlohy

(6.29), kde ¢g(0) = —0.529664271866097 a cx; = 0.5. Redenf mé periodu 0.1462.
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Obrazek 6.10: Vychylky periodického FeSeni na zékladni periodé z obr. 6.9(¢asti (a) (b)
(c)) a derivace periodického feSeni na zakladni periodé z obr. 6.9 (¢asti (d) (e) (f)).
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Kapitola 7
Zaver

Vytvorili jsme algoritmus, diky kterému se nam povedlo vykreslit bifurkacéni diagram
periodického teseni slozitéjstho modelu datla na ty¢i. Nami ziskany bifurkaéni diagram
je podobny bifurkacnimu diagramu v pouzitych materidlech. Podarilo se ndm vytvorit
seznam nékterych druht periodického feseni vyskytujicich se pro rizné hodnoty na bi-

vvvvvv

nodussim modelu. Déle jsme vytvorili diagram pribéhu stavi systému.
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Kapitola 8

Priloha

-3 -3
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Obrazek 8.1: Vyvoj potenciondlni a kinetické energie periodickych feseni
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Obrézek 8.2: Fazové portréty(s priubéhem stavi) se stabilnim periodickym fesenim tlohy

(6.29), kde ¢g(0) = —0.529664271866097 a cx; = 0.5. Redenf mé periodu 0.1462.
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Obrézek 8.3: Vychylky periodického feseni na zékladni periodé z obr. 8.2(¢ast (a) (b) (c))
Derivace periodického feseni na zékladni periodé z obr. 8.2 (¢ast (d) (e) (f))
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Obréazek 8.8: Fazové portréty se nestabilnim periodickym fesenim tlohy (6.29), kde
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Obréazek 8.9: Vychylky periodického Teseni na zakladni periodé z obr. 8.8 (¢ast (a) (b) (c)
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