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Katedra kybernetiky

DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Abstrakt

Tato práce se zabývá řešeńım zpětné kinematické úlohy pro sériové manipulátory s omezenou strukturou.

Nejprve je popsána struktura obecného manipulátoru a d̊uležité pojmy z robotiky. Dále je vysvětlen zp̊usob

popisu polohy a rotace použitý v práci a dvě úmluvy pro popis manipulátoru - Denavit Hartenbergova a

Khalil Kleinfingerova. Oba popisy jsou předvedeny na př́ıkladech. Hlavńı část práce se pak zabývá řešeńım

zpětné úlohy manipulátor̊u se třemi rotačńımi a třemi translačńımi klouby a manipulátor̊u se sférickým

zápěst́ım. Nalezené postupy řešeńı jsou nakonec implementovány jako funkce v Matlabu, která ze zadaných

parametr̊u manipulátoru poč́ıtá př́ımou a zpětnou kinematickou úlohu.

Kĺıčová slova

Sériové manipulátory, př́ımá kinematická úloha, zpětná kinematická úloha, Denavit Hartenbergova úmluva,

Khalil Kleinfingerova úmluva, sférické zápěst́ı, dekompozice omezených architektur, Matlab.
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Abstract

This theses deals with solving inverse kinematic model of serial manipulators with constrained structure.

First, the structure of general manipulator is described and important terms are explained. After that,

notation of position and rotation of axes system is shown, along with two methods of axes transformation -

the Denavit Hartenberg convention and Khalil Kleinfinger convention. Both conventions are described using

examples. The main part of this work deals with the solution of inverse kinematic model of manipulators with

three revolute joints and three prismatic joints and manipulators with spherical wrist. Obtained solutions

are then implemented in Matlab function, which solves the direct and inverse kinematic model using the

input parameters.

Keywords

Serial manipulators, direct kinematic model, inverse kinematic model, Denavit Hartenberg convention, Khalil

Kleinfinger convention, spherical wrist, constrained architectures decomposition, Matlab.
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2.2 Důležité pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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1 Úvod a ćıle práce

Hlavńım zaměřeńım této práce jsou manipulátory, zejména sériové se šesti stupni volnosti. V prvńı části je

popsána struktura obecného manipulátoru a vysvětleny pojmy z robotiky relevantńı pro tuto práci. Dále

jsou probrány možnosti reprezentace polohy a rotace použité v této práci a pro srovnáńı ukázány alternativńı

postupy reprezentace rotace. Na tyto notace pak navazuj́ı úmluvy pro popis transformaćı mezi souřadnými

systému, použ́ıvané pro popis manipulátor̊u. Jedná se o Denavit Hartenbergovu úmluvu a Khalil Kleinfin-

gerovu úmluvu. Denavit Hartenbergova úmluva je využita při vysvětleńı d̊uležitých pojmů př́ımá a zpětná

kinematická úloha. Opět nejprve pro obecné manipulátory a poté pro omezené architektury, kterými se tato

práce zabývá - manipulátorem se třemi translačńımi a třemi rotačńımi klouby a manipulátorem se sférickým

zápěst́ım. Nejprve jsou odvozeny obecné rovnice, které jsou poté prozkoumány a vyřešeny pro jejich r̊uzné

tvary.

Tak se dostáváme k nejd̊uležitěǰśımu bodu a ćıli této práce, implementaci těchto algoritmů jako funkce v

Matlabu. Tato funkce zpracuje př́ımou a zpětnou úlohu podle zadaných Denavit Hartenbergových parametr̊u

a zjist́ı tak bud’ polohu a rotaci koncového efektoru pro př́ımou úlohu, či potřebné nastaveńı jednotlivých

kloub̊u v př́ıpadě zpětné úlohy. Na závěr této práce je tato funkce popsána v jakési uživatelské př́ıručce,

společně s některými zaj́ımavými interńımi funkcemi, které tento algoritmus využ́ıvá.
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2 Manipulátory

Tato práce se zabývá robotickými manipulátory, jedná se o robotické zař́ızeńı, které zesiluje, urychluje

či jiným zp̊usobem ulehčuje či zkvalitňuje lidskou práci. Podle svého zaměřeńı je lze rozdělit do několika

kategoríı, my se budeme zabývat zejména manipulátory nasazovanými v pr̊umyslu. Tyto manipulátory se

většinou vyznačuj́ı univerzálńı použitelnost́ı a jejich funkci lze měnit úpravou programu [5].

Obrázek 1: Manipulátor KUKA.

2.1 Struktura manipulátoru

V krátkosti si poṕı̌seme strukturu manipulátoru [5]. Základna manipulátoru představuje pevnou část, která

určuje souřadný systém robotu. Na tu jsou napojena ramena manipulátoru, která vykonávaj́ı vlastńı pohyb.

Ta jsou spojena pomoćı kloub̊u, jejich druh a počet určuje rozsah pohybu a počet stupň̊u volnosti (viz dále).

Pokud jsou klouby poháněny nějakým pohonem, mluv́ıme o kloubech aktivńıch, v opačném př́ıpadě jde

o pasivńı klouby, které pouze vymezuj́ı rozsah pohybu dvou sousedńıch ramen. Spojeńı ramen a kloub̊u

tvoř́ı kinematickou strukturu manipulátoru. Posledńı část je koncový efektor, většinou pracovńı nástroj.

Pracovńı prostor určuje množinu všech dosažitelných pozic v prostoru, tato množina je závislá na konstrukci

robotu. Natočeńı, či posun jednotlivých aktuátor̊u určuje vektor kloubových souřadnic Q. Výsledná poloha a

orientace koncového efektoru je vektor zobecněných souřadnic X. Nalezeńı transformaćı mezi kloubovými a

zobecněnými souřadnicemi je pak úkolem pro př́ımou kinematickou úlohu X = F (Q), která převád́ı jednotlivé

natočeńı a posuny kloub̊u na souřadnice a natočeńı efektoru. Inverzńı úloha k této je zpětná kinematická

úloha Q = F−1(X), která převád́ı pozici a rotaci koncového efektoru na natočeńı a posun jednotlivých

kloub̊u. Vı́ce o těchto úlohách dále.
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Manipulátory se podle tvaru kinematické struktury děĺı do dvou skupin. Sériové manipulátory maj́ı

kinematickou strukturu ve tvaru otevřeného řetězce. Vznikaj́ı postupným napojováńım ramen a kloub̊u.

Toto uspořádáńı umožňuje jednoduchou mechanickou konstrukci a v porovnáńı s jinými zp̊usoby uspořádáńı

jednodušš́ı konstrukci. Nevýhodou je zp̊usob, jakým se projevuj́ı chyby v jednotlivých částech manipulátoru

- vlivem konstrukce se tyto chybu sč́ıtaj́ı.

Paralelńı manipulátory maj́ı uzavřenou kinematickou strukturu, koncový efektor je tak současně připojen

na v́ıce než jedno rameno. Výhodou je vyšš́ı přesnost, protože se mechanické chyby pr̊uměruj́ı a vyšš́ı tuhost,

d́ıky rozložeńı na větš́ı počet ramen. Nevýhodou je složitěǰśı ř́ızeńı vlivem komplikovaných transformaćı mezi

souřadnicemi kloub̊u a efektoru. Konstrukčńı omezeńı také mohou zp̊usobit relativně menš́ı pracovńı prostor

oproti sériovému manipulátoru.

(a) Sériový manipulátor. (b) Paralelńı manipulátor.

Obrázek 2: Srovnáńı sériového a paralelńıho manipulátoru ABB s vyznačenými pracovńımi prostory.

2.2 Důležité pojmy

Na závěr této kapitoly si ještě vysvětĺıme několik d̊uležitých pojmů [5].

• Počet stupň̊u volnosti - DoF

Minimálńı počet parametr̊u (rotace, translace), který jednoznačně popisuje polohu bodu tělesa v rovině

či prostoru. Bod v rovině má tak 2 DoF, v prostoru 3 DoF. Tuhé těleso, kde uvažujeme i rotaci má v

prostoru 6 DoF.

• Klouby manipulátoru
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Lǐśı se počtem a typem stupň̊u volnosti, nejpouž́ıvaněǰśı jsou:

posuvný, P-kloub, přidávaj́ıćı jeden translačńı stupeň volnosti.

rotačńı, R-kloub, přidávaj́ıćı jeden rotačńı stupeň volnosti.

univerzálńı (Kardan̊uv), U-kloub, přidávaj́ıćı dva rotačńı stupně volnosti.

sférický, S-kloub, přidávaj́ıćı všechny tři rotačńı stupně volnosti.

Obrázek 3: Různé typy kloub̊u (P, R, U, S).

• Domovská poloha manipulátoru

Manipulátor je v domovské poloze, pokud jsou jeho aktivńı kloubové souřadnice Q ve výchoźı (do-

movské) poloze.

• Přesnost a opakovatelnost

Přesnost (accuracy) manipulátoru je dána odchylkou požadované polohy a skutečné polohy (naměřené

referenčńım měřidlem) koncového efektoru. Opakovatelnost (repeatability) je maximálńı rozd́ıl mezi

skutečnými polohami koncového efektoru po jeho přesunu do jedné požadované polohy z r̊uzných

výchoźıch poloh.

Obrázek 4: Přesnost (accuracy) a opakovatelnost (repeatability).

• Redundance

Manipulátor je redundantńı, pokud je počet jeho nezávislých aktivńıch kloubových souřadnic větš́ı než

počet stupň̊u volnosti koncového efektoru manipulátoru.
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2.3 Současný stav

Manipulátory jsou v současné době široce nasazované a použ́ıvané. Zejména sériové manipulátory lze nalézt

takřka na každé výrobńı lince. Pro správný a efektivńı chod je třeba řešit př́ımou a zpětnou kinematickou

úlohu. Př́ımá úloha je pro sériové manipulátory obecně triviálńı, zpětná úloha pak může být v závislosti na

počtu a typu kloub̊u řešitelná velmi obt́ıžně. Př́ımočaré analytické řešeńı lze obecně nalézt pro jednoduché

manipulátory, s pohybem většinou planárńıho charakteru. Často je přesto potřeba zkušenost́ı a geometrického

náhledu na úlohu. Dále existuj́ı metody pro řešeńı obecných architektur, ty ovšem bývaj́ı komplikované. Je

také možnost nasadit numerické, např́ıklad gradientńı metody, tyto jsou ovšem většinou schopné nalézt jen

jedno řešeńı, otázka je zda toto řešeńı bude realizovatelné. Také se potýkaj́ı s tradičńımi neduhy numerických

metod, jako je stabilita, či numerické chyby.

V této práci se využ́ıvá zejména specializovaných metod pro řešeńı omezených architektur pomoćı de-

kompozice. Bylo dokázáno [2], že při určitém složeńı kloub̊u lze manipulátor rozdělit na dvě jednodušš́ı úlohy

a řešeńı tak usnadnit.
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3 Reprezentace polohy a rotace

Pro práci s manipulátorem je nejprve třeba určit jak reprezentovat polohu a rotaci jeho jednotlivých ramen.

Je přirozené reprezentovat polohu vektorem, tedy např́ıklad X =
[
x y z

]T
představuje souřadnice x y z.

Pro daľśı práci bude také potřeba rozlǐsovat v jakém souřadném systému se tyto souřadnice nacházej́ı.

Předpokládejme tedy dva souřadné systémy, F1, s počátkem souřadnic O1 a osami x1, y1, z1, pevně

spojený s ramenem Link 1 a systém F2 = {O2 − x2y2z2} spojený s ramenem Link 2.

Obrázek 5: Transformace souřadných systémů.

Vzájemná translace mezi systémy F1 a F2 je tedy dána vektorem translace r11,2 = O1
2 −O1

1 = O1
2. [6] [5]

Rotaci vyjádř́ıme pomoćı matice rotace Ri
j . Jedná se o reálnou matici 3×3, kde sloupce Ri

j [:, k] představuj́ı

jednotkové směrové vektory souřadného systému Fj vzhledem souřadnému systému Fi.

Ri
j =

[
xij yij zij

]
Tato matice má následuj́ıćı vlastnosti:

• Ri
j je ortogonálńı, plat́ı tedy (Ri

j)
T = (Ri

j)
−1.

• Dı́ky závislosti prvk̊u dále plat́ı Ri
j [:, k]T ·Ri

j [:, l] = Ri
j [k, :] ·Ri

j [l, :]
T =

1 pro k = l

0 pro k 6= l

kde Ri
j [:, k] znač́ı k -tý sloupec a Ri

j [k, :] k -tý řádek.

• Dı́ky prvńı vlastnosti plat́ı druhá vlastnost i pro (Ri
j)
−1

Tyto vlastnosti budou s výhodou dále využity. Uvedeme si předpisy pro rotace podle hlavńıch os:

Rotace podle osy x o úhel α Rot(x, α)1 0 0

0 cos(α) − sin(α)

0 sin(α) cos(α)


Rot(y, β)  cos(β) 0 sin(β)

0 1 0

− sin(β) 0 cos(β)


11



Rot(z, γ) cos(γ) − sin(γ) 0

sin(γ) cos(γ) 0

0 0 1


Úhly α, β, γ se nazývaj́ı Eulerovské úhly. Obecnou rotaci můžeme vyjádřit dvěma zp̊usoby pomoćı těchto

elementárńıch rotaćı. [5]

1. Postupná rotace kolem os souřadných systémů.

Při schématu XYZ:

- Odrotuj s.s. F1 kolem osy x1 o úhel α ⇒ vzniká nový souřadný systém F
′

1

- Odrotuj s.s. F
′

1 kolem osy y
′

1 o úhel β ⇒ vzniká nový souřadný systém F
′′

1

- Odrotuj s.s. F
′′

1 kolem osy z
′′

1 o úhel γ ⇒ vzniká nový souřadný systém F2

Zaṕı̌seme jako

R1
2 = Rot(z, γ) · Rot(y, β) · Rot(x, α)

2. Rotace kolem os souřadného systému F1 (fixované osy rotace)

Opět schéma XYZ:

- Odrotuj s.s. F1 kolem osy x1 o úhel α ⇒ vzniká nový souřadný systém F
′

1

- Odrotuj s.s. F
′

1 kolem osy y1 (tedy p̊uvodńı osy y) o úhel β ⇒ vzniká nový souřadný systém F
′′

1

- Odrotuj s.s. F
′′

1 kolem osy z1 o úhel γ ⇒ vzniká nový souřadný systém F2

Lze zapsat jako

R1
2 = Rot(x, α) · Rot(y, β) · Rot(z, γ)

Rotaci tedy lze reprezentovat Eulerovými úhly nebo matićı rotace. Nyńı si ukážeme, jak mezi těmito reprezen-

tacemi přecházet. Pokud známe Eulerovy úhly, lze jednoznačným zp̊usobem źıskat matici rotace R1
2(α, β, γ).

Např́ıklad pokud uvažujeme schéma XYZ s postupnou rotaćı kolem os souřadných systémů, pak plat́ı:

R1
2(α, β, γ) =

 cos(β) cos(γ) − cos(β) sin(γ) sin(β)

sin(α) sin(β) cos(γ) + cos(α) sin(γ) − sin(α) sin(β) sin(γ) + cos(α) cos(γ) − sin(α) cos(β)

cos(α) sin(β) cos(γ) + sin(α) sin(γ) cos(α) sin(β) sin(γ) + sin(α) cos(γ) cos(α) cos(β)


Zpětná transformace lze tedy určit např́ıklad takto1:

Pokud plat́ı β ∈
(
−π2 ,

π
2

)
, cos(β) ≥ 0 :

α = atan2
(
−R1

2[2, 3],R1
2[3, 3]

)
β = atan2

(
R1

2[1, 3],

√
(R1

2[2, 3])
2

+ (R1
2[3, 3])2

)
γ = atan2

(
−R1

2[1, 2],R1
2[1, 1]

)
1atan2 znač́ı funkci, která respektuje znaménka argument̊u a vraćı korektńı řešeńı podle kvadrantu úhlu.
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Pokud plat́ı β ∈
(
π
2 ,

3π
2

)
, cos(β) < 0 :

α = atan2
(
R1

2[2, 3],−R1
2[3, 3]

)
β = atan2

(
R1

2[1, 3],−
√

(R1
2[2, 3])

2
+ (R1

2[3, 3])
2
)

γ = atan2
(
R1

2[1, 2],−R1
2[1, 1]

)
Pokud plat́ı β = π

2 , pak matice rotace degeneruje na

R1
2(α, β, γ) =

 0 0 1

sin(α+ γ) cos(α+ γ) 0

− cos(α+ γ) sin(α+ γ) 0


Lze tak určit jen rozd́ıl úhl̊u α a γ. Pro β = −π2 , pak matice rotace degeneruje na

R1
2(α, β, γ) =

 0 0 −1

− sin(α+ γ) cos(α+ γ) 0

cos(α+ γ) sin(α+ γ) 0


a lze tak určit pouze součet úhl̊u α a γ. Úhly β = ±π2 představuj́ı singularitu v reprezentaci rotace pomoćı

Eulerových úhl̊u. Osy x1 a z
′′

1 jsou v tomto př́ıpadě rovnoběžné a nelze jednoznačně určit úhly α a γ, pouze

jejich rozd́ıl či součet.

3.1 Daľśı možnosti reprezentace rotace

V krátkosti si ještě představ́ıme alternativńı možnosti reprezentace rotace. Jedná se o obecnou osu rotace a

jednotkový kvarternion.

1. Obecná osa rotace

Jedná se o reprezentaci pomoćı 4 parametr̊u: vektor rotace r =
[
rx ry rz

]T
kde norma vektoru

||r|| = 1 a úhel rotace ϑ kolem tohoto vektoru. Dopředná transformace r, ϑ→ R pak prob́ıhá takto [1]:

R(r, ϑ) = Rot(z, α) ·Rot(y, β) ·Rot(z, ϑ) ·Rot(y,−β) ·Rot(z,−α) =

=

 r2x(1− cos(ϑ)) + cos(ϑ) rxry(1− cos(ϑ))− rz sin(ϑ) rxrz(1− cos(ϑ)) + ry sin(ϑ)

rxry(1− cos(ϑ)) + rz sin(ϑ) r2y(1− cos(ϑ)) + cos(ϑ) ryrz(1− cos(ϑ))− rx sin(ϑ)

rxrz(1− cos(ϑ))− ry sin(ϑ) ryrz(1− cos(ϑ))− rx sin(ϑ) r2z(1− cos(ϑ)) + cos(ϑ)


To si lze představit jako přesun do souřadného systému obecné osy, rotace kolem této osy a zpětný

návrat do p̊uvodńıho souřadného systému. Zpětná transformace pak lze zapsat jako [1]

ϑ = acos

(
R[1, 1] + R[2, 2] + R[3, 3]− 1

2

)
, r =

1

2 sin(ϑ)

R[3, 2]−R[2, 3]

R[1, 3]−R[3, 1]

R[2, 1]−R[1, 2]


Nastává tedy singularita pokud ϑ = {0, π}.
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2. Jednotkový kvarternion

Definován jako Π = [η εT ]T , ε = [εx εy εz]
T , kde η = cos

(
ϑ
2

)
, ε = sin

(
ϑ
2

)
r, ||Π|| = 1. r a ϑ

z̊ustávaj́ı z předchoźı reprezentace. Dopředná transformace je pak

R(η, ε) =

2(η2 + ε2x)− 1 2(εxεy − ηεz) 2(εxεz + ηεy)

2(εxεy − ηεz) 2(η2 + ε2y)− 1 2(εyεz + ηεx)

2(εxεy − ηεy) 2(εyεz + ηεx) 2(η2 + ε2y)− 1


Zpětná transformace:

η =
1

2

√
R[1, 1] + R[2, 2] + R[3, 3] + 1, ε =

1

2

sgn(R[3, 2]−R[2, 3])
√

R[1, 1]−R[2, 2]−R[3, 3] + 1

sgn(R[1, 3]−R[3, 1])
√

R[2, 2]−R[3, 3]−R[1, 1] + 1

sgn(R[2, 1]−R[1, 2])
√

R[3, 3]−R[1, 1]−R[2, 2] + 1


Nenastává tedy žádná singularita.

3.2 Homogenńı transformačńı matice

Při znalosti vektoru polohy rii,j a matice rotace Ri
j je možné sestavit transformačńı matici polohy a rotace

Ti
j ve tvaru

Ti
j =

 Ri
j rii,j

0 0 0 1


Tato matice souviśı s projektivńımi transformacemi, využ́ıvá se např́ıklad v grafice. Lze ji interpretovat

jako reprezentaci polohy a rotace vektoru Yi v souřadném systému Fj , ale také ji lze použ́ıt jako transformačńı

matici pro přechod mezi souřadnými systémy. Tato transformace prob́ıhá jednoduše vynásobeńım, pokud

chceme vyjádřit souřadnice bodu Xi v souřadném systému Fj , potřebujeme pouze transformačńı matici Ti
j

a pak plat́ı:

Xi = Ti
jXj

neboli

Xj = (Ti
j)
−1Xi = Tj

iXi

Matice tedy obecně popisuje transformaci souřadného systému Fj vzhledem k souřadnému systému Fi. Plat́ı:

• Ti
j ·T

j
k = Ti

k

• Ti
j [1 : 3, 1 : 3] = Ri

j neboli rotace a Ti
j [1 : 3, 4] = rii,j je posun, tedy translace.

•
(
Ti
j

)−1
= Tj

i =


(
Ri
j

)T (
Ri
j

)T · rii,j
0 0 0 1


NEPLATÍ již tedy, že translace je ekvivalentńı inverzi jako u rotačńı matice !
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4 Denavit Hartenbergova úmluva pro popis kinematiky manipulátor̊u

Nyńı, když máme prostředek jak definovat souřadné systémy, je třeba určit si jednoznačný systém jak tyto

systémy určit v rámci manipulátoru. V této práci se pracuje s Denavit Hartenbergovým (DH) popisem, který

definuje přechod z jednoho ramena manipulátoru na daľśı pomoćı 4 parametr̊u. Pokud máme klouby i-1, i,

i+1 a mezi nimi spojeńı i-1, i, je třeba postupovat následovně [1] [3]:

• Označ́ıme osu kloubu i+1 (směr, kterým se pohybuje translačńı kloub, či osa podle které se otáč́ı rotačńı

kloub) jako zi a osu kloubu i jako zi−1.

• Urč́ıme počátek souřadnic Oi v pr̊useč́ıku osy zi s normálou os zi a zi−1.

• Osu xi zvoĺıme ve směru výše uvedené normály tak, aby směřovala z kloubu i do kloubu i + 1.

• Osu yi doplńıme tak, aby byl souřadný systém pravotočivý.

Pro lepš́ı představu je připojen obrázek [3]:

Obrázek 6: Denavit Hartenbergova úmluva.

Nyńı je možné definovat parametry
[
d θ a α

]
s následuj́ıćım významem [1]:

d−Vzdálenost počátk̊u souřadnic Oi−1 a O
′

i

θ − Úhel mezi osami xi−1 a xi

a−Vzdálenost počátk̊u souřadnic O
′

i a Oi

α− Úhel mezi osami zi−1 a zi
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Parametr d dále představuje posun pro translačńı kloub, ostatńı parametry jsou pak geometrické parametry

kloubu. Pro rotačńı kloub je θ rotace tohoto kloubu a ostatńı parametry jsou geometrické parametry. Jsme-li

v souřadném systému Fi a chceme přej́ıt na známý souřadný systém Fi+1 provedeme následuj́ıćı:

1. Posuneme souřadný systém podél osy zi (osa z prvńıho s.s.) o vzdálenost di a dále jej otoč́ıme kolem

osy zi o úhel θi.

2. Tento nový s.s. F ′i+1 posuneme podél osy x′i+1 o vzdálenost ai a otoč́ıme podle osy x′i+1 o úhel αi.

3. Nyńı jsme již v novém souřadném systému Fi+1

Rotace a posuny provedeme pomoćı transformačńıch matic. Máme-li polohu a rotaci zadanou matićı ve tvaru

X =

[
rx ry rz t

0 0 0 1

]
kde vektory r představuj́ı rotaci a vektor t translaci. Můžeme provést posun o vzdálenost d rotaci o úhel θ

kolem a podél osy z vynásobeńım následuj́ıćı matićı:

Ti−1
i′ =


cos(θi) − sin(θi) 0 0

sin(θi) cos(θi) 0 0

0 0 1 di

0 0 0 1


Dále posun o vzdálenost a rotaci o úhel α kolem a podél osy x vynásobeńım následuj́ıćı matićı:

Ti′

i =


1 0 0 ai

0 cos(αi) − sin(αi) 0

0 sin(αi) cos(αi) 0

0 0 0 1


T́ım źıskáváme transformačńı matici Ti

i+1

Ti
i+1 = Ti−1

i′ ·T
i′

i =


cos(θi) − sin(θi) cos(αi) sin(θi) sin(αi) ai cos(θi)

sin(θi) cos(θi) cos(αi) − cos(θi) sin(αi) ai sin(θi)

0 sin(αi) cos(αi) di

0 0 0 1


Přǐrazeńı Denavit Hartenbergových parametr̊u si ukážeme na př́ıkladu antropomorfńıho manipulátoru se

sférickým zápěst́ım. Jedná se o neredundantńı manipulátor se šesti stupni volnosti. Ten je schopen polohovat

sv̊uj efektor do libovolné pozice a orientace v prostoru (v rámci konstrukčńıch omezeńıch manipulátoru).

T́ımto typem manipulátoru se budeme podrobněji zabývat dále, jedna z jeho realizaćı je zde:
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Obrázek 7: Manipulátor se sférickým zápěst́ım popsaný Denavit Hartenbergovou dohodou.

DH parametry pro tento manipulátor jsou:

kloub d a α

1 l1 0 π
2

2 0 l2 0

3 0 0 π
2

4 l3 0 -π2
5 0 0 π

2

6 l4 0 0

Protože se jedná pouze o rotačńı klouby, tak parametry θi určuj́ı rotaci jednotlivých kloub̊u.

Existuj́ı př́ıpady kdy je určeńı některé z os nejednoznačné [1]:

• Pro systém souřadnic prvńıho kloubu F0 je jednoznačně určena pouze osa z0, osu x0 a počátek souřadnic

O0 lze zvolit libovolně.

• Pro systém souřadnic posledńıho kloubu Fn osa zn jednoznačně určena neńı, muśı však platit, že osa

xn lež́ı ve směru normály zn−1 a zn.
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• Pokud jsou dvě po sobě jdoućı osy (zi−1, zi) rovnoběžné, pak jejich normála neńı jednoznačně defi-

nována (resp. je jich nekonečně mnoho). Je tedy možné ji nějakým zp̊usobem zvolit tak, aby byla ve

směru os kloub̊u.

• Pokud se dvě po sobě jdoućı osy (zi−1, zi) prot́ınaj́ı, neńı normála definována a osu xi je třeba zvolit

kolmo na rovinu tvořenou osami (zi−1, zi) v libovolném směru.

Jak je vidět, souřadný systém Fi, který je svázán s ramenem i je umı́stěn v ose kloubu i + 1, nelze tedy

popisovat rozvětvené kinematické řetězce (př́ıpad kdy jsou dva klouby svázány s jedńım ramenem). Pro

takové je třeba zvolit jinou metodu, např́ıklad dále uvedenou Khalil-Kleinfingerovu.
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5 Khalil Kleinfingerova úmluva pro popis kinematiky manipulátor̊u

Khalil Kleinfingerova úmluva se od DH úmluvy lǐśı v přiděleńı souřadných systému - s.s. Fi je umı́stěn v ose

kloubu i, který určuje jeho pohyb. Obrázek zde [1]:

Obrázek 8: Khalil Kleinfingerova úmluva.

Pro přechod ze souřadného systému Fi do Fi+1 je třeba postupovat následovně [1]:

• Označ́ıme osu kloubu i jako zi a osu kloubu i-1 jako zi−1.

• Urč́ıme počátek souřadnic Oi v pr̊useč́ıku osy zi s normálou os zi a zi−1.

• Osu xi zvoĺıme ve směru normály os zi a zi+1 tak, aby směřovala z kloubu i do kloubu i + 1

• Osu yi doplńıme tak, aby byl souřadný systém pravotočivý.

Opět je možné definovat parametry
[
d θ a α

]
které tentokrát představuj́ı:

d−Vzdálenost počátk̊u souřadnic Oi a O
′

i

θ − Úhel mezi osami xi−1 a xi

a−Vzdálenost mezi počátkem souřadnic Oi−1 a osou zi

α− Úhel mezi osami zi−1 a zi

Jsme-li v souřadném systému Fi−1 a chceme přej́ıt na známý souřadný systém Fi provedeme následuj́ıćı:

1. Posuneme souřadný systém podél osy xi−1 (osa z prvńıho s.s.) o vzdálenost ai a dále jej otoč́ıme kolem

osy xi−1 o úhel αi.

2. Tento nový s.s. F ′i posuneme podél osy z′i o vzdálenost di a otoč́ıme podle osy z′i o úhel θi.

3. Nyńı jsme již v novém souřadném systému Fi
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T́ım źıskáváme transformačńı matici Ti−1
i

Ti
i−1 =


cos(θi) − sin(θi) 0 ai

cos(αi) sin(θi) cos(αi) cos(θi) − sin(αi) −di sin(αi)

sin(αi) sin(θi) sin(αi) cos(θi) cos(αi) di cos(αi)

0 0 0 1


Opět si uvedeme př́ıklad úmluvy pro antropomorfńı manipulátor se sférickým zápěst́ım.

Obrázek 9: Manipulátor se sférickým zápěst́ım popsaný Khalil Kleinfingerovou metodou.

DH parametry pro tento manipulátor jsou:

kloub d a α

1 0 0 0

2 0 0 π
2

3 0 l2 0

4 l3 0 π
2

5 0 0 −π2
6 0 0 π

2

Protože se jedná pouze o rotačńı klouby, tak parametry θi určuj́ı rotaci jednotlivých kloub̊u. Tentokrát
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se v parametrech nevyskytuj́ı parametry l1 a l4. Tyto mohou být součást́ı kompenzačńıch matic Tb
0 a Tn

e .

Velkou výhodu oproti předchoźı úmluvě má KK v popisu rozvětvených architektur [5]:

Předpokládejme rozvětvený řetězec

Obrázek 10: Rozvětvený řetězec popsaný Khalil Kleinfingerovou metodou.

Vzájemná transformace mezi kloubem i − 1 a kloubem i je jednoznačně definována KK transformaćı

pomoćı výše uvedené transformačńı matice. Definujeme pomocný souřadný systém 1Fi−1, která má osu
1zi−1 totožnou s osou zi−1 a osa 1xi−1 je definována ve směru normály os zi−1 a zi+1. Transformace mezi

systémy Fi−1 a 1Fi−1 bude popsána parametry

• γi+1 - úhel mezi osami xi−1 a 1xi−1 kolem osy zi−1.

• bi+1 - vzdálenost mezi počátkem Oi−1 a počátkem 1Oi−1.

Transformace Fi−1 ⇒ 1Fi−1 je dána posunem s.s. Fi−1 podél osy zi−1 o hodnotu bi+1 a otočeńım kolem

osy zi−1 o úhel γi+1.

Ti−1
1i−1 =


cos(γi+1) − sin(γi+1) 0 0

sin(γi+1) cos(γi+1) 0 0

0 0 1 bi+1

0 0 0 1


Transformace 1Fi−1 ⇒ Fi+1 je pak dána známou transformačńı matićı
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T
1i−1
i+1 =


cos(θi+1) − sin(θi+1) 0 ai+1

cos(αi+1) sin(θi+1) cos(αi+1) cos(θi+1) − sin(αi+1) −di+1 sin(αi+1)

sin(αi+1) sin(θi+1) sin(αi+1) cos(θi+1) cos(αi+1) di+1 cos(αi+1)

0 0 0 1


Výsledná transformace je tak 2

Ti−1
1i−1T

1i−1
i+1 =

=


cos(γ) cos(θ)− sin(γ) cos(α) sin(θ) − cos(γ) sin(θ)− sin(γ) cos(α) cos(θ) sin(γ) sin(α) sin(γ) sin(α)d+ cos(γ)a

sin(γ) cos(θ) + cos(γ) cos(α) sin(θ) − sin(γ) sin(θ) + cos(γ) cos(α) cos(θ) − cos(γ) sin(α) − cos(γ) sin(α)d+ sin(γ)a

sin(α) sin(θ) sin(α) cos(θ) cos(α) d cos(α) + b

0 0 0 1


Analogickým zp̊usobem pak lze odvodit vztahy pro libovolný počet kloub̊u připojených na rameni i − 1.

Khalil Kleinfingerova úmluva jednoznačně definuje kloubové souřadnice každého kloubu. Nejednoznačné

stavy nastáváj́ı pro následuj́ıćı př́ıpady [1]:

• Systém souřadnic prvńıho kloubu F0 lze zvolit libovolně.

• Pro systém souřadnic posledńıho kloubu Fn je jednoznačně určena pouze osa zn, xn může být zvolena

libovolně.

• Pokud jsou dvě po sobě jdoućı osy (zi−1, zi) rovnoběžné, pak jejich normála neńı jednoznačně defi-

nována (resp. je jich nekonečně mnoho). Je tedy možné ji nějakým zp̊usobem zvolit tak, aby byla ve

směru os kloub̊u.

• Pokud se dvě po sobě jdoućı osy (zi−1, zi) prot́ınaj́ı, neńı normála definována a osu xi je třeba zvolit

kolmo na rovinu tvořenou osami (zi−1, zi) v libovolném směru.

2pro zkráceńı zápisu jsou vynechány indexy i+1
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6 Př́ımá kinematická úloha

Př́ımá kinematická úloha představuje přechod od nastaveńı jednotlivých kloub̊u (kloubových souřadnic Q)

na polohu koncového efektoru X. Tedy představuje funkci

X = F (Q, ξ)

kde ξ jsou návrhové parametry manipulátoru [1]. Dř́ıve jsme si ukázali předpis pro přechod z jednoho

ramene do daľśıho pomoćı transformačńı matice, složené z DH parametr̊u. Můžeme tedy jejich pomoćı źıskat

transformaci ze souřadného systému prvńıho ramene do souřadného systému ramene posledńıho:

T0
n =

n∏
i=1

Ti−1
i (qi, ξ)

Je třeba však zvážit kompenzaci polohy základny a koncového efektoru. Kompenzace polohy základny

představuje umı́stěńı manipulátoru vzhledem k poloze základny, např́ıklad umı́stěńı manipulátoru na výrobńı

lince. Kompenzace polohy koncového efektoru představuje např́ıklad rozměry pracovńıho nástroje na kon-

covém efektoru.

Obě tyto kompenzace lze provést pomoćı kompenzačńıch matic, označ́ıme je jako Tb
0 pro kompenzaci

základny a Tn
e pro kompenzaci efektoru. Výsledná transformace tak je:

X = F (Q, ξ) = Tb
0 ·

n∏
i=1

Ti−1
i (qi, ξ) ·Tn

e

Kompenzačńı matice základny a efektoru budeme považovat za předem známé a v daľśım řešeńı se budeme

zabývat pouze matićı T0
n. Př́ımý kinematický model je d̊uležitý z několika d̊uvod̊u [1]:

• Zjǐstěńı koncové polohy manipulátoru ze znalosti nastaveńı jednotlivých kloub̊u - obecně je jednodušš́ı

měřit nastaveńı těchto kloub̊u než polohu v prostoru.

• Plánováńı trajektorie (třeba znát body trajektorie)

• Kalibrace - porovnáńı polohy rekonstruované z parametr̊u modelu a polohy změřené v prostoru. Upra-

veńı parametr̊u.

Nakonec je nutno poznamenat, že výše uvedené vztahy se někdy nazývaj́ı geometrickou úlohou a za

kinematickou úlohu se považuje řešeńı vztah̊u mezi rychlost́ı, zrychleńım a př́ıpadnými daľśımi derivacemi

polohy jednotlivých kloub̊u a rychlost́ı a zrychleńım koncového efektoru X. Tato práce se zabývá pouze

polohou.
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7 Zpětná kinematická úloha

Zpětná kinematická úloha je inverzńı problém k př́ımé úloze, známe polohu koncového efektoru X a zaj́ımá

nás potřebné nastaveńı jednotlivých kloub̊u pro dosažeńı této polohy. Tedy [1]

Q = F−1(X, ξ)

Na rozd́ıl od př́ımé úlohy, kde pro sériový manipulátor existuje vždy jedno analytické řešeńı, pro zpětnou

úlohu může obecně existovat řešeńı několik. Tato řešeńı může být nav́ıc obt́ıžné źıskat, zejména při nutnosti

řešeńı soustavy nelineárńıch rovnic. Některá řešeńı nemuśı odpov́ıdat konfiguraci manipulátoru, či mohou

být nedosažitelná v d̊usledku jeho konstrukce. Pro manipulátory řešené v této práci, které maj́ı 6 stupň̊u

volnosti a 6 kloub̊u se obecně jedná o řešeńı 6 nelineárńıch rovnic o 6 neznámých.

Pro vyřešeńı zpětné kinematické úlohy některých v praxi využ́ıvaných manipulátor̊u lze využ́ıt dekom-

pozice - rozděleńı rovnic manipulátoru na dvě nebo v́ıce soustav s menš́ım počtem neznámých. Podrobněji

si dekompozice ukážeme dále již pro konkrétńı architektury.

Opět je třeba mı́t na paměti kompenzaci polohy základny a koncového efektoru. Pro řešeńı zpětné úlohy

obecně známe polohu a rotaci koncového efektoru, což se dá označit jako Tb
e. Jelikož známe transformačńı

matice pro kompenzaci základny a efektoru, můžeme źıskat

Tb
e = Tb

0 ·T0
n ·Tn

e

Po přepsáńı

T0
n = (Tb

0)−1 ·Tb
e · (Tn

e )−1

Při řešeńı zpětné kinematické úlohy se tedy budeme zabývat pouze řešeńım jednotlivých kloub̊u, kom-

penzaćı se nemuśıme pro řešeńı zpětné úlohy zabývat.

Zpětná kinematická úloha je velmi d̊uležitá pro jakýkoliv pohyb manipulátoru, většinou potřebujeme

koncový efektor dostat na určitou pozici v prostoru, př́ıpadně j́ım pohybovat po určité trajektorii. Ze znalosti

tohoto bodu či trajektorie je pak nutné źıskat nastaveńı kloub̊u nutné pro dosažeńı tohoto ćıle.

V daľśıch kapitolách se budeme zabývat řešeńı zpětné úlohy dvou architektur. Prvńı jsou manipulátory,

které se skládaj́ı z právě tř́ı translačńıch a právě tř́ı rotačńıch kloub̊u. Tyto architektury lze dekomponovat

na oddělené řešeńı rotace a translace. Daľśı jsou manipulátory se šesti klouby, které maj́ı v kterémkoliv

bodě svého řetězce sférické zápěst́ı. Vı́ce o této architektuře a sférickém zápěst́ı v př́ıslušné kapitole. Tyto

manipulátory lze dekomponovat na oddělené řešeńı sférického zápěst́ı a klouby mimo sférické zápěst́ı. Stejně

jako u př́ımé kinematické úlohy, i zde se sluš́ı poznamenat, že se budeme zabývat pouze jejich polohou.
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8 Manipulátory se třemi translačńımi a třemi rotačńımi klouby

V této kapitole se budeme zabývat manipulátory se třemi rotačńımi klouby (dále budeme značit jako typ R)

a třemi translačńımi (typ P). Uspořádáńı jejich kloub̊u je tedy PPPRRR, PPRRRP a daľśı, dohromady 20

kombinaćı. Jeden z manipulátor̊u, splňuj́ıćı tyto požadavky je např́ıklad tento cylindrický manipulátor [1] s

uspořádáńım kloub̊u RPPRRP:

Obrázek 11: Cylindrický manipulátor se třemi P a třemi R klouby.

DH parametry pro tento manipulátor jsou:

kloub d θ a α

1 l1 θ1 0 0

2 d2 0 0 −π2
3 d3 0 0 0

4 0 θ4 0 −π2
5 0 θ5 0 π

2

6 d6 0 0 0

l1 je geometrický parametr, θi a di jsou pak rotace a posuny aktivńıch kloub̊u. Pod́ıváme-li se na trans-

formačńı matici libovolného kloubu typu P s využit́ım DH úmluvy:

Ti
′

i′+1
=


cos θi − sin θi cosαi sin θi sinαi a cos θi

sin θi cos θi cosαi − cos θi sinαi a sin θi

0 sinαi cosαi d

0 0 0 1


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Pak DH parametry θ, α, a jsou předem známé a konstantńı, rotačńı matice je tak pro všechny translačńı

klouby konstantńı. Pokud tedy provedeme př́ımou kinematickou úlohu źıskáme

T0
6 =

6∏
i=1

Ti−1
i (qi, ξ) =


cos θ1 cos θ4 cos θ5 + sin θ1 sin θ5 − cos θ1 sin θ4 cos θ1 cos θ4 sin θ5 − sin θ1 cos θ5 ?

sin θ1 cos θ4 cos θ5 − cos θ1 sin θ5 − sin θ1 sin θ4 sin θ1 cos θ4 sin θ5 + cos θ1 cos θ5 ?

− sin θ4 cos θ5 − cos θ4 − sin θ4 sin θ5 ?

0 0 0 1


Jelikož matice T0

6 je známá matice, dostáváme soustavu rovnic

cos θ1 cos θ4 cos θ5 + sin θ1 sin θ5 = T0
6[1, 1] (1)

− cos θ1 sin θ4 = T0
6[1, 2] (2)

cos θ1 cos θ4 sin θ5 − sin θ1 cos θ5 = T0
6[1, 3] (3)

sin θ1 cos θ4 cos θ5 − cos θ1 sin θ5 = T0
6[2, 1] (4)

− sin θ1 sin θ4 = T0
6[2, 2] (5)

sin θ1 cos θ4 sin θ5 + cos θ1 cos θ5 = T0
6[2, 3] (6)

− sin θ4 cos θ5 = T0
6[3, 1] (7)

− cos θ4 = T0
6[3, 2] (8)

− sin θ4 sin θ5 = T0
6[3, 3] (9)

Vyřeš́ıme např́ıklad takto:

1. Okamžitě známe cos(θ4) z rovnice (8).

2. Umocněńım a sečteńım rovnic (7) a (9) źıskáváme sin(θ4)
2
, odmocněńım sin(θ4).

3. Nyńı můžeme źıskat úhel θ4 = atan2(sin(θ4) , cos(θ4)), kde atan2 znač́ı funkci arcus tangens, která

respektuje znaménka u sinu a cosinu aby správně určila kvadrant do kterého výsledný úhel patř́ı.

4. Vyděleńım rovnic (2) a (5) členem sin(θ4) můžeme źıskat θ1 = atan2(sin(θ1) , cos(θ1))

5. Vyděleńım rovnic (7) a (9) členem sin(θ4) můžeme źıskat θ5 = atan2(sin(θ5) , cos(θ5))

Obdrž́ıme tak řešeńı

θ4 = atan2

(
±
√

(T0
6[3, 1])2 + (T0

6[3, 3])2,−T0
6[3, 2]

)
θ1 = atan2

(
−T0

6[2, 2]

sin θ4
,
−T0

6[1, 2]

sin θ4

)
θ5 = atan2

(
−T0

6[3, 3]

sin θ4
,
−T0

6[3, 1]

sin θ4

)
Daľśı úhly źıskáme opět prozkoumáńım př́ımé kinematické úlohy, tentokrát se zaměř́ıme na vektor

translace.
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T0
6 =

6∏
i=1

Ti−1
i (qi, ξ) =


? ? ? (cos θ1 cos θ4 sin θ5 − sin θ1 cos θ5)d6 − sin θ1d3

? ? ? (sin θ1 cos θ4 sin θ5 + cos θ1 cos θ5)d6 + cos θ1d3

? ? ? − sin θ4 sin θ5d6 + d2 + l1

0 0 0 1


Máme tak soustavu rovnice

(cos θ1 cos θ4 sin θ5 − sin θ1 cos θ5)d6 − sin θ1d3 = T0
6[1, 4]

(sin θ1 cos θ4 sin θ5 + cos θ1 cos θ5)d6 + cos θ1d3 = T0
6[2, 4]

− sin θ4 sin θ5d6 + d2 + l1 = T0
6[3, 4]

Tato soustava má jediné řešeńı:

d6 =
T0

6[1, 4] cos θ1 + T0
6[2, 4] sin θ1

(cos θ1 cos θ4 sin θ5 − sin θ1 cos θ5) cos θ1 + (sin θ1 cos θ4 sin θ5 + cos θ1 cos θ5) sin θ1

d3 =
T0

6[2, 4]− (sin θ1 cos θ4 sin θ5 + cos θ1 cos θ5)d6
cos θ1

d2 = T0
6[3, 4]− l1 + sin θ4 sin θ5d6

Našli jsme tak dvě řešeńı zpětné úlohy pro tento manipulátor. Jednu polohu si vyřeš́ıme č́ıselně, jako l1

dosad́ıme 1, všechny rotačńı klouby otoč́ıme o jeden radián a translačńı klouby posuneme o jeden metr. Z

dř́ıve vyřešené př́ımé kinematické úlohy tak źıskáváme koncovou matici rotace a orientace

Te =


0.8658 −0.4546 −0.209 −1.05

−0.209 −0.7081 0.6745 1.215

−0.4546 −0.5403 −0.7081 1.292

0 0 0 1


Dosazeńım do źıskaných rovnic źıskáváme

Θ = [1, 1, 1, 1, 1, 1] ∨ [−2.1416, 1, −1, −1, −2.1416, 1]

Toto řešeńı lze rozš́ı̌rit na obecný manipulátor se třemi rotačńımi a translačńımi klouby. Vždy bude platit,

že rotačńı matice u translačńıch kloub̊u jsou konstantńı a můžeme tak naj́ıt 9 rovnic o třech neznámých -

kloubových souřadnic θ. Pokud kloubové souřadnice označ́ıme jako θi, θj , θk, pak se dá obecná soustava

rovnic zapsat jako

Te[1 : 3, 1 : 3] =

6∏
i=1

Ti−1
i (qi, ξ)[1 : 3, 1 : 3]

Kde rotačńı matice R0
6 = T0

6[1 : 3, 1 : 3], kde [1 : 3, 1 : 3] znač́ı prvńı tři řádky z prvńıch tř́ı sloupc̊u, obsahuje

pouze tři neznámé, úhly θi, θj , θk. Porovnáńım s prvky rotačńı matice koncového bodu tak źıskáme výslednou

soustavu. Pro daľśı práci si matici rotace a polohy koncového bodu označ́ıme jako Te, jedná se o transformaci,

která bere úvahu pouze klouby a nezabývá se kompenzaćı polohy základny a koncového efektoru.
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8.1 Typy rovnic

Daľśım krokem je tyto rovnice prozkoumat a redukovat na tři rovnice, které bude možno efektivně vyřešit.

Hned zpočátku se ukázalo, že symbolické rovnice v tomto tvaru jsou velmi složité a bez nějakého zjednodušeńı

by bylo velmi obt́ıžné je vyřešit. Úlohu budeme tedy řešit pouze pro př́ıpady, kdy DH parametry α a θ (v

př́ıpadě translačńıch kloub̊u) jsou celé násobky π
2 , respektive takové úhly, jejichž sinus a kosinus jsou z

množiny {−1, 0, 1}. To v praxi odpov́ıdá manipulátor̊um, kde ramena a klouby jsou v̊uči sobě v pravém

úhlu, či jsou rovnoběžné. Manipulátory, které toto nesplňuj́ı, nejsou v praxi př́ılǐs obvyklé.

Nyńı jsou rovnice ve značně jednodušš́ım tvaru, problém ale je, že jejich tvar záviśı na konkrétńı volbě

DH parametr̊u. Pro naš́ı potřebu nás ovšem pro každý parametr zaj́ımaj́ı jen dva př́ıpady: když je sinus

parametru 1 a kosinus parametru 0 a naopak. To, že je sinus či kosinus parametru -1 na složitost řešeńı vliv

mı́t nebude. Všechny typy rovnic se tedy daj́ı hrubou silou sestrojit a porovnat. Prozkoumáńım se ukazuje,

že nastávaj́ı obecně tři př́ıpady, kdy rovnice maj́ı stejný tvar, př́ıpadně se lǐśı pouze znaménkem či záměnou

funkćı sinus a kosinus. Prvńı př́ıpad je matice rotace ve tvaru

R0
6 =

 cos(θi + θj + θk) − sin(θi + θj + θk) 0

sin(θi + θj + θk) cos(θi + θj + θk) 0

0 0 1


Jak je vidět, v rovnićıch jsou informace pouze o součtu (pro některé DH parametry rozd́ılu) úhl̊u. Jednot-

livé proměnné jsou na sobě závislé, manipulátor je špatně navržen a ztráćı některé stupně volnosti. Rovnicemi

v tomto tvaru se tedy nemá cenu zabývat. Daľśı tvar je

R0
6 =

 cos(θi + θj) cos(θk) − cos(θi + θj) sin(θk) sin(θi + θj)

sin(θi + θj) cos(θk) − sin(θi + θj) sin(θk) − cos(θi + θj)

sin(θk) cos(θk) 0


Zde nastává stejný problém, sice jen pro dva úhly, nicméně manipulátor opět ztráćı stupně volnosti a

nemá cenu se j́ım zabývat. Třet́ı př́ıpad je

R0
6 =

 sin(θi) sin(θk) + cos(θi) cos(θj) cos(θk) cos(θk) sin(θi)− cos(θi) cos(θj) sin(θk) cos(θi) sin(θj)

cos(θj) cos(θk) sin(θi)− cos(θi) sin(θk) − cos(θi) cos(θk)− cos(θj) sin(θi) sin(θk) sin(θi) sin(θj)

cos(θk) sin(θj) − sin(θj) sin(θk) − cos(θj)


Z této matice je již možno źıskat všechny tři úhly a znač́ı, že manipulátor má všechny stupně volnosti.

Tato soustava lze vyřešit analogickým zp̊usobem jako úvodńı př́ıklad. Dostaneme tak dvě řešeńı rotačńıch

úhl̊u. Pro řešeńı translačńıch úhl̊u můžeme porovnat zbylé část́ı matic T0
6 a Te. Źıskáváme tři lineárńı rovnice

o třech neznámých. Ty už se svým tvarem velmi lǐśı v závislosti na parametrech DH, jejich řešeńı je ovšem

vždy triviálńı. Pro mnoho kombinaćı DH parametr̊u může nastat, že tyto rovnice nemaj́ı řešeńı, nebo naopak

maj́ı nekonečně mnoho řešeńı. Takové rovnice opět znač́ı špatně navržený manipulátor který ztráćı stupně

volnosti. Obecně maj́ı tyto translačńı rovnice řešeńı jedno, společně s rotačńımi rovnicemi tak źıskáváme dvě

řešeńı zpětné kinematické úlohy manipulátoru.

Pro rotačńı i translačńı rovnice se dále může stát, že i když obecně řešeńı existuje, pro konkrétńı matice

Te můžou být rovnice bez řešeńı. Na prvńı pohled je vidět v rotačńıch rovnićıch problém s děleńım - pokud

je sin(θ4) nula pak nastává děleńı nulou. Takový problém znač́ı, že se jedná o singularitu, kdy se lokálně

ztráćı stupně volnosti.
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9 Manipulátory se sférickým zápěst́ım

Daľśı skupinou 6 DoF manipulátor̊u, jejichž řešeńı jde zjednodušit dekompozićı, jsou manipulátory které v

jakékoliv části svého řetězce obsahuj́ı sférické zápěst́ı. Sférické zápěst́ı je série tř́ı rotačńıch kloub̊u, konkrétńı

požadavky na sférické zápěst́ı jsou uvedeny dále. Při konfiguraci 6 kloub̊u se tedy jedná o manipulátory

(RRR)XXX, X(RRR)XX, XX(RRR)X, XXX(RRR) kde (RRR) znač́ı sférické zápěst́ı a X jsou klouby typu

R nebo P. Jedná se tedy o 32 r̊uzných konfiguraćı.

9.1 Sférické zápěst́ı

Sférické zápěst́ı je série tř́ı rotačńıch kloub̊u, jejichž osy pohybu (osy z) se prot́ınaj́ı v jednom bodě. Jedna z

možnost́ı uspořádáńı je na obrázku [3]

Obrázek 12: Sférické zápěst́ı.

Pokud tyto klouby označ́ıme, tak jak jdou za sebou (m − 1,m,m + 1), pak jsou požadavky na DH

parametry následuj́ıćı:

kloub d θ a α

m− 1 dm−1 θm−1 0 αm−1

m 0 θm 0 αm

m+ 1 dm+1 θm+1 am+1 αm+1

Dále ještě muśı platit, že sin(αm−1) 6= 0 a sin(αm) 6= 0.

9.2 Antropomorfńı manipulátor se sférickým zápěst́ım.

Jeden z manipulátor̊u, který splňuje výše uvedené podmı́nky je antropomorfńı (napodobuj́ıćı člověka) mani-

pulátor se sférickým zápěst́ım, který jsme si ukázali při demonstraci úmluv pro popis manipulátoru. Jedna

z jeho realizaćı je např́ıklad tato [1]
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Obrázek 13: Antropomorfńı manipulátor se sférickým zápěst́ım.

S uspořádáńım kloub̊u RRR(RRR).

DH parametry jsou

kloub d a α

1 l1 0 π
2

2 0 l2 0

3 0 0 π
2

4 l3 0 -π2
5 0 0 π

2

6 l4 0 0

li jsou geometrické parametry, definuj́ıćı délky jednotlivých ramen. Parametry θ nejsou uvedeny, jedná

se o aktivńı klouby. Tento manipulátor lze dekomponovat na sférické zápěst́ı a 3 DOF manipulátor [1]:
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Obrázek 14: Dekompozice antropomorfńıho manipulátor se sférickým zápěst́ım.

Jak je vidět z obrázku a DH parametr̊u, poloha bodu O4 nezáviśı na natočeńı sférického zápěst́ı. Můžeme

tedy určit

O0
4 = O0

6 − z06 · l4

Z obrázku je dále vidět, že úhel θ1 ovlivńı pouze souřadnice x a y bodu O0
4. Dostáváme tak

θ1 =

atan2(O0
4[2], O0

4[1])

atan2(O0
4[2], O0

4[1]) + π

kde z06 = T0
6[1 : 3, 3]

Problém lze tedy nyńı převést na řešeńı planárńıho manipulátoru se dvěma stupni volnosti, s novým

koncovým bodem X2d = O1
E = [O1

Ex
O1
Ey

0]. Můžeme zapsat [6][1]

T1
E =

3∏
i=2

Ti−1
i (θi) =

 sin(θ2 + θ3)l3 + cos θ2l2

− cos(θ2 + θ3)l3 + sin θ2l2

0


Je možno sestrojit soustavu rovnicO

1
Ex

O1
Ey

0

 =

 sin(θ2 + θ3)l3 + cos θ2l2

− cos(θ2 + θ3)l3 + sin θ2l2

0



31



Umocněńım a sečteńım rovnic źıskáváme s využit́ım součtových vzorc̊u

(
O1
Ex

)2
+
(
O1
Ey

)2
= l22 + l23 + 2l2l3 sin θ3

Můžeme tak źıskat úhel θ3

sin θ3 =

(
O1
Ex

)2
+
(
O1
Ey

)2
− l22 + l23

2l2l3

cos θ3 = ±
√

1− sin θ3

θ3 = atan2(sin θ3, cos θ3)

posledńı úhel je potom:

sin θ2 =
l3 cos θ3O

1
Ex

+ (l2 + l3 sin θ3)O1
Ey(

O1
Ex

)2
+
(
O1
Ey

)2
cos θ2 =

(l2 + l3 sin θ3)O1
Ex
− l3 cos θ3O

1
Ey(

O1
Ex

)2
+
(
O1
Ey

)2
θ2 = atan2(sin θ2, cos θ2)

Źıskáváme tak čtyři řešeńı rovnic mimo sférické zápěst́ı (translačńıch rovnic). Můžeme tedy sestrojit trans-

formačńı matici

T0
3 =

3∏
i=1

Ti−1
i (θi)

Jelikož známe i matici koncové polohy a rotace T0
6, můžeme źıskat také hodnotu následuj́ıćı matice

T3
6 =

(
T0

3

)−1 ·T0
6

Tu můžeme porovnat s matićı, sestrojenou pomoćı př́ımé kinematické úlohy

T3
6 =

6∏
i=4

Ti−1
i (θi) =

cos θ4 cos θ5 cos θ6 − sin θ4 sin θ6 − cos θ4 cos θ5 cos θ6 − sin θ4 cos θ6 cos θ4 sin θ5

sin θ4 cos θ5 cos θ6 + cos θ4 sin θ6 − sin θ4 cos θ5 sin θ6 + cos θ4 cos θ6 sin θ4 sin θ5

− sin θ5 cos θ6 − sin θ5 sin θ6 cos θ5


Porovnáńım źıskáváme soustavu rovnic, která se řeš́ı stejným zp̊usobem jako rotačńı rovnice pro manipulátor

se třemi rotačńımi a translačńımi klouby. Máme tedy řešeńı:

θ5 = atan2

(
±
√

(T3
6[1, 3])2 + (T3

6[2, 3])2,T3
6[3, 3]

)
θ4 = atan2

(
T3

6[1, 3]

sin θ5
,
T3

6[2, 3]

sin θ5

)
θ6 = atan2

(
T3

6[3, 1]

sin θ5
,
T3

6[3, 2]

sin θ5

)
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Zpětná kinematická úloha pro tento manipulátor má tedy 8 řešeńı. Opět si tato řešeńı vyč́ısĺıme při dosazeńı

l1 = l2 = l3 = l4 = θi = 1, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Koncová poloha a rotace pak vypadá následovně:

T0
6 =


0.4897 0.4291 0.759 1.542

−0.5335 0.836 −0.1284 1.091

−0.6896 −0.3421 0.6383 2.896

0 0 0 1


Dosazeńım do źıskaných řešeńı pak dostáváme

Q ∈





1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000


,



−2.1420

2.7120

1.0000

−1.6980

0.7950

0.3095


,



1.0000

0.4292

2.1420

1.4430

0.7950

0.3095


,



−2.1420

2.1420

2.1420

−2.1420

1.0000

1.0000


,



1.0000

1.0000

1.0000

−2.1420

−1.0000

−2.142


,



−2.1420

2.7120

1.0000

1.4430

−0.7950

−2.8320


,



1.0000

0.4292

2.1420

−1.6980

−0.7950

−2.8320


,



−2.1420

2.1420

2.1420

1.0000

−1.0000

−2.1420




V daľśı část́ı si tento postup rozš́ı̌ŕıme pro obecný manipulátor se sférickým zápěst́ım.

9.3 Obecný manipulátor se sférickým zápěst́ım

Manipulátor se sférickým zápěst́ım lze obecně dekomponovat na translačńı rovnice - rovnice s proměnnými

nepř́ıslušej́ıćımi sférickému zápěst́ı a rotačńı rovnice. Máme tedy manipulátor, kde sférické zápěst́ı je rea-

lizováno klouby (m − 1,m,m + 1). Pro sférické zápěst́ı tedy můžeme př́ımou kinematickou úlohou źıskat

následuj́ıćı matici:

Tm−2
m+1 =

m+1∏
i=m−1

Ti−1
i (θi)

Jelikož známe i matici koncové polohy a rotace T0
6, můžeme při znalosti kloub̊u mimo sférické zápěst́ı zapsat

Tm−2
m+1 =

(
T0
m−2

)−1 ·T0
6 ·
(
Tm+1

6

)−1
Porovnáńım źıskáme soustavu rovnic ve známém, výše vyřešeném tvaru. Nejprve ovšem potřebujeme

zjistit hodnoty zbylých kloub̊u. Uprav́ıme předchoźı rovnici [1]:

T0
6 = T0

m−2 ·Tm−2
m+1 ·T

m+1
6

Nyńı je třeba se zbavit členu Tm−2
m+1, který obsahuje proměnné ze sférického zápěst́ı. Plat́ı:

Tm−2
m+1 = Tm−2

m−1 ·T
m−1
m+1

což lze přepsat

Tm−2
m−1 = Tm−2

m+1 ·
(
Tm−1
m+1

)−1
= Tm−2

m+1 ·T
m+1
m−1

Vynásobeńım vektorem
[
0 0 0 1

]T
źıskáváme z transformačńı matice Ti

j souřadnice př́ıslušného vektoru

Oij . Plat́ı tedy:
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[
Om−2m−1

1

]
= Tm−2

m−1 ·


0

0

0

1

 = Tm−2
m+1 ·T

m+1
m−1 ·


0

0

0

1


Poloha bodu Om−2m−1 je známá a záviśı pouze na DH parametru d.

0

0

dm−1

1

 = Tm−2
m+1 ·T

m+1
m−1 ·


0

0

0

1


Dále d́ıky požadavk̊um, které klademe na sférické zápěst́ı, plat́ı:

Tm+1
m−1 ·


0

0

0

1

 =

[
Om+1
m−1
1

]
=


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1


Źıskáváme: 

0

0

dm−1

1

 = Tm−2
m+1 ·


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1


Dále vyjádř́ıme Tm−2

m+1 ze vztahu

T0
6 = T0

m−2 ·Tm−2
m+1 ·T

m+1
6

Tm−2
m+1 =

(
T0
m−2

)−1 ·T0
6 ·
(
Tm+1

6

)−1
Dosazeńım do předchoźı rovnice

0

0

dm−1

1

 =
(
T0
m−2

)−1 ·T0
6 ·
(
Tm+1

6

)−1 ·


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1


Drobnou úpravou tak źıskáváme rovnice, ve kterých vystupuj́ı pouze proměnné mimo sférické zápěst́ı.

T0
m−2 ·


0

0

dm−1

1

 = T0
6 ·
(
Tm+1

6

)−1 ·


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1

 (10)

Tyto rovnice budeme nazývat prvńı tvar rovnic mimo SZ, pro naše potřeby bude ovšem výhodné naj́ıt

daľśı tvary této rovnice. Rovnice se obecně lǐśı v rámci pozice sférického zápěst́ı, v závislosti na tom kolik maj́ı
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translačńıch kloub̊u a na jakých pozićıch. Zp̊usob jejich řešeńı se tak drobně lǐśı a výslednou algoritmizaci

to zbytečně rozmělňuje. Určeńı tvaru rovnic v závislosti na pozici sférického zápěst́ı a počtu P kloub̊u nám

umožňuje jejich tvary sjednotit. Např́ıklad se ukázalo, že je někdy výhodněǰśı přesunout matici T0
6 na druhou

stranu, přenásobeńım jej́ı inverźı. Tak źıskáváme druhý tvar rovnic:

(
T0

6

)−1 ·T0
m−2 ·


0

0

dm−1

1

 =
(
Tm+1

6

)−1 ·


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1

 (11)

Dále je z tvaru rovnice vidět, že na jedné straně jsou proměnné které jsou v manipulátoru před sférickým

zápěst́ım a na druhé straně za sférickým zápěst́ım. Pokud je ovšem sférické zápěst́ı na začátku nebo na konci

řetězce, pak jsou všechny neznámé soustředěné na jedné straně rovnice. Pro daľśı řešeńı bude výhodněǰśı,

aby jedna neznámá byla na jedné straně a zbytek na straně druhé. Matice T0
m−2 se dá rozepsat jako

T0
m−2 = T0

1 · · ·Tm−1
m−2

Pro m > 1 lze tedy obě strany prvńıho tvaru vynásobit zleva matićı
(
T0

1

)−1
. Źıskáváme tak třet́ı tvar

rovnic:

T1
m−2 ·


0

0

dm−1

1

 =
(
T0

1

)−1
T0

6 ·
(
Tm+1

6

)−1 ·


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1

 (12)

Posledńı tvar rovnic využ́ıvá stejného principu pro druhou stranu. Rozeṕı̌seme matici
(
Tm+1

6

)−1
(
Tm+1

6

)−1
=
(
Tm+1
m+2 · · ·T5

6

)−1
=
(
T5

6

)−1 · · · (Tm+1
m+2

)−1
Druhý tvar rovnic tedy můžeme přenásobit zleva matici T5

6 a tak źıskáváme čtvrtý tvar rovnic:

T5
6 ·
(
T0

6

)−1 ·T0
m−2 ·


0

0

dm−1

1

 =
(
Tm+1

5

)−1 ·


−am+1

−dm+1 · sin(αm+1)

−dm+1 · cos(αm+1)

1

 (13)

Nyńı můžeme přistoupit k rozboru jednotlivých kombinaćı architektur. Největš́ı vliv má na řešeńı počet

kloub̊u P, č́ım v́ıce translačńıch kloub̊u, t́ım je řešeńı jednodušš́ı. Začneme od nejjednodušš́ı a budeme po-

stupovat ke složitěǰśım.

9.4 Sférické zápěst́ı a tři translačńı klouby

Jedná se o manipulátory (RRR)PPP, P(RRR)PP, PP(RRR)P a PPP(RRR). Jedná se tedy o manipulátory

se třemi klouby R a třemi klouby P, které jsme vyřešili dř́ıve.
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9.5 Sférické zápěst́ı, dva translačńı a jeden rotačńı kloub

V tomto manipulátoru se již vyskytuje jeden rotačńı kloub. Jedná se o manipulátory (RRR)XXX, X(RRR)XX,

XX(RRR)X a XXX(RRR) kde XXX je z množiny {PRR,RPR,RRP}. Obecně se u všech manipulátor̊u

bude nejprve zkoumat, zda se nejedná o speciálńı př́ıpad, kdy existuje v soustavě rovnice s pouze jednou

neznámou. V takovém př́ıpadě okamžitě źıskáváme jednu neznámou a problém redukujeme na dvě rovnice o

dvou neznámých. Zároveň se také zkoumá, zda neexistuje rovnice bez neznámých - to znač́ı špatně navržený

manipulátor a tento problém se neřeš́ı. Již u této relativně jednoduché architektury je vhodné volit tvar rov-

nic v závislosti na pozici sférického zápěst́ı (tedy pozici kloubu m, prvńıho ze tř́ı rotačńıch kloub̊u (RRR)).

Vhodná volba tvaru pro některé pozice sférického zápěst́ı zajist́ı, že vždy bude v soustavě existovat rovnice

s pouze jednou neznámou. Použité tvar jsou tedy:

• Sférické zápěst́ı na pozici 1 nebo 2 - použit druhý tvar rovnic.

• Sférické zápěst́ı na pozici 3 nebo 4 - použit prvńı tvar rovnic.

Tyto volby tvaru rovnic nám zaruč́ı, že pokud je sférické zápěst́ı na pozici 1 nebo 4, soustava bude vždy

obsahovat rovnici s jednou neznámou (pro validńı manipulátory s 6 stupni volnosti). Pokud se tedy v rovnici

jako jediná neznámá vyskytuje proměnná d (posun translačńıho kloubu), źıskáváme jedno řešeńı. V př́ıpadě

že se jedná o neznámou θ, v rovnici se tedy nacháźı funkce sinus a cosinus. V takovém př́ıpadě tedy nejprve

provedeme tzv. Weierstrassovu substituci (half-angle transformation) [1][2]:

tan

(
θi
2

)
= xi

sin(θi) =
2xi

1 + x2i

cos(θi) =
1− x2i
1 + x2i

Č́ımž problém převedeme na kvadratickou rovnici. Po vyřešeńı této rovnice nám zbývaj́ı bud’ dvě lineárńı

rovnice, nebo dvě rovnice kde jedna neznámá je d a druhá neznámá θ se vyskytuje v členech se sinem a

cosinem. Obě lze vyjádřeńım jedné neznámé d z obou rovnic převést na jednu rovnici, v př́ıpadě gonio-

metrických funkćı opět aplikujeme Weierstrassovu substituci a výslednou lineárńı či kvadratickou rovnici

vyřeš́ıme. Nakonec dořeš́ıme i posledńı neznámou.

V př́ıpadě, že se v soustavě nevyskytuje rovnice pouze s jednou neznámou (nastává v př́ıpadech, kdy

je sférické zápěst́ı na druhé nebo třet́ı pozici), je třeba rovnice upravit. Postup si ukážeme na konkrétńım

př́ıkladě, jedná se o manipulátor RP(RRR)P, sférické zápěst́ı je tedy na třet́ı pozici. DH parametry α jsou[
0 π

2
3π
2

3π
2

π
2 0

]
, DH parametry θ pro translačńı klouby jsou nulové. Rovnice mimo sférické zápěst́ı

jsou:

−a6 − a4 cos(θ6)− a5 cos(θ6)− dk4 sin(θ6) = Tei[1, 4] + a1 Tei[1, 1] + d1 Tei[1, 3]− dk2 Tei[1, 3]

dk4 cos(θ6)− a4 sin(θ6)− a5 sin(θ6) = Tei[2, 4] + a1 Tei[2, 1] + d1 Tei[2, 3]− dk2 Tei[2, 3]

dk6 − d5 = Tei[3, 4] + a1 Tei[3, 1] + d1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3]

kde di, ai jsou př́ıslušné DH parametry, dki znač́ı že se jedná o parametr d pro rotačńı kloub, tedy známou

konstantu a Te[i, j] je i-tý řádek j-tého sloupce matice koncové polohy a rotace Te a nakonec Tei znač́ı
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invertovanou matici Te, tedy Tei = (Te)
−1

. Nejprve uprav́ıme rovnice tak, aby na jedné straně rovnic se

členy sinus a cosinus byly pouze tyto členy. Také sjednot́ıme členy sinus a cosinus.

(−a4 − a5) cos(θ6) − dk4 sin(θ6) = Tei[1, 4] + a1 Tei[1, 1] + d1 Tei[1, 3]− dk2 Tei[1, 3] + a6

dk4 cos(θ6) + (−a4 − a5) sin(θ6) = Tei[2, 4] + a1 Tei[2, 1] + d1 Tei[2, 3]− dk2 Tei[2, 3]

dk6 − d5 = Tei[3, 4] + a1 Tei[3, 1] + d1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3]

Zaměř́ıme se zat́ım pouze na prvńı dvě rovnice, umocńıme je na druhou (pravé strany jsme pro zkráceńı

zápisu označili jako ?):

[(−a4 − a5) cos(θ6)]2 − dk4(−a4 − a5) cos(θ6) sin(θ6) + [dk4 sin(θ6)]2 = (?1)2

[(−a4 − a5) sin(θ6)]2 + dk4(−a4 − a5) cos(θ6) cos(θ6) + [dk4 sin(θ6)]2 = (?2)2

a sečteme.

(−a4 − a5)2 + dk4
2 = (?1)2 + (?2)2

kde (?1)2 + (?2)2 je součet druhých mocnin pravých stran, źıskáváme tak kvadratickou rovnici s jedinou

neznámou d1. Vyřešeńım źıskáme dvě řešeńı neznámé d1. Nyńı můžeme źıskat dvě řešeńı θ6 z prvńı rovnice

(opět pomoćı Weierstrassovy substituce) a d5 z posledńı rovnice. Tak źıskáváme 4 řešeńı rovnic mimo sférické

zápěst́ı. Protože jsme však při řešeńı použili druhé mocniny, je nutná kontrola řešeńı. Ta se ve výsledné funkci

provád́ı pomoćı numerických hodnot, v́ıce o ńı dále.

Dı́ky využit́ı r̊uzných tvar̊u rovnic pro r̊uzné pozice sférického zápěst́ı maj́ı soustavy vždy podobný tvar

(pokud jsou řešitelné) a umožńı nám odstraněńı goniometrických funkćı umocněńım a sečteńım.

9.6 Sférické zápěst́ı, dva rotačńı a jeden translačńı kloub

Pro dva rotačńı klouby jsou již rovnice složitěǰśı. Opět využijeme r̊uzných tvar̊u soustav, ty přiděĺıme t́ımto

zp̊usobem:

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 1 zvoĺıme čtvrtý tvar

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 2 zvoĺıme druhý tvar

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 3 zvoĺıme prvńı tvar

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 4 zvoĺıme třet́ı tvar

I zde plat́ı jako dř́ıve, že pokud existuje rovnice bez neznámých, nemá cenu soustavu řešit. Naopak naj́ıt

rovnici s pouze jednou neznámou je výhodné, nejprve se tedy pokuśıme takovou rovnici nalézt. Řešeńı si

opět ukážeme na př́ıkladě, jedná se o manipulátor P(RRR)RR s parametry α
[
0 3π

2
π
2 0 0 π

2

]
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−a6 − a4 cos(θ5 + θ6)− a5 cos(θ6) = Tei[1, 4] + a1 Tei[1, 1] + d1 Tei[1, 3] + dk2 Tei[1, 3]

−dk4 − dk5 − dk6 = Tei[2, 4] + a1 Tei[2, 1] + d1 Tei[2, 3] + dk2 Tei[2, 3]

−a4 sin(θ5 + θ6)− a5 sin(θ6) = Tei[3, 4] + a1 Tei[3, 1] + d1 Tei[3, 3] + dk2 Tei[3, 3]

Z druhé rovnice můžeme rovnou źıskat neznámou d1, zaměř́ıme se na prvńı a třet́ı rovnici. Opět na jedné

straně ponecháme pouze goniometrické členy.

−a4 cos(θ5 + θ6)− a5 cos(θ6) = Tei[1, 4] + a1 Tei[1, 1] + d1 Tei[1, 3] + dk2 Tei[1, 3] + a6

−a4 sin(θ5 + θ6)− a5 sin(θ6) = Tei[3, 4] + a1 Tei[3, 1] + d1 Tei[3, 3] + dk2 Tei[3, 3]

Rovnice opět umocńıme na druhou, pravou stranu pro zkráceńı nahrad́ıme ?.

[a4 cos(θ5 + θ6)]2 + a5a4 cos(θ5 + θ6) cos(θ6) + [a5 cos(θ6)]2 = ?1

[a4 sin(θ5 + θ6)]2 + a5a4 sin(θ5 + θ6) sin(θ6) + [a5 sin(θ6)]2 = ?2

Po sečteńı a použit́ı součtových vzorc̊u źıskáme

a24 + a25 + cos(θ5) cos(θ6)
2− cos(θ6) sin(θ5) sin(θ6) + cos(θ5) sin(θ6)

2
+ cos(θ6) sin(θ5) sin(θ6) = (?1)2 + (?2)2

Což lze upravit na

a24 + a25 + cos(θ5) = (?1)2 + (?2)2

Jelikož neznámé z pravé strany už známe, můžeme jednoduše vyřešit a źıskáme θ5. Nyńı už z jedné z

rovnic stač́ı dopoč́ıtat posledńı neznámou θ6. V př́ıpadě, že se v soustavě nenacháźı rovnice pouze s jednou

neznámou, bude řešeńı podobné, ale povede na řešeńı polynomu 4. stupně. Opět si ukážeme na př́ıkladě,

jedná se o manipulátor se stejným uspořádáńım kloub̊u jako předchoźı, lǐśı se jen DH parametry α, které

jsou
[
π 3π

2
π
2 0 3π

2 π
]
. Rovnice jsou následuj́ıćı:

dk4 sin(θ6)− a5 cos(θ6)− a6 + dk5 sin(θ6)− a4 cos(θ5) cos(θ6) = Tei[1, 4] + a1 Tei[1, 1] + d1 Tei[1, 3]− dk2 Tei[1, 3]

−dk4 cos(θ6)− dk5 cos(θ6)− a5 sin(θ6)− a4 cos(θ5) sin(θ6) = Tei[2, 4] + a1 Tei[2, 1] + d1 Tei[2, 3]− dk2 Tei[2, 3]

dk6 − a4 sin(θ5) = Tei[3, 4] + a1 Tei[3, 1] + d1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3]

Prvńı dvě rovnice opět uprav́ıme, umocńıme a sečteme, dostáváme tak:

−a42 sin(θ5)
2

+
a4

2

2
+ 2 a4 a5 cos(θ5) + a5

2 + dk4
2 + 2 dk4 dk5 + dk5

2 = (?1)2 + (?2)2

Tei[3, 4] + a1 Tei[3, 1] + d1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3] = dk6 − a4 sin(θ5)

Z druhé rovnice lze vyjádřit d1
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d1 =
dk6 − a4 sin(θ5)−Tei[3, 4]− a1 Tei[3, 1] + dk2 Tei[3, 3]

Tei[3, 3]

a dosadit do pravé strany prvńı rovnice. Źıskáváme tak rovnici s neznámou θ5 v členech cos(θ5), sin(θ5)

a sin(θ5)2. Weierstrassovou substitućı tak dostáváme členy
1−x2

5

1+x2
5
, 2x5

1+x2
5

a
4x2

5

(1+x2
5)

2 . Rozš́ı̌reńım celé rovnice

(1+x25)2 tak máme polynom 4. řádu, který má 4 řešeńı. Poté můžeme dopoč́ıtat neznáme d1 a θ6. Źıskáváme

tak 8 řešeńı rovnic mimo sférické zápěst́ı, opět je tedy d̊uležitá kontrola těchto řešeńı.

9.7 Sférické zápěst́ı a tři rotačńı klouby

Posledńı a nejv́ıce komplikovaný př́ıpad nastává, pokud jsou všechny klouby v manipulátoru rotačńı. Všechny

neznámé jsou pak úhly θ a nacháźı se v členech sinus a cosinus. Rovnice se velmi lǐśı v závislosti na poloze

sférického zápěst́ı. I přes použit́ı r̊uzných tvar̊u rovnic budeme muset problém rozdělit na dva př́ıpady podle

polohy sférického zápěst́ı. Nejprve rozděleńı tvar̊u rovnic:

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 1 zvoĺıme čtvrtý tvar

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 2 zvoĺıme druhý tvar

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 3 zvoĺıme prvńı tvar

• Pro sférické zápěst́ı na pozici 4 zvoĺıme třet́ı tvar

Rozděleńı je tedy shodné jako pro př́ıpad s jedńım translačńım kloubem. Pro všechny př́ıpady je princip

řešeńı shodný, konkrétńı postup se ale lǐśı.

9.7.1 Sférické zápěst́ı na pozici 1 a 4

Jako vždy, nejprve se pokuśıme nalézt v soustavě rovnici s jedinou neznámou. Řešeńı si ukážeme na př́ıkladu

manipulátoru (RRR)RRR s DH parametry α
[
3π
2

π
2 0 0 π

2 0
]
. Pro zkráceńı zápisu použijeme notaci

sin(θi) = si, cos(θi) = ci, sin(θi + θj) = s(i+j):

−a5 − a3 c(4+5) − a4 c5 = dk1 (Tei[1, 3] c6 −Tei[2, 3] s6) + a6 c6 + Tei[1, 4] c6 −Tei[2, 4] s6

−dk3 − dk4 − dk5 = dk1 (Tei[2, 3] c6 + Tei[1, 3] s6) + a6 s6 + Tei[2, 4] c6 + Tei[1, 4] s6

−a3 s4+5 − a4 s5 = dk6 + Tei[3, 4] + dk1 Tei[3, 3]

Z druhé rovnice okamžitě źıskáváme θ6. U prvńı a třet́ı rovnice přesuneme všechny členy s neznámými θ4 a

θ5 na levou stranu, umocńıme a sečteme. Dostáváme rovnici

a23 + 2c4a3a4 + a24 = (?1)2 + (?2)2

Kde na pravé straně je výraz obsahuj́ıćı známe konstanty a θ6, můžeme tedy vyřešit a źıskat θ4. Posledńı

neznámou źıskáme např́ıklad z třet́ı rovnice. Nyńı se pod́ıváme na př́ıpad, kdy rovnice s jednou neznámou

neexistuje. To nastává např́ıklad pro DH parametry α
[
3π
2

π
2 0 π π

2 0
]
. Rovnice jsou následuj́ıćı:
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dk3 s5 − a4 c5 − a5 + dk4 s5 − a3 c4 c5 = dk1 (Tei[1, 3] c6 + Tei[2, 3] s6) + a6 c6 + Tei[1, 4] c6 + Tei[2, 4] s6

dk5 − a3 s4 = a6 s6 − dk1 (Tei[2, 3], c6 −Tei[1, 3] s6)−Tei[2, 4] c6 + Tei[1, 4] s6

dk3 c5 + dk4 c5 + a4 s5 + a3 c4 s5 = dk6 −Tei[3, 4]− dk1 Tei[3, 3]

Postupujeme podobným zp̊usobem jako v předchoźım př́ıpadě, všechny rovnice uprav́ıme tak, aby na levé

straně byly pouze členy s neznámými θ4 a θ5. Všechny rovnice umocńıme na druhou, prvńı a třet́ı sečteme.

(a3 c4)2 +
a3

2

2
+ 2 a3 a4 c4 + a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2 = (?1)2 + (?3)2

(a3s4)2 = (?2)2

Rovnice uprav́ıme:

(a3 c4)2 = (?1)2 + (?3)2 − (
a3

2

2
+ 2 a3 a4 c4 + a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2)

(a3s4)2 = (?2)2

A sečteme.

a23 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − (
a3

2

2
+ 2 a3 a4 c4 + a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2)

Nyńı se pod́ıváme na výrazy, které jsme doposud nahrazovali symbolem ?. ?3 obsahuje pouze známé proměnné,

zaměř́ıme se tedy na ?1, ?2, respektive jejich druhé mocniny.

(?1)2 = [dk1 (Tei[1, 3] c6 + Tei[2, 3] s6) + a6 c6 + Tei[1, 4] c6 + Tei[2, 4] s6 + a5]2

(?2)2 = [a6 s6 − dk1 (Tei[2, 3], c6 −Tei[1, 3] s6)−Tei[2, 4] c6 + Tei[1, 4] s6]2

Rovnice uprav́ıme:

(?1)2 = [(a6 + dk1Tei[1, 3] + Tei[1, 4])c6 + (dk1Tei[2, 3] + Tei[2, 4])s6 + a5]2

(?2)2 = [(a6 + dk1Tei[1, 3] + Tei[1, 4])s6 − (dk1Tei[2, 3]−Tei[2, 4])c6]2

V druhé rovnici tedy po umocněńı bude člen obsahuj́ıćı s26, člen s c26 a člen s s6c6. Prvńı rovnice bude nav́ıc

obsahovat člen a25 a členy s prvńı mocinou sinu a cosinu θ5. Po sečteńı se druhé mocniny sinu a cosinu

redukuj́ı na jejich č́ıtance a členy obsahuj́ıćı sinus i cosinus se navzájem odečtou. Rovnice

(?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − (
a3

2

2
+ 2 a3 a4 c4 + a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2)

tak tedy obsahuje členy s6, c6 v nejvýše prvńı mocnině. Vrát́ıme se k rovnici

a23 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − (
a3

2

2
+ 2 a3 a4 c4 + a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2)
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Tuto rovnici uprav́ıme a připoj́ıme druhou rovnici z p̊uvodńı soustavy.

2 a3 a4 c4 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − (
a3

2

2
+ a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2)− a23

a3s4 = ?2

Druhou rovnici rozš́ı̌ŕıme 2a4, obě poté umocńıme a sečteme.

(2a3a4)2 = [(?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − (
a3

2

2
+ a4

2 + dk3
2 + 2 dk3 dk4 + dk4

2)− a23]2 + (2a4?2)2

Po provedeńı Weirstrasssovy substituce tak źıskáváme polynom 4. řádu. Źıskáváme 4 řešeńı neznámé θ6.

Nyńı můžeme źıskat např́ıklad θ4 z druhé rovnice a nakonec θ5 z třet́ı rovnice. Dostáváme tak 16 řešeńı

rovnic mimo sférické zápěst́ı, několikrát jsme ovšem mocnili, je tedy potřeba kontrola řešeńı - maximálńı

možný počet řešeńı pro tento manipulátor je osm.

9.7.2 Sférické zápěst́ı na pozici 2 a 3

Pokud je sférické zápěst́ı na pozićıch 2 a 3, je princip řešeńı velmi podobný, je však nutno využ́ıt některých

vlastnost́ı matice rotace. Nejprve speciálńı př́ıpad, kdy existuje rovnice s jednou neznámou. Řešeńı ukážeme

pro manipulátor R(RRR)RR, s parametry α =
[
π 3π

2
π
2 0 π π

]
:

−a6 − a5 c6 − a4 c(5−6) = Tei[1, 4] + dk1 Tei[1, 3]− dk2 Tei[1, 3] + a1 Tei[1, 1] c1 + a1 Tei[1, 2] s1

a4 s(5−6) − a5 s6 = Tei[2, 4] + dk1 Tei[2, 3]− dk2 Tei[2, 3] + a1 Tei[2, 1] c1 + a1 Tei[2, 2] s1

dk6 − dk5 − dk4 = Tei[3, 4] + dk1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3] + a1 Tei[3, 1] c1 + a1 Tei[3, 2] s1

Z posledńı rovnice tedy můžeme źıskat θ1. Dále známým zp̊usobem uprav́ıme prvńı a druhou rovnici,

umocńıme a sečteme.

a24 + 2c5a4a5 + a25 = (?1)2 + (?2)2

Źıskáváme θ5. Posledńı neznámou urč́ıme např́ıklad z prvńı rovnice.

Přistouṕıme k posledńı soustavě, př́ıpad kdy je sférické zápěst́ı na druhé nebo třet́ı pozici a v sou-

stavě neńı rovnice s jednou neznámou. Takový manipulátor je např́ıklad R(RRR)RR s parametry α =[
π 3π

2
π
2 0 3π

2 π
]
:

dk4 s6 − a5 c6 − a6 + dk5 s6 − a4 c5c6 = Tei[1, 4] + dk1 Tei[1, 3]− dk2 Tei[1, 3] + a1 Tei[1, 1] c1 + a1 Tei[1, 2] s1

−dk4 c6 − dk5 c6 − a5 s6 − a4 c5s6 = Tei[2, 4] + dk1 Tei[2, 3]− dk2 Tei[2, 3] + a1 Tei[2, 1] c1 + a1 Tei[2, 2] s1

dk6 − a4 s5 = Tei[3, 4] + dk1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3] + a1 Tei[3, 1] c1 + a1 Tei[3, 2] s1

Nejprve přesuneme členy bez neznámé θ na pravou stranu.

dk4 s6 − a5 c6 + dk5 s6 − a4 c5c6 = Tei[1, 4] + dk1 Tei[1, 3]− dk2 Tei[1, 3] + a1 Tei[1, 1] c1 + a1 Tei[1, 2] s1 + a6

−dk4 c6 − dk5 c6 − a5 s6 − a4 c5s6 = Tei[2, 4] + dk1 Tei[2, 3]− dk2 Tei[2, 3] + a1 Tei[2, 1] c1 + a1 Tei[2, 2] s1

−a4 s5 = Tei[3, 4] + dk1 Tei[3, 3]− dk2 Tei[3, 3] + a1 Tei[3, 1] c1 + a1 Tei[3, 2] s1 − dk6
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Všechny rovnice umocńıme a sečteme.

a24 + 2c5a4a5 + a25 + d2k4 + 2dk4dk5 + d2k5 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2

Nyńı prozkoumáme pravou stranu. Po umocněńı bude v každé rovnici výraz obsahuj́ıćı s21, c21 a s1c1. Pod́ıváme

se nejprve na všechny výrazy s c21:

(a1Tei[1, 1] c1)2 + (a1Tei[2, 1] c1)2 + (a1Tei[3, 1] c1)2

což lze přepsat na

a21[(Tei[1, 1])2 + (Tei[2, 1])2 + (Tei[3, 1])2]c21

Prostředńı člen se dá také zapsat jako
[
(R0

6)−1[:, 1]
]T · (R0

6)−1[:, 1], což se rovná d́ıky vlastnostem matice

rotace jedné. Plat́ı tedy:

a21[(Tei[1, 1])2 + (Tei[2, 1])2 + (Tei[3, 1])2]c21 = a21c
2
1

Podobně pro členy s21:

(a1Tei[1, 2] s1)2 + (a1Tei[2, 2] s1)2 + (a1Tei[3, 2] s1)2

Stejným zp̊usobem můžeme źıskat

(a1Tei[1, 2] s1)2 + (a1Tei[2, 2] s1)2 + (a1Tei[3, 2] s1)2 = a21s
2
1

Členy obsahuj́ıćı s21 a c21 se nám tedy redukuj́ı na a21. Dále se pod́ıváme na členy, obsahuj́ıćı s1c1:

2 a21 Tei[1, 2] Tei[1, 1] c1s1 + 2 a21 Tei[2, 2] Tei[2, 1] c1s1 + 2 a21 Tei[3, 2] Tei[3, 1] c1s1

Tedy

2 a21( Tei[1, 2] Tei[1, 1] + Tei[2, 2] Tei[2, 1] + Tei[3, 2] Tei[3, 1] )c1s1

Prostředńı člen lze zapsat jako
[
(R0

6)−1[:, 2]
]T · (R0

6)−1[:, 1] což se rovná nule. Ve výrazu (?1)2 + (?2)2 + (?3)2

se tedy nebudou nacházet výrazy c21, s
2
1 ani c1s1. Rovnici

a24 + 2c5a4a5 + a25 + d2k4 + 2dk4dk5 + d2k5 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2

Tedy můžeme umocnit a na pravé straně se budou vyskytovat goniometrické členy v nejvyšš́ı mocnině 2.

Před umocněńım ale nejprve rovnici uprav́ıme a připoj́ıme třet́ı rovnici z p̊uvodńı soustavy.

2c5a4a5 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − a24 − a25 − d2k4 − 2dk4dk5 − d2k5
−a4 s5 = ?3

Druhou rovnici rozš́ı̌ŕıme −2a5
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2a4a5c5 = (?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − a24 − a25 − d2k4 − 2dk4dk5 − d2k5
2a4a5 s5 = −2a5(?3)

Po umocněńı a sečteńı tak źıskáváme rovnici

(2a4a5)2 = [(?1)2 + (?2)2 + (?3)2 − a24 − a25 − d2k4 − 2dk4dk5 − d2k5]2 + [−2a5(?3)]2

Která po Weierstarssově substituci přejde na polynom 4. řádu. Známe tak neznámou θ1, jako daľśı můžeme

źıskat θ5 z třet́ı rovnice p̊uvodńı soustavy a nakonec θ6
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10 Implementace v Matlabu

Daľśım úkolem bylo implementovat dř́ıve uvedená řešeńı jednotlivých architektur jako funkci v Matlabu.

Jelikož je vždy potřeba znát konkrétńı tvar rovnic pro jejich vyřešeńı, bylo využito knihovny symbolic math

toolbox [4]. Tato knihovna nám umožňuje sestrojit symbolický tvar rovnic a provádět úpravy potřebné pro

vyřešeńı.

Nevýhodou práce se symbolickým tvarem rovnic je rychlost. I při dosazeńı všech známých konstant bylo

řešeńı př́ılǐs pomalé pro nasazeńı v reálném čase, to se zejména týká architektur, které vedou na řešeńı

polynomu 4. řádu. Pro nasazeńı v reálném čase tedy funkce mı́sto konkrétńıch hodnot vyṕı̌se symbolické

předpisy pro jejich źıskáńı z prvk̊u matice Te.

To ovšem vedlo na daľśı problém, opět kv̊uli polynomu 4. řádu. Řešeńı i jednoduchého polynomu 4. řádu

v symbolickém tvaru je velmi rozložité, co se počtu znak̊u týče. Pokud vezmeme v úvahu, že polynomy z

úloh byly rozložité už samy o sobě a k tomu bylo nav́ıc potřeba na závěr provést zpětnou Weierstrassovu

substituci, která počet znak̊u řešeńı doslova zněkolikanásobila. Vznikala tak řešeńı, která měla statiśıce až

miliony znak̊u. S takovými předpisy se nejen velmi obt́ıžně manipuluje ale nav́ıc vznikaly neočekávané chyby.

Pokud tedy řešeńı vede na řešeńı polynomu 4. řádu, funkce nejprve vyṕı̌se (stejným zp̊usobem jako řešeńı

jednotlivých kloub̊u) předpisy pro jednotlivé členy polynomu a poté řešeńı samotného polynomu, nyńı už

značně zjednodušené. Pokud tedy máme polynom

x4i +m4x
3
i +m3x

2
i +m2xi +m1 = 0

kde m1 - m4 jsou složité výrazy, pak jsou nejprve vypsány předpisy pro tyto výrazy a poté řešeńı výše

uvedeného polynomu. To nám umožnilo redukci řešeńı na tiśıce znak̊u.

Jak je vidět z řešeńı jednotlivých rovnic, často se využ́ıvá umocněńı rovnice na druhou. To ovšem může

vést ke vzniku nesprávných řešeńı. Na závěr je tedy třeba všechna řešeńı zkontrolovat. Pokud má funkce

vrátit symbolické řešeńı, je do něj dosazeno a výsledná numerická řešeńı jsou porovnána se zadanou matićı

Te, pomoćı př́ımé kinematické úlohy. Pokud žádná matice Te neńı zadána, využije se matice polohy a rotace,

která vznikne při př́ımou kinematickou úlohou při nastaveńı kloub̊u
[
1 1 1 1 1 1

]
. Následuje popis

hlavńıch funkćı.

10.1 Funkce DGM

Funkce DGM (zkratka z direct geometric model - př́ımý geometrický model) je algoritmizace př́ımé úlohy -

přechodu z kloubových souřadnic na transformačńı matici pozice a rotace. Syntaxe voláńı funkce je

T_e = DGM(MOVE, JOINTS, DH)

Je třeba zadat vektor nastaveńı jednotlivých kloub̊u MOVE, typy jednotlivých kloub̊u (translačńı či rotačńı)

JOINTS a DH parametry DH. Nastaveńı jednotlivých kloub̊u je jednoduše posloupnost rotaćı pro rotačńı

klouby či translaćı pro prismatické klouby, v pořad́ı jak jsou v manipulátoru od základny ke koncovému

efektoru. Typy kloub̊u jsou reprezentovány datovým typem string, kde R představuje rotačńı kloub a P

kloub prismatický. Př́ıpustné nastaveńı kloub̊u je tedy např́ıklad ’PPPRRR’. Nakonec matice DH parametr̊u

má následuj́ıćı tvar:
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DH =


d1 d2 d3 d4 d5 d6

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 θ6

a1 a2 a3 a4 a5 a6

α1 α2 α3 α4 α5 α6


Výstupem je matice translace a rotace Te.

10.2 Funkce IGM

Funkce IGM (Inverse Geometric Model) je hlavńı náplńı této práce. Vstupem jsou opět typy jednotlivých

kloub̊u, matice DH parametr̊u a volitelně matice polohy a orientace Te. Výstup je podle zadáńı bud’

konkrétńı, numerické, nastaveńı jednotlivých kloub̊u pro dosažeńı zadané matice, nebo symbolické předpisy

pro źıskáńı těchto nastaveńı. Existuje několik možnost́ı jak funkci zavolat:

NUM = IGM(T_e, JOINTS, DH)

Vrát́ı matici jednotlivých řešeńı zpětné úlohy pro zadaný manipulátor a matici Te NUM ve formátu double.

Tato matice má rozměry k × 6 kde k je počet řešeńı. Z této matice již byla odstraněna př́ıpadná nesprávná

a duplicitńı řešeńı, která vznikla v d̊usledku použit́ı druhé mocniny při řešeńı.

SYM = IGM(JOINTS, DH)

Pokud neńı zadána matice Te je manipulátor vyřešen obecně - symbolicky. Jako výsledek je tedy matice

předpis̊u pro jednotlivá řešeńı SYM. Prvńı sloupec této matice určuje jméno výrazu, který vyjadřuj́ı daľśı

sloupce. Rozměry se lǐśı v závislosti na počtu řešeńı a na tom zda bylo nutné řešit polynom 4. řádu. Pro kon-

trolu se využije matice, která vznikne zavoláńım funkce DGM se syntax́ı DGM([1 1 1 1 1 1], JOINTS, DH).

[SYM, NUM] = IGM(T_e, JOINTS, DH)

Vraćı jak numerické tvary řešeńı, tak symbolické. Výhodné, pokud chceme znát symbolické předpisy a chceme

si určit vlastńı matici pro kontrolu řešeńı.

10.3 Interńı funkce

Funkce IGM ke svému chodu využ́ıvá řadu interńıch funkćı, které řeš́ı r̊uzné problémy. Krátce se zmı́ńıme

o některých z nich. Funkce IGM má jako základńı požadavek takové parametry α, jejichž sinus nebo cosi-

nus se rovná nule. To je např́ıklad cos(π2 ). Ovšem tento výraz neńı v matlabu nula ale nějaké velmi malé

č́ıslo. Je tedy zapotřeb́ı nějaká funkce pro zaokrouhleńı na nulu, konkrétně v našem př́ıpadě je to funkce

ROUND2ZERO(NUM, THRESH), která č́ısla bĺızká nule nahrad́ı nulou. Jak bĺızká č́ısla lze definovat parametrem

THRESH. Tato funkce byla později rozš́ı̌rena i na zaokrouhleńı č́ısel bĺızkých 1 a -1, kde opět nastával problém.

Daľśım problémem bylo uchováńı v současnosti známých řešeńı. Na počátku řešeńı nelze jen podle tvaru

rovnic odhadnout počet řešeńı, protože ten záviśı na konkrétńıch DH parametrech [2]. Řešeńı se tedy vkládaj́ı

do matice řešeńı pomoćı funkce ADD_SOL(SOLUTIONS, NEW_SOL, NAME) kde SOLUTIONS je současná matice

řešeńı, NEW_SOL je řešeńı, či vektor řešeńı které chceme přidat a NAME je jméno vyřešené proměnné. Funkce

se sama postará o rozš́ı̌reńı současné matice řešeńı a duplikaci př́ıpadných už existuj́ıćıch proměnných. Dále

v př́ıpadě, že řešeńı je ve formě struktury (jaké např́ıklad solver vraćı při vyřešeńı soustavy rovnic o několika

neznámých), tak se sám postará o vložeńı všech řešeńı a jejich správné pojmenováńı (proměnná NAME již
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tedy neńı potřeba). Dı́ky tomu, že všechna řešeńı projdou touto funkćı tak j́ı lze též využ́ıt k relativně

efektivńımu zpracováńı symbolických hodnot. Kupř́ıkladu přejmenováńı některých hodnot ve finálńı matici

řešeńı může trvat až deśıtky vteřin, pokud se však přejmenováńı provede v rámci ADD_SOL pak se jedná o v

rámci celkového času běhu zanedbatelnou hodnotu.

Jako posledńı funkci ještě zmı́ńıme rozš́ı̌reńı funkce symbolické knihovny matlabu SYMVAR(), tato funkce

vraćı veškeré symbolické proměnné ve výrazu, pro naše potřeba bylo někdy ovšem d̊uležité určit pouze

proměnné, které splňuj́ı určité parametry, respektive obsahuj́ı nějaký znak. (např́ıklad určeńı pouze neznámých

θ nebo d). To zajǐst’uje funkce D_SYMVAR(EXP, STRING) která vrát́ı symbolické proměnné z výrazu EXP, které

obsahuj́ı jeden ze znak̊u v STRING.
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11 Zhodnoceńı výsledk̊u

V této kapitole si ukážeme jak funkce pracuj́ı a porovnáme jejich výstup s již spočtenými manipulátory z

předchoźıch kapitol. V osmé kapitole byl vyřešen manipulátor se třemi rotačńımi a třemi translačńımi klouby,

nyńı vyzkouš́ıme jeho řešeńı pomoćı funkce. Nejprve je třeba sestrojit matici konečné polohy a rotace pomoćı

př́ımé úlohy. Zavoláme tedy funkci

T_e = DGM([1 1 1 1 1 1], DH, JOINTS)

s př́ıslušnými parametry DH a rozložeńım kloub̊u joints. Zpětnou úlohu pak vyřeš́ıme voláńım funkce

[SYM, NUM] = IGM(T_e, DH, JOINTS).

Ukázka voláńı je zde, je možno ověřit i zadané DH parametry a uspořádáńı kloub̊u.

Obrázek 15: Práce s funkćı, manipulátor se třemi P a třemi R klouby.

Jak je vidět, źıskali jsme dvě matice. Prvńı je matice SYM, která obsahuje symbolické předpisy pro źıskáńı
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jednotlivých kloub̊u. Prvńı sloupec obsahuje názvy těchto kloub̊u, ti přestavuje úhel θi a di představuje

posun di. Daľśı sloupce jsou pak jednotlivá řešeńı. Vyřešené klouby jsou v takovém pořad́ı, v jakém jsou

vyřešeny, také symbolický zápis je př́ımo kompatibilńı s Matlabovskou syntax́ı. Čas běhu (pomoćı funkćı tic

a toc) je 2.8768 vteřiny. Symbolické řešeńı se na obrazovku celé nevešlo, jedno ze dvou řešeńı je zde:

t4 = atan2((T_e(1, 2)^2 + T_e(2, 2)^2)^(1/2), -T_e(3, 2))

t1 = atan2(-T_e(2, 2)/sin(t4), -T_e(1, 2)/sin(t4))

t5 = atan2(-T_e(3, 3)/sin(t4), -T_e(3, 1)/sin(t4))

d2 = (cos(t1)*sin(t4)*T_e(1, 4) - cos(t4)*sin(t1)^2 - cos(t1)^2*cos(t4)

+ sin(t1)*sin(t4)*T_e(2, 4) + cos(t1)^2*cos(t4)*T_e(3, 4)

+ cos(t4)*sin(t1)^2*T_e(3, 4))/(cos(t4)*cos(t1)^2 + cos(t4)*sin(t1)^2)

d3 = -(cos(t1)*cos(t5)*T_e(1, 4) + cos(t5)*sin(t1)*T_e(2, 4)

- cos(t1)*cos(t4)*sin(t5)*T_e(2, 4)

+ cos(t4)*sin(t1)*sin(t5)*T_e(1, 4))/(cos(t4)*sin(t5)*cos(t1)^2

+ cos(t4)*sin(t5)*sin(t1)^2)

d6 = (cos(t1)*T_e(1, 4) + sin(t1)*T_e(2, 4))/(cos(t4)*sin(t5)*cos(t1)^2

+ cos(t4)*sin(t5)*sin(t1)^2)

Pokud máme matici T_e tak výše uvedený skript źıská všech 6 kloub̊u. Nyńı se pod́ıváme na matici řešeńı

pro konkrétńı matici polohy a rotace, vzniklou posunem a rotaćı kloub̊u o jednu jednotku. NUM:

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

-2.1416 1.0000 -1.0000 -1.0000 -2.1416 1.0000

Tato matice obsahuje jednotlivá řešeńı jako své řádky. Tyto jsou již seřazeny tak, jak vystupuj́ı v mani-

pulátoru. Jak je vidět, nalezená řešeńı odpov́ıdaj́ı našim dř́ıve vypočteným.

Jako daľśı je manipulátor se sférickým zápěst́ım z kapitoly 9. Př́ımou úlohu provedeme stejným př́ıkazem,

jen změńıme DH parametry a uspořádáńı kloub̊u. Zpětnou úlohu tentokrát nebudeme požadovat symbolicky,

výsledek je již poněkud rozložitý. Zat́ımco při našem výpočtu jsme mohli využ́ıt geometrický náhled a výpočet

si zjednodušit, v algoritmu je třeba poč́ıtat s velmi obecným tvarem rovnic, který lze konzistentně vypoč́ıtat

pro v́ıce druh̊u manipulátoru. Funkci pro zpětnou úlohu tedy zavoláme např́ıklad př́ıkazem

IGM(DGM([1 1 1 1 1 1], DH, joints),DH , joints).

Ukázka výstupu je zde:
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Obrázek 16: Práce s funkćı, manipulátor se sférickým zápěst́ım.

Výstup je tedy matice výsledk̊u, řádky jsou jednotlivá nastaveńı pro dosažeńı požadované polohy a rotace.

Čas běhu je tentokrát 6.3804 vteřiny a hod́ı se poznamenat, že obecně je čas běhu velmi variabilńı. Zálež́ı

na typu manipulátoru, složeńı kloub̊u, konkrétńıch parametrech a požadovaném výstupu. Pro nejjednodušš́ı

manipulátor se třemi P a třemi R klouby a č́ıselný výstup je čas běhu zhruba vteřina. Pro nejobt́ıžněǰśı

př́ıpad manipulátoru RRRRRR s takovými DH parametry, které vedou na polynom 4. řádu a symbolickým

výstupem je čas chodu v řádu deśıtek vteřin. Největš́ı brzdou je pak práce se samotnou matićı výsledk̊u,

která má velké množstv́ı znak̊u.
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

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

−2.1420 2.7120 1.0000 −1.6980 0.7950 0.3095

1.0000 0.4292 2.1420 1.4430 0.7950 0.3095

−2.1420 2.1420 2.1420 −2.1420 1.0000 1.0000

1.0000 1.0000 1.0000 −2.1420 −1.0000 −2.1420

−2.1420 2.7120 1.0000 1.4430 −0.7950 −2.8320

1.0000 0.4292 2.1420 −1.6980 −0.7950 −2.8320

−2.1420 2.1420 2.1420 1.0000 −1.0000 −2.1420


Je třeba mı́t na paměti, že výstup funkce jsou jen validńı výsledky, které prošly kontrolou (dosazeńı do př́ımé

úlohy a porovnáńı výsledné matice polohy a rotace).

Na prvńı pohled se může zdát matoućı, že v závislosti na výstupu (symbolický nebo numerický) jsou

výsledky bud’ sloupce nebo řádky. U numerického výsledku se předpokládá okamžité daľśı použit́ı (např́ıklad

ve funkci DGM nebo nastaveńı polohy manipulátoru). Symbolický výstup je připraven pro použit́ı v daľśım

skriptu nebo funkci. Jelikož se skript vyhodnocuje vertikálně, je lepš́ı mı́t jednotlivé předpisy pod sebou.

Funkce byla otestována na několika vyřešených manipulátorech, dále se hrubou silou vygenerovalo zhruba

osm tiśıc architektur. Zde již nebylo možné každou podrobně zkoumat, testovalo se tedy pouze, zda funkce

vrát́ı výsledek (d́ıky kontrole bude tento správný) a nebo př́ıslušné varováńı v př́ıpadě špatně navrženého ma-

nipulátoru (při generováńı hrubou silou většina). Vzhledem k množstv́ı parametr̊u pro definici manipulátoru,

kdy je několik deśıtek možnost́ı uspořádáńı kloub̊u, 24 DH parametr̊u a nespočet matic koncové polohy a

rotace, je obt́ıžně vyloučit, že se funkce někdy nebude chovat nestandardně.

Dále je většinou náročné ze symbolického výsledku určit, kdy nebude mı́t smysl (děleńı nulou atd.). Je

tedy vhodné zvlášt’ vyřešit pro manipulátor úlohu pracovńıho prostoru a nalézt singulárńı polohy. Daľśı

možnost́ı je dosazovat do výsledku ve struktuře try/catch - př́ıpadné chyby jsou zp̊usobeny singulárńımi

polohami.
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12 Závěr

Tato práce se zabývá řešeńım př́ımé a zpětné kinematické úlohy pro sériové manipulátory, zejména pak auto-

matizaćı tohoto řešeńı v rámci Matlabovské funkce. Ćılem tedy bylo vyřešit přechod od kloubových souřadnic

na polohu a rotaci koncového efektoru a zpět. Řešeńı se omezuje na neredundantńı sériové manipulátory se

šesti stupni volnosti. Konkrétně se jedná o manipulátory se třemi rotačńımi a třemi translačńımi klouby a

manipulátory se sférickým zápěst́ım v libovolné části kinematického řetězce. V pr̊uběhu řešeńı se dále určilo

omezeńı na pravoúhlé manipulátory, jejichž klouby a ramena jsou navzájem kolmé nebo rovnoběžné.

V druhé kapitole je představena struktura obecného manipulátoru a vysvětleny d̊uležité pojmy z robo-

tiky, se kterými tato práce pracuje. V daľśı kapitole je zavedena notace pro reprezentaci polohy a rotace

použ́ıvaná pro určeńı jednotlivých kloub̊u a ramen v prostoru. Pro srovnáńı jsou uvedeny ještě alterna-

tivńı možnosti určeńı rotace. Ve čtvrté a páté kapitole jsou vysvětleny úmluvy pro transformaci souřadných

systémů, využ́ıvané pro popis manipulátor̊u. Jedná se o Khalil Kleinfingerovu úmluvu a Denavit Hartenber-

govu úmluvu, která je použ́ıvané pro popis manipulátoru v této práci i ve výsledné funkci. V daľśıch kapitolách

je pak vysvětlena př́ımá a zpětná kinematická úloha pro obecné manipulátory. Zpětná úloha je poté rozve-

dena pro konkrétńı architektury, řešené ve funkci. Jsou prozkoumány všechny varianty rovnic které mohou

nastat a ty, které vedou na validńı manipulátory, jsou vyřešeny. V závěru práce jsou představeny funkce, které

implementuj́ı uvedená řešeńı, v krátké uživatelské př́ıručce. Také jsou přestaveny některé zaj́ımavé interńı

funkce, d̊uležité pro hlavńı algoritmus. Nakonec je funkce otestována na dř́ıve řešených manipulátorech, což

nám umožnilo ověřit správnost řešeńı.

Funkce pracuj́ı uspokojivě, př́ımá úloha je pro sériové manipulátory triviálńı, nebylo s ńı tedy mnoho

problémů. Zpětná úloha pak vyžadovala použit́ı postup̊u, které znemožňuj́ı běh funkce v reálném čase.

Přistoupilo se tedy k alternativńımu výstupu, kdy funkce mı́sto konkrétńıch hodnot urč́ı předpis pro źıskáńı

těchto hodnot pomoćı Matlabu. Pro některé architektury je ovšem i tento výstup natolik komplikovaný, že

je třeba zvážit př́ıpadné nasazeńı numerických algoritmů pro chod v reálném čase.
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A Př́ıloha - help pro funkce IGM a DGM

DGM

DGM resi primou geometrickou ulohu pro 6 DOF manipulator s DH parametry.

T_END = DGM(MOVE, DH, JOINTS) vrati matici koncove polohy a rotace

T_END pro Denavit-Hartenbergovy parametry DH, nastaveni kloubu JOINTS a

vektor pohybu MOVE.

Matice T_END je matice koncove polohy a rotace ve tvaru [ROT, TRAN; 0 0 0 1]

kde ROT je ortonormalni matice rotace, TRAN je vektor polohy koncoveho

bodu. DH jsou Denavit-Hartenbergovy parametry ve tvaru

[DH_D; DH_THETA; DH_A; DH_ALPHA], jednotlive radky jsou parametry pro

prislusne klouby 1-6. Vektor joints urcuje slozeni jednotlivych kloubu

manipulatoru, ’R’ predstavuje rotacni kloub, ’P’ predstavuje translacni

kloub. Pripustne nastaveni je tedy napriklad JOINTS = [’PPPRRR’]

Vektor pohybu MOVE je nastaveni jednotlivych translacnich a rotacnich

kloubu, napriklad pro manipulator s klouby [’RRRRRR’] vektor

MOVE = [pi pi pi pi pi pi]; predstavuje otoceni vsech kloubu o uhle pi.

IGM

IGM Inverzni geometricka uloha pro 6 DOF manipulator s Denavit-Hartenbergovymi

parametry

IGM(T_END, DH, JOINTS) vrati potrebne nastaveni kloubu pro dosazeni

koncove polohy T_end v manipulatoru s Denavit-Hartenbergovymi parametry

DH a usporadanim kloubu JOINTS.

IGM(DH, JOINTS) vrati symbolicke predpisy pro sestrojeni vyse uvedenych

nastaveni. Protoze je nutna numericka kontrola je jako matice T_END

pouzita koncova poloha pri nastaveni kloubu [1 1 1 1 1 1]

[SYM, NUM] = IGM(T_END, DH, JOINTS) vraci numericke nastaveni kloubu

NUM i symbolicke predpisy SYM

Matice T_END je matice koncove polohy a rotace ve tvaru [ROT, TRAN; 0 0 0 1]

kde ROT je ortonormalni matice rotace, TRAN je vektor polohy koncoveho

bodu. DH jsou Denavit-Hartenbergovy parametry ve tvaru

[DH_D; DH_THETA; DH_A; DH_ALPHA], jednotlive radky jsou parametry pro

prislusne klouby 1-6. Vektor joints urcuje slozeni jednotlivych kloubu

manipulatoru, ’R’ predstavuje rotacni kloub, ’P’ predstavuje translacni

kloub. Pripustne nastaveni je tedy napriklad JOINTS = [’PPPRRR’]

Funkce resi manipulatory s prave tremi rotacnimi a prave
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tremi translacnimi klouby, nebo manipulatory obsahujici sfericke

zapesti na jekekoliv pozici retezce. Sfericke zapesti jsou tri rotacni

klouby j-1, j, j+1 za sebou, kde plati ze DH_A(j-1) = 0, DH_A(j) = 0,

DH_D(j) = 0.

Uloha je obecne resitelna pro jakekoliv nastaveni parametru DH_THETA a

DH_ALPHA, tato funkce ale resi pouze pripady kdy vsechy parametry theta

a alpha jsou cele nasobky pi/2, respektive kdyz sinus a cosinus techto

parametru je z mnoziny (-1, 0, 1).

Pri zadani manipulatoru, ktery neni validni, nalezeni singularni polohy

nebo spatnem zadani parametru jsou vraceny prazdne promenne a vypsano

prislusne varovani.

POZOR! pro nektere manipulatory muze byt doba chodu funkce relativne

dlouha (vice nez minutu). Symbolicky vystup muze byt v radu az tisicu

znaku.
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