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Abstrakt

Tato préce je zaméfena na matematické modelovani a naslednou analyzu kmitajicich mechanic-
kych soustav s razy. V tvodni kapitole je shrnuta motivace pro studium téchto soustav a stru¢né
je zde nastinén historicky vyvoj v dané oblasti. Ndsledné jsou uvedeny zdkladni matematické
modely razu a potfebny teoreticky aparat pro popis nehladkych systémd. Aplikacni ¢ast se veé-
nuje matematickému modelovani pfevodového ustroji s moznosti ztraty silového zabéru v ozu-
beni s ohledem na nelinedrni chovani tohoto systému. Je uvazovan zjednoduseny model torz-
niho kmitani prevodovky a komplexni model vytvofeny metodou kone¢nych prvku, kde pro
sestaveni modelu je pouZita metoda modélni syntézy s kondenzaci. Jsou zde uvedeny rizné
metody redukce a je analyzovan vliv trovné kondenzace a volby pouZzitého pfistupu k numeric-
kému modelovani na vypocetni ¢as. Na modelech pfevodovych ustroji je formou bifurkacnich
diagramil ukdzan vliv parametri na odezvu systému na typicka buzeni. Déle je uveden mate-
maticky model vibrolisu na zhutnéni betonové smési a jeho dynamickd analyza.

Klicova slova: mechanika, nelinearni dynamika, razy, nehladké systémy, metoda modalni syn-
tézy, bifurkacni diagram, ustdlend odezva, metoda kone¢nych prvkd, rotor, prevodovka, vibrolis



Abstract

The thesis focuses on mathematical modelling and analysis of vibrating mechanical systems
with impact motions. In introductory chapter, a motivation for study of such systems is sum-
marized and a historical progress in this field is discussed. In next chapters, basic mathematical
models of impact are described and corresponding theory is explained. An application part of
the thesis focuses on mathematical modelling of gearbox with possible loss of contact in gear,
and nonlinear behaviour of the system is analysed. Simplified torsional model and complex
model of test gearbox modelled by FEM are considered. The mathematical model is based on
modal synthesis method with reduction and different reduction methods are tested. Influence
of level of reduction is analysed and efficiency of different numerical approaches is shown. On
such systems, influence of parameters on response of models is shown by means of bifurcation
diagrams. Further, mathematical model of an impact-forming machine and its dynamical ana-
lysis is presented.

Keywords: mechanics, nonlinear dynamics, impact, non-smooth systems, modal synthesis me-
thod, bifurcation diagram, steady-state solution, finite element method, rotor, gearbox, impact-
forming machine
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1. Uvod

Rézy se vyskytuji v fad€ jevi jak v pfirodé€, tak v technice. V technickych aplikacich mohou
byt tyto jevy dvojiho druhu; zaprvé jde napr. o nejriiznéjsi projevy konstrukénich vili, kdy jsou
rdzy povazovany obecné za negativni, nebot’ pfi nich dochézi ke zvySenému naméhdni styko-
vych Casti téles, ¢imZ se sniZuje jejich Zivotnost. Razy jsou navic doprovédzeny neziddoucim
vyzarovanim hluku. Existuje vSak rovnéz tfida technickych zafizeni, jejichZ chod je na pfitom-
nosti razovych jevli piimo zaloZen, napf. zhutiiovaci vibrolisy, buchary, kladiva apod. Z hle-
diska matematickych modelt t€chto soustav je pritomnost razii typickd silnymi nelinearitami.
Spole¢né s modely jinych fyzikalnich procest, jako je napf. suché tfeni ¢i projevy konstruké-
nich vili, jsou modely soustav s razy oznacovany jako tzv. nehladké soustavy, nebot’ piislusné
matematické modely obsahuji nehladké funkce ¢i néjaky druh nespojitosti. Pokud jde navic
o soustavy, které lze popsat matematickym modelem ve tvaru soustavy diferencidlnich rovnic
prvniho fddu s nespojitou pravou stranou (viz déle), jsou tyto oznaCovany jako soustavy Fili-
povova typu [Leine 2004]. V pripadé zminovaného suchého tfeni jde v technickych aplikacich
rovnéZz vétSinou o nezddouct jev, ktery je potfeba omezit Ci eliminovat, ovSem 1 zde existuji pri-
pady, kdy jsou zafizeni principidlné zaloZena na pritomnosti tfeni, napf. nejriznéjsi typy brzd,
prvKy snizujici urovenl kmitdni nékterych mechanickych soustav atd. Mimo technickou oblast
je suché tfeni charakteristické napt. pro tvorbu zvuku — pfi hfe na smyccové néstroje dochazi
k rozechvivani struny diky suchému tfeni mezi smyccem a strunou.

1.1. Historie

Z vysSe zminénych piikladi technickych aplikaci nehladkych systému je zfejma potieba vhod-
nych néstroju k analyze téchto systému. Ty lze najit v oblasti nelinedrni dynamiky, kam dyna-
mika nehladkych systému spadd. Tato kapitola tvofi strucny piehled o historickém vyvoji dané
oblasti a konkrétné o historii vyzkumu mechanickych soustav s razy.

Strucna historie nelinearni dynamiky

V nelinearni dynamice 1ze v dne$ni dobé nalézt Siroké spektrum matematickych modelt pro
procesy z nejriizngjich oblasti lidského badani. Siroka tfida aplikaci se nabizi v oblasti tech-
niky, ale rovnéz existuji nelinearni dynamické modely v ekonomii, biologii, chemii, meteorolo-
gii a mnoha dalSich netechnickych oborech.

Pocatky vyvoje nelinedrni dynamiky sahaji na pfelom devatendctého a dvacatého sto-
leti, kdy francouzsky matematik a fyzik Henri Poincaré (1854 — 1912) pfi studiu pohybu ne-

beskych téles jako jeden z prvnich narazil na zvlastni, nepredvidatelné chovani téchto systémi'.

'Historické podklady Cerpany z [Nayfeh & Balachandran 2004] a [Tung 2002].
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Jiz Poincarého pozorovani ukdzalo, Ze pfi velmi malé zméné pocatecniho stavu systému mize
zkoumany vysledny jev byt kvalitativné i kvantitativné docela odliSny. Dnes jsou podobné sys-
témy nazyvany jako systémy chaotické. Odtud plyne obecné uZivana definice chaotického sys-
tému jako takového dynamického systému, ve kterém mald zména vstupnich dat vyvola velkou
zménu ve zkoumaném jevu [Nayfeh & Balachandran 2004].

V pribéhu devatenactého a dvacatého stoleti prispéla rada dalSich védct k rozvoji tohoto
odvétvi, napt. Georg Duffing, Lord Rayleigh, Alexandr Ljapunov, Balthasar van der Pol, ¢i
Georg David Birkhof. V roce 1945 pozorovali britSti matematici Mary Cartwrightova a John
Littlewood pfi studiu van der Polova oscilatoru podivné chovéni tohoto systému a jako prvni
jej podrobili hlubsi analyze. V roce 1963 pak vytvoril Edward Lorenz (1917 — 2008) znac¢né
zjednoduSeny model pocasi, reprezentovany tfemi obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, na
kterém ukazal, Ze i tato jednoduchd deterministickd soustava rovnic vykazuje vysokou citlivost
odezvy na malou zménu pocatecnich podminek. Tento jev oznacil Lorenz poprvé jako tzv. efekt
motylich kiidel [Tung 2002]. Nezavisle na Lorenzovi vytvoril Smale roku 1967 jiny model, na
némZ demonstroval chaotické chovani.

Teprve s prudkym rozvojem vypocetni techniky na konci 20. stoleti v§ak doslo ke skutec-
nému rozmachu v oblasti nelinedrni dynamiky, a to zejména diky novym moZnostem rozsah-
lych numerickych simulaci. Byla sepsdna fada publikaci zabyvajicich se touto problematikou,

Vv,

jez ukazuji nespocCet nejriznéjsich aplikaci nelinedrni dynamiky v rozlicnych odvétvich.

Historie vyzkumu mechanickych soustav s razy

Prvni kroky k matematickému popisu soustav s rdzy jsou spjaty se jménem anglického mate-
matika Isaaca Newtona (1643 — 1727), ktery formuloval tzv. elementérni teorii rdzu. Pro popis
miry disipace energie v pribéhu razu zavedl ve své praci pojem koeficientu restituce. Newto-
nova teorie je hojné uZivdna dodnes, nebot’ i pfes jistou miru zjednoduseni je pro mnoZstvi
technickych aplikaci postacujici. Dal$i dilezity model razu mezi télesy vytvofil Heinrich Hertz
(1857 — 1894), ktery se zabyval popisem mechanickych napéti a deformaci v kontaktnim misté.
Tyto jevy Newtonova teorie nezahrnovala, omezovala se pouze na popis stavu télesa pred rdzem
a po ném. V nésledujicich letech byla Hertzova teorie déle rozvijena, zpfesiovana a experimen-
tdln& ovéfovdna. RovnéZ byl formulovén tzv. Kelviniv-Voigtiv model razu?, ktery nahrazuje
sily vzniklé pfi ndrazu pomoci linedrni pruzné-viskézni narazky.

Vyvoj a vyzkum v oblasti kmitdni mechanickych soustav s razy se zapocal ve 40. az 50.
letech 20. stoleti v souvislosti s aplikacemi na razové tlumice kmitt kiidel letadel ¢i lopatek
turbin [Peterka 1981]. Kromé elementarnich pripadi byly zkoumany také slozitéjsi piipady
rdzovych jevd, kterymi se zabyval napt. Z. Hordk. Dalsi vyvoj v této oblasti vychézel z potfeby
optimalizace nékterych technickych zafizeni, kterd rdzové efekty vyuZzivaji. Témto zafizenim
bude vénovana kap. 1.2.

Diferencialni inkluze

Koncept diferencidlnich inkluzi byl vytvofen z potieby fesit diferencidlni rovnice s nespojitou
funkci na pravé strané [Leine 2004]. V Sedesatych letech predstavil A. F. Filipov konvexni me-

Historické podklady této podkapitoly byly erpany z prace [Peterka 1981]
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todu (t€Z metodu konvexifikace), ktera prevadi problém formulovany jako diferencidlni rovnici
na tzv. diferencidlni inkluzi (viz déle). V soucasné dob¢ jsou matematické modely nékterych fy-
zikdlnich procest formulovany jiz pfimo ve tvaru diferencidlnich inkluzi. Cela tfida matematic-
kych modelq, které jsou konvexni metodou pieveditelné do tvaru inkluze, je dodnes oznacovana
jako soustavy Filipovova typu.

1.2. Technicka zafizeni s vnitfnimi razy

Jak jiz bylo zmin€no v ivodu této kapitoly, existuji mnohd technicka zafizeni, jejichZ ¢innost je
principidlné zaloZena na razech. Tento prehled nejvyznamnéjSich piikladi stroji vyuzivajicich
razy Cerpé zejména z publikace [Peterka 1981].

Prvni tfidou strojli ze zkoumané skupiny jsou systémy pro zhutiiovani a tvareni, vibracni
kladiva, systémy pro vbijeni, zafizeni pro zatloukani pilotii, apod. VSechny tyto stroje jsou zalo-
Zeny na razovém kontaktu ndstroje s opracovavanym télesem, resp. vibrujiciho télesa s formou
v piipadé zhutiiovacich stroji. Existuji nejrizné€jsi konstrukéni feseni t€chto systému (napf.
u buchari jsou znamy konstrukce s pevnou kovadlinou, s odpruzenou kovadlinou, s pruzZnou
vazbou mezi srdzejicimi se télesy, apod.), pfiCemZ pravé na konstrukci zalezi, zda a jak se
prenaseji vibrace ze stroje do zdkladu, a zpisobuji tak nezZadouci hluk a zvySené namahani sou-
¢asti. Jinou skupinu stroja tvoii elektromagnetické pneumatické ¢i hydraulické systémy, napf.
elektromagneticky buzené sbijeCky. Zde principidlné dochédzi ke kmitani jadra elektromagnetu
v duté trubce, pficemZ kmitajici ndboj nardzi na jedné strané¢ do ndstroje sbijeCky, na strané
druhé se pak odrdZzi od pruzné nardazky. U podobnych zafizeni, zvlasté u rucnich sbijecek, je
zékladnim konstrukénim dkolem zajistit co moZnéd nejmensi pienos vibraci do rukojeti stroje
pti zachovani efektivity opracovavani.

Dalsi tfidou mechanickych soustav s razy jsou kladivové drti¢e ¢i mlyny, uzivané k drceni
hornin, uhli, kovového Srotu, apod. Zde dochazi k drceni materidlu pomoci rotujicich kladiv,
zaloZenych napft. na principu jednoduchych nebo dvojitych kyvadel. Podobné pfi transportu né-
kterych materidlii jsou uzivany vibracni dopravniky, které obsahuji razové buzené (naklonéné)
roviny. Napf. pro dopravu sypkych hmot Ize uzit vibraéné buzeného potrubi ¢i desek [Gonda
1969]. V tomto piipadé a v podobnych aplikacich se rdzové buzeni realizuje nékolika pary pro-
tibéZnych rotort, jeZ rozkmitavaji t€leso, které pak pri svém pohybu nardzi do jiného télesa.
V piipadé€ dopravnikl napft. ¢tyfi protibéZné rotory mohou generovat biharmonicky pohyb kla-
diva, které pti svém pohybu nardZi do trubky ¢i desky.

Zajimavou aplikaci jsou rovnéz razové tlumice. V tomto pfipadée je ke kmitajici soustavé
pridano dalsi téleso, které pii pohybu soustavy nardzi do nékterého z téles systému a snizuje
tak amplitudy vibraci. Rizné typy razovych tlumict se 1isi podle toho, jakym zpisobem je
konstruk¢né feSena vazba na kmitajici soustavu - téleso muze volné kmitat mezi nardzkami,
muZe byt vazano k rdmu ¢i k nékterému z téles soustavy, apod. Celd fada aplikaci se nabizi také
ve stavebnim inZenyrstvi, napf. u stroji pro péchovani zeminy.

Jak jiZ bylo zminéno, mezi soustavy s vnitinimi razy se fadi také zafizeni s konstrukénimi
vilemi Ci takova zafizeni, u nichz doslo vlivem provozu k vymezeni vili v nékterych kinema-
tickych dvojicich. Za provozu stroje potom muZe dochézet k raztim v Cepech rotacnich vazeb
¢i ve vedeni vazeb posuvnych. Tim dochdzi k nezZadoucimu zvySenému namahdni soucasti a
k nadmérnému vyzatrovani hluku.

10
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1.3. Shrnuti souéasného stavu resené problematiky

V soucasné dobé existuje fada publikaci, které se zabyvaji modelovanim mechanickych sou-
stav s razy z nejriznéjsich hledisek. Elementarni teorii razu jsou vénovany piislusné kapitoly
ve vétsiné monografif ¢i skript zabyvajicich se dynamikou mechanickych systémil - viz pouzita
literatura v kap. 2.1. Obecné problematice razii je napi. vénovana monografie [Stronge 2004]
postihujici veSkeré zdkladni aspekty tohoto jevu. Z hlediska obecnéjsi tfidy tzv. nehladkych
systémil se rdzovymi jevy zabyvaji publikace [Leine 2004] a [Leine 2000], které predstavuji
matematické modely nehladkych systémil ve tvaru diferencidlnich inkluzi a zabyvaji se vy-
branymi numerickymi pfistupy pro jejich feSeni. Z hlediska nelinearni dynamiky jsou nékteré
specidlni pripady nehladkych matematickych modeld zminovany rovnéz v [Nayfeh & Bala-
chandran 2004], ¢i [Thompson & Stewart 2002]. Uceleny prehled o strojnich zafizenich, jez pri
své Cinnosti vyuzivaji razi, je pak ukdzan napft. v [Peterka 1981].

Kromé zminovanych monografii vznika rovnéZ celd fada publikaci, v nichZ lze sledovat
soucasny stav vyvoje v této oblasti. Jde o publikace s nejriznéjsim zaméfenim. Kompletni pie-
hled témat aktudlnich v matematickém modelovani razi v dobé vzniku této prace je nastinén
v [Makarenkov & al. 2012]. Rada &lanki se zabyva pohybem soustav s rizy z pohledu neli-
nedarni dynamiky a chaotického pohybu a zamétuje se na stabilitu pohybu, periodickd feSent,
¢i bifurkacni diagramy vzhledem k rliznym parametrtim, viz napf. [Pavlovskaia & Wiercigroch
2007], [Batako et al. 2007]. Jiné prace, viz [Luo 2007], se zabyvaji vlivem tlumeni a disipace
energie na pohyb soustav s rdzy. V témZe ¢lanku je uvedena piimd aplikace na zhutfiovaci stroj.
Zajimavou aplikaci lze najit rovnéz napft. v prici [Cong et al. 2011], kde jsou ukdzany vlivy
razi na dynamiku rotoru pfi uvazovani kontaktu mezi rotorem a statorem.

1.4. Cile prace

Tato prace se zabyva matematickym modelovanim a ndslednou analyzou kmitajicich mechanic-
kych soustav s razy s ohledem na ustdlenou odezvu téchto systémda. Jejim cilem je

e strucné shrnout historicky vyvoj v oblasti matematického modelovani nelinedrnich dy-
namickych soustav, vyvoj vyzkumu mechanickych soustav s rdzy a posoudit stav této
problematiky v soucasnosti,

e podat prehled zpiisobii formulace matematickych modeli kmitani mechanickych soustav
s rdzy, uvést shrnuti nékterych teorii a hypotéz pro popis razovych déji za predpokladu
tuhych téles a shrnuti potfebného teoretického aparitu,

e popis vybranych pfistupti k numerickému modelovani a vySetiovani kmitan{ t€chto sou-
stav,
e sestaveni matematickych modelld vybranych mechanickych soustav s razy, kterymi jsou

— zjednoduSeny matematicky model torzniho kmitdni pfevodového ustroji s s moz-
nosti odlehnuti zubového zéabéru,

— model tzv. testovaci prevodovky s moZznosti odlehnuti zubového zabéru,

— matematicky model vibrolisu na zhutnéni betonové smési,

11
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e aplikace popsanych numerickych pfistupt k feSeni téchto soustav a analyza vysledkt
s ohledem na nelinearni chovani a na vypoctovou slozitost,

e posouzeni moznosti metod kondenzace pouZzitych matematickych modeld,

e shrnuti a zhodnoceni pouZitych pfistupi a ziskanych vysledkd, analyza efektivity pouzi-
tych numerickych pristupi.

12



2. Zakladni matematické modely razi

Jako rdz je oznacovan takovy d¢j, pii kterém dochdzi ke kontaktu mezi dvéma télesy, pohybuji-
cimi se riznymi rychlostmi [Hofej$i 1980]. R4z trv4 velmi kratkou dobu, fddové 10~* + 105
[Brousil et al. 1989], a zdvisi na relativni rychlosti obou téles pied rdzem, na jejich hmotnosti,
materidlovych vlastnostech, velikosti, apod. Pfi rdzu vznikaji velké tzv. rdzové sily, oproti kte-
rym jsou jiné silové UcCinky (vlastni tiha téles, pasivni Gcinky, apod.) zanedbatelné. V pripadé,
kdy nositelky obou predrazovych rychlosti jsou totoZné s rdzovou normélou, je rdz oznacovan
jako rdz primy, v opacném pripadé pak jde o rdz sikmy [Hlavac 2004].

2.1. Elementarni teorie razu

Elementarni teorie rdzu, formulovand poprvé Isaacem Newtonem [Brousil et al. 1989], popisuje
pohyb télesa po razu na zakladé znalosti pohybu télesa pied razem. Tato teorie nepostihuje pri-
beh sil plisobicich mezi télesy ani jejich deformace. Vzhledem k vyse zmifiovanému kratkému
trvani rdzu jsou zmény v rychlosti téles uvazovany jako okamzité. Tihové sily téles a pasivni
odpory jsou zanedbatelné oproti sildm razovym a ddle jsou zanedbdany.

Necht’ jsou ddna dvé télesa o hmotnostech my, mo, kterd se pfed rdzem posouvaji rych-
lostmi v, U, [Hlavac 2004]. Tato télesa se srazi v okamziku ¢, a dochdzi k jejich deformaci, az
v Case ¢; je deformace obou t&les maximalni a ob& se pohybuji shodnou rychlosti @. Casovy
interval (%o, t1), kdy deformace téles roste, je oznacovan jako tzv. prvni faze rdzu, téz komprese.
Poté dochazi ke zmenSovéani deformace, az se télesa v okamziku ¢5 opét oddéli. Casovy interval
(t1,t2), kdy deformace téles klesa, je oznacovan jako tzv. druhd fdaze rdzu, téZ restituce.

Koeficient restituce

Dilezitou roli hraje v elementarni teorii razu tzv. koeficient restituce ¢, bezrozmérny parametr,
ktery je definovan jako pomér Casového impulsu sily v druhé fazi razu /5 a Casového impulsu
sily v prvni f4zi razu [, tedy

[2 t1 to
e=22 kde]lz/ F.(t)dt, 12:/ F.(t)dt, 2.1)
t

= )
[1 0 t1

a kde F.(t) je Casovy pribéh razové sily. Koeficient restituce zavisi na druhu materidlu, veli-
kosti, hladkosti povrchu a relativni rychlosti srdzejicich se téles, a jeho hodnotu lze pro zkou-
manou dvojici téles urdit experimentdlné. Plati ¢ € (0, 1), pfi¢emz pro redlnd télesa je vzdy
0 < ¢ < 1. Limitni pfipad, kdy € = 0, je oznaCovan jako dokonale plasticky rdz. Naopak pro
¢ = 1 se jednd o dokonale elasticky rdz. Na obr. 2.1 jsou ukdzany zdvislosti koeficientu restituce
pro rizné materidly a rizné kombinace tvart téles.
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2.1 Elementarni teorie razu 14
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Obrazek 2.1.: Zavislost koeficientu restituce (zde ozn. R) na relativni rychlosti pfi rdzu dvou
kouli ze stejného materidlu o stejném priméru (vlevo), pfi razu dvou kouli z riz-
ného materidlu a o stejném primeéru (veprostied), pti razu ocelové koule o pri-
méru 25,5 mm na masivni desku z riznych materidld (vpravo) — prevzato z [Pe-
terka 1981]

Jednoduché experimentdlni urceni koeficientu restituce mezi kulickou a deskou (zhoto-
venych z pozadovanych materidlil) se provadi na zdkladé nésledujiciho vypoctu. Kulicka je
uvazovana jako volné upusténd z vysky hg nad deskou. Jeji dopadova rychlost je

v1 = \/2ghy, 2.2)
nacez se kuli¢ka odrazi ve svislém sméru vzhiiru a jeji pocate¢ni rychlost po odskoku bude

U] = —EV1. (2.3)
Kulicka nasledné vystoupd do vysky hq, pro kterou je

uy = \/2gh;. 2.4)

Pro soucinitel restituce potom plati

_ M
6—\/;0. 2.5)

Pro zjisténi koeficientu restituce tedy postacuje jednoduchy experiment, pii kterém je kulicka
pusténa ze znamé vysky hg, a po odecCteni vysky hy, do které se kulicka odrazi, 1ze pomoci
vztahu (2.5) pfimo urcit hledanou hodnotu. Zavislost koeficientu restituce € na vyskéach hg, hq
je ukdzdna na obr. 2.2 vlevo.

Vztahy pro porazové rychlosti

Dile bude uvaZovén centricky rdz'. T&lesa, pohybujici se piedrazovymi rychlostmi ¥}, 7, se
srazi, v okamZiku maximdlni deformace je jejich spole¢na rychlost @ a v okamZiku opétovného
odpoutani téles se tato pohybuji rychlostmi ¢, ¢;. Z véty o zméné hybnosti rozepsané do razové

vvvvvv
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2.1 Elementarni teorie razu 15
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Obrazek 2.2.: Koeficient restituce ¢ v zavislosti na vysce h; pro riznd hg (vlevo) a energie A Fj,
ztracend pii razu v zavislosti na koeficientu restituce ¢ pii riznych relativnich
rychlostech (vpravo)

normadly 1ze vyjadrit pro obé télesa v prvni i druhé fazi razu

my(u—wvy) = —1I,
ma(u —vg) = 1,
mi(c; —u) = —¢el, (2.6)
ma(co —u) = el
kde I = [;. Odtud rychlost u obou téles v okamZiku maximalni deformace je
u = it Mats (2.7)
my + Mo
a kone¢né vztahy pro pordzové rychlosti
= (1 — = (1 mivitmovs
c1 - (1 +e)u — evy - (1 +¢) e €V, (2.8)
Co — ( +€)U—€U2 = ( +€)W — &Vq.

Prostfednictvim vztahi (2.8) jsou ureny porazové rychlosti ¢, ¢o téles jako funkce rychlosti
predrazovych vy, vs.

Cist kinetické energie se v priibhu razu pfeménila na deformaéni energii okoli rizového
bodu. Pro zménu kinetické energie zde plati

1

Po dosazeni ¢y, c5 z (2.8) plati pro zmarenou kinetickou energii

1 m1Mmso

AE, = (1 —e?)(vy — o). (2.10)

2mq + msy

Odtud je zfejmé, Ze pro € € (0, 1) dochazi v prubéhu razu ke ztraté energie, a pouze ve spe-

15



2.2 Kelvinuv-Voigtiv model razu 16

cidlnim pfipadé, kdy ¢ = 1, je AE, = 0, tedy energie zlistava zachovana. Zavislost AFj, na
koeficientu restituce ¢ pro rizné hodnoty relativni rychlosti v,; = (v; — ve) pfi uvazovani
my = 1 kg, ms = 2 kg ukazuje obr. 2.2 vpravo.

2.2. Kelvinav-Voigtav model razu

Jinou z moznosti, jak modelovat rdzové déje, je formulace fyzikdlnitho modelu jako soustavy
s pruzné viskéznimi nardzkami. Pokud jsou narazky uvazovany jako linedrni, je model ozna-
covan jako tzv. Kelviniv-Voigtiiv model [Peterka 1981] a jeho schéma ukazuje obr. 2.3 vlevo.
V pribéhu kontaktu téles je pohyb téles popsan linedrnim matematickym modelem ve tvaru

mZ + bz + kx = 0, (2.11)

kde x je relativni priblizeni téles (viz obr. 2.3 vpravo), a m,b, k jsou parametry soustavy.
V tomto piipadé vnasi do matematického modelu nelinearitu tuhostni charakteristika systému,
nebot’ tuhost je u soustavy s pruznymi nardzkami nelinedrni (nehladkou) funkci polohy [Zeman
& Hlavac, 2004]. Tento model vSak popisuje nepiesné pribéh razovych sil, zejm. v pocate¢ni
a zavéreCné fazi rdzu, nebot’ zde nedochdzi k uzavieni hysterezni smycky (viz obr. 2.7 vlevo).

(a) (b) (c

Obrazek 2.3.: Modely rdzu ve formé soustavy s nardzkami: (a) Kelvintv-Voigtav, (b) Huntlv-
Crossleytv model, (c) relativni pfibliZeni téles

Modelovy priklad: soustava s oboustrannou narazkou

Pro ndzornost bude Kelviniv-Voigtiv model rdzu ukazan na jednoduchém ptikladu systému
s jednim stupném volnosti, viz obr. 2.4. Je uvazovan hmotny bod m zavéSeny na pruzZiné ki,
kmitajici mezi pruznymi nardZzkami o tuhostech £, (tlumeni bude uvazeno ddle). PiisluSny ma-
tematicky model mé tvar

]{;11' |ZL” < A,
mi+k(x) =0, kdek(x)=1< ka+ki(z—A) pro > A, (2.12)
kix + kQ(fE + A) r < —A.

Na obr. 2.5 jsou ukdzany Casové pribéhy a fazové trajektorie volného kmitani netlumeného mo-
delu a modelu s uvazovanim proporcionélniho (visk6zniho) tlumeni b;,7 = 1, 2 s koeficientem
proporcionality «; jako

bi = Oéikz', o; € ]R+, 1= 1, 2. (213)

16



2.3 Huntuv-Crossleyav model razu 17

Parametry v této simulaci jsou m = 3,5 kg, k; = 10° N/m, ks = 10° N/m, vile A = 7-10"*m
a koeficienty proporcionality o;; = 0 s pro netlumeny model a a; = 10™* s pro tlumeny model.
Pocéte¢ni podminky jsou uvazovany z(0) = 0 m, #(0) = 0, 2 m/s. Zatimco v piipadé netlume-

-A >

‘ A x

k1:‘ A

S S //

Obrazek 2.4.: Podélné kmitajici soustava s naraZkami a jeji tuhostni charakteristika

ného linedrniho harmonického oscildtoru (soustava bez nardzek) je fazovou trajektorii elipsa,
lze ukézat (viz [Zeman & Hlavac, 2004]), Ze u soustavy s nardzkami tvori v konzervativnim
piipadé fazovou trajektorii vzdjemné na sebe navazujici Casti elips, jak je zfejmé z obr. 2.5.
V nekonzervativnim pfipadé dochdzi k disipaci energie oscildtoru, kterd je zfejm4 z téhoZ ob-

x10* () (o) x10* (© (d)
H a 0.2fT I 021 |
0 5
0.1 0.1
- Q - Q
E 0 E o0 E o E o
x x
> x
-0.1
Nl U 11 N N
-0.2¢] I _ooU |
0 005 0.1 5 0 5 0 005 0.1 5 0 5
t[s] X [m] %107 t[s] x [m] x 107

Obrizek 2.5.: Casovy priibéh a fazova trajektorie soustavy s nardzkami pro netlumeny model
(vlevo) a pro proporcionalné tlumeny model (vpravo)

razku. Podobny charakter vykazuje oscildtor s jedinou pruzné viskézni nardzkou, jehoZ fdzovou
trajektorii a casovy pribéh vychylek ukazuje obr. 2.6 jak pro netlumeny, tak pro tlumeny piipad.

2.3. Huntav-Crossleyuv model razu

Analogicky lze uvazovat o soustavé s nardzkami, jejiz charakteristiky budou ovSem neline-
arni (viz obr. 2.3 uprosted). Specidlnim piipadem tohoto pojeti je model formulovany r. 1975
Huntem a Crossleyem [Peterka 1981], ktery odstranuje nepfesnosti v pribéhu razové sily v po-
cateCni a zavérecné fazi rdzu. Smyslem tohoto modelu bylo popsat pohyb télesa v pribéhu razu
tak, aby zdvislost rdzové sily na relativnim pfibliZeni téles tvofila hysterezni smycku, coZ 1épe
odpovida fyzikdlni realité¢. Model navrZzeny Huntem a Crossleyem popisuje pohyb télesa béhem
rdzu jako

mi + (A")i + ka" = 0, (2.14)

17



2.3 Huntuv-Crossleyav model razu 18

x10* (@) x10™* (©) (d)
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Obrazek 2.6.: Casovy priibéh a fazov4 trajektorie soustavy s jednostrannou nardzkou pro netlu-
meny model (vlevo) a pro proporciondlné tlumeny model (vpravo)

kde z je relativni pfibliZeni téles, exponent n vystihuje rizné geometrie kontaktnich ploch té-
les?, k je koeficient imérnosti (z4visly rovnéZ na geometrii téles) a podle Huntova-Crossleyova
modelu je koeficient dtlumu A mozZno vyjadfit jako

A= gka, (2.15)

kde parametr o € R vyjadiuje vlastnosti materidlu. Priibéh razové sily v zavislosti na relativnim
pribliZeni téles pro Hunttiv-Crossleyiv model ukazan na obr. 2.7 uprostied. Je patrné, Ze v tomto

pripadé dochazi k pozadovanému uzavieni hysterezni smycky.

(a) (b) (©)

=3 =3 =3
(T w- (T
iy S o
© [ ©
> > >
(o] o (o]
N N N
© 3] ©
o o o
Relativni priblizeni x [m] Relativni priblizeni x [m] Relativni priblizeni x [m]

Obrazek 2.7.: Pribéhy razovych sil (kvalitativn€) pro (a) Kelvintiv-Voigtiv model, (b) Hunttiv-
Crossleyiv model a (c) Hertztiv model

ZNapt. pro télesa srdZejici se plosné lze predpokladat pfibliznou hodnotu n = 1, pro rdz dvou vilci podél
povrchovych piimek je hodnotan € (1, 1,5) a pro dotyk oblych téles (Hertzova teorie) je n = 1, 5.

18



2.4 Hertzova teorie 19

2.4. Hertzova teorie

Hertzova teorie je zaloZena na predpokladu, Ze télesa jsou dokonale pruznd a doba trvani rdzu je
velkd ve srovnéni s dobou potrebnou pro probéhnuti elastickych vin jednotlivymi télesy [Peterka
1981]. Ve zjednoduSené formé 1ze predpoklddat, Ze povrchy obou téles jsou rotacné symetrické

Obrazek 2.8.: Kontakt dvou téles podle Hertzovy teorie kontaktu

vzhledem ke spole¢né normadle, kterd prochdzi bodem dotyku, viz obr. 2.8. Poloméry oskulac-
nich kouli povrchi téles v misté prvniho dotyku jsou 7y, 5. Pro silu F', vzajemné pfibliZeni téles
x a polomér a sty¢né kruhové plosky plati [Peterka 1981]

F:E 3 T+

3 3
_— = —F % F = kx2 2.16
3 “ r1re(6y + 62)’ v 16a (W1 +72), = % ( )

kde bylo zavedeno oznaceni

16 179
ko= N : 2.17
3(191 —|-192) (&1 —|-T’2 ( )

a prinikové konstanty v, 15 jsou

41— vi) 41— v3)
/UQl - E1 ) 192 - E2 ) (218)

kde Ei, E5 jsou moduly pruznosti v tahu téles a 14,5 jsou jejich Poissonova ¢isla. Pribéh
razové sily v zavislosti na relativnim pfibliZeni je pro Hertztiv model ukdzan na obr. 2.7 vpravo.
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3. Teorie nehladkych systému

Jak jiz bylo zminéno v dvodni kapitole, existuji ¢etné fyzikdlni procesy, jeZ je moZno popsat
nehladkymi matematickymi modely. Napf. v oblasti matematického modelovani elektrickych
systému predstavuji nehladké prvky diodové soucastky, v mechanice pak jde o nejriiznéjsi typy
soustav od systému s razy po systémy se suchym tfenim. Tab. 3.1 ukazuje schématické fyzikalni
modely téchto soustav, jejich matematicky popis (bliZsi specifikace viz ddle) a nelinedrni funkci,
ktera vnasi do soustavy nehladkost.

| Fyzikalni model | Matematicky model | Nelinearita |

] Soustava s narazkou \
)

mi + kx = —f(x),
MW m AL f(f[)) _ { 0 T S 0 X

kyx x>0 [

] Soustava se suchym trenim

\f(X)

mi + kx = —f(2),

k " —u <0 X

W = f@) e (=pp) =0
" i>0 —
Soustava s razem
f(x)

mi +mg =mf(x),

x x>0, f(z)>0,zf(x) =0 X

Tabulka 3.1.: Pfiklady nehladkych systémd, jejich fyzikdlni a matematicky model a charakte-
ristickd nehladka funkce

Prvnim piikladem je podélné kmitajici hmotny bod, nardZejici do jednostranné elastické
nardzky. V tomto pripadé je nehladkou funkci pribéh tuhosti, jak ukazuje tab. 3, nebot’ v pfi-
padé pohybu bez kontaktu s nardzkou je sila v pruziné nardzky f(z) = 0 a v ptipadé pohybu
v kontaktu s nardZkou je sila v pruzin€ linedrn€ zdvisla na vychylce x. Dalsi schéma ukazuje
soustavu se tfenim, kde nehladkou funkci je zavislost sily ve frikénim Clenu na rychlosti. Ta je
soucasné typickou funkci vykazujici nespojitost Filipovova typu. Posledni zndzornény piiklad
prislusi modelu razu; télesa, dopadajiciho na tuhou podlozku, kde kontaktni sila je ve tvaru
Diracova pulsu.
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3.1 Diferencialni inkluze 21

3.1. Diferencialni inkluze

Tato kapitola shrnuje zdkladni poznatky z teorie diferencidlnich inkluzi s ohledem na matema-
tické modelovani mechanickych systémi. Podklady jsou Cerpany z praci [Leine 2004] a [Leine
2000]. Budou zde shrnuty zakladni vlastnosti stran jednoznacnosti existence feSeni.

Necht’ je ddn dynamicky systém popsany soustavou obycejnych diferenciédlnich rovnic
prvniho fadu' ve tvaru

w(t) = f(w(t)>t)’ (3.1)

kde x(t) € R" je stavovy vektor a f(a,t) je vektor pravych stran, o kterém pfedpoklddame, Ze
je linedrné omezeny, takze existuji (kladné) konstanty -y, c takové, Ze plati

| f (@, 0)]] <Allzl| +c Va,t. (3.2)

Jestlize vektorové pole dané vektorem f(x,t) je hladké, potom pro kazdé pocatecni podminky
existuje jednozna¢né feseni rovnice (3.1)%.

Véta (Existence a jednoznacnost ieSeni spojitého systému): Necht’ vektorové pole f(x,t)
Jje spojité a necht’ jsou ddany pocdtecni podminky ty € R, a ¢, € R™. Potom plati, Ze:

1. Existuje FeSeni soustavy (3.1) na otevieném intervalu (to — 6, tq+ ), 0 > 0, které spliiuje
pocdtecni podminku x(to) = x.

2. JestliZe navic je vektorové pole f(x,t) linedrné omezené podle (3.2), potom existuje Fe-
Seni na intervalu (—oo, 00), které spliiuje pocdtecni podminku x(ty) = x.

3. Jestlize navic je vektorové pole f(x,t) lokdlné Lipschitzovské v bodé x, existuje jedno-
znacné feseni (3.1) na intervalu (—oo, 00), které vyhovuje pocdtecni podmince x(ty) =
.

3.1.1. Filipovova teorie

V této podkapitole bude popsana Filipovova teorie, kterd zavadi zobecnéné fesSeni pro soustavy
s nespojitou pravou stranou, t€Z nazyvané reseni ve Filipovové smyslu.

Filipovova metoda bude pro predstavu ukdzdna na jednoduchém jednodimenziondlnim
pifpadg, ndsledné pak zobecnéna. Necht' je ddna diferencidlni rovnice [Leine 2004] ve tvaru®

3 pro z <0,
T=1-—2signz = 1 pro z=0, (3.3)
—1 pro z >0,

IP¥ipadnou soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic vy$iiho fadu Ize ekvivalentn& nahradit soustavou obycej-
nych diferencidlnich rovnic prvniho fadu o vys$§im poctu rovnic a prevést je tak na zminovany tvar (3.1).
2Pozadovan4 hladkost vektorového pole ale neni nutnou podminkou, viz [Leine 2004].

3U%{vdme funkce sign (.), kde definitoricky sign (0) = 0.
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3.1 Diferencialni inkluze 22

Resen{ této rovnice lze ziskat napf. metodou separace proménnych. Pro po&ite¢ni podminku
z(0) # 0 je

. 3gt+C, < 0,
(0={ %1 150 o
kde konstanty C, C, lze uréit z po&ate¢nich podminek. ReSenf pro riizné pocatecni podminky
ukazuje obr. 3.1 vpravo. Je zfejmé, Ze pro kazdou pocateCni podminku dosdhne feSeni piimky

0.5

(@) (b) (©

sign(x)
o
Sign(x)
o
X
o

-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1 0 0.05 0.1
X X t

Obrazek 3.1.: Funkce sign (), Sign () a feSeni dlohy (3.3) pro rtizné pocate¢ni podminky

x = 0. Poté uzZ tuto piimku neopusti, protoZze pro x < 0 je £+ > 0 a naopak pro x > 0 je
& < 0. ReSen{ tedy zlstdva na z = 0 a odtud i (¢) = 0. Refeni x(t) = 0, #(t) = 0 nenf feSenim
v klasickém smyslu, nebot’ 1 — sign (0) # 0. Myslenka Filipovova feSeni spo¢iva v nahra-
zeni diferencidlni rovnice diferencidlni inkluzi. V ptipadé uvedeného piikladu (3.3) pfevedeme
rovnici do tvaru

x(t) € 1 — 2Sign (), (3.5)

kde byla zavedena funkce Sign () (viz obr. 3.1) jako*

{-1} =<0,
Sign(z) = { (-1,1) =0, (3.6)
{1} x>0,

kde symbolem {.} jsou oznaeny mnoZiny konstant a symbolem (., .) interval hodnot. S touto
roz§itenou definici je feSeni x(t) = 0 jednoznacnym feSenim (v dopfedném Casovém vyvoji).

“Funkci Sign (.) lze zavést téZ pomoci tzv. subdiferencidlu 9(.) (viz [Leine 2004]) jako Sign (z) = 9|z, kde |.|
znadi absolutni hodnotu.
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3.1 Diferencialni inkluze 23

Poznamka: Fyzikalni pfedstavu odpovidajici vyse uvedenému piikladu si 1ze udélat pfi uvazovani po-
hybu tuhého télesa o hmotnosti m, posouvajiciho se pisobenim vlastni tthy v homogennim gravitacnim
poli o gravitatnim zrychleni g po naklonéné roving svirajici s horizontédlou thel o, kde soucinitel tfeni
mezi télesem a naklonénou rovinou jest y. Je-1i v rychlost tohoto télesa, je matematicky model pohybu
télesa

mu = mgsina — umg cos asign v. 3.7

Tato rovnice je analogickd zkoumané rovnici (3.3). Je zfejmé, Ze pokud dojde k zastaveni télesa, v = 0,
které se dale nepohybuje, v = 0, feSeni neexistuje, nebot’ po dosazeni do matematického modelu

vevs

(3.7) je 0 = mgsina — pmgsign0 = mgsin a, coz plati pouze pro sin o = 0. Podrobnéjsi vyklad
viz [Stewart 2000].

Analogicky s timto jednorozmérnym pfipadem lze postupovat v pripadé vicerozmérném.
V dal$im se omezime na takové systémy, u nichZ funkce pravych stran je nespojitd v konecném
poctu nadploch prostoru R™. Necht’ & € R" je stavovy vektor a prostor R" je rozdélen na dva
podprostory V_ a V. nadplochou (tzv. pfepinaci hranici) ¥ tak, ze V_ U X U V. = R". Tyto
prostory jsou definovany jako

V_={x e R"|h(x) <0},
V. = {x € R" | h(z) > 0}, (3.8)
Y. ={x e R"|h(x) =0},

kde h(x) je skaldrni funkce pFepinaci hranice 3. definovand jako
h(x) =0&x € X. (3.9)

Prepinaci hranice X je uvazovéna jako spojitd, ale mize byt nehladkd. Pro normélu n(x) v pii-
padé€ hladké funkce h(x) plati

n(x) = Vh(x), (3.10)
resp. v piipadé nehladké funkce h(x)
n(x) = oh(x), (3.11)

kde O(.) zna&{ subdiferencidl® a pfedpokldddme Oh(x) omezené a 0 ¢ Oh(x).

Za pouziti vySe uvedené terminologie l1ze formulovat (3.1) ve tvaru n-rozmérného neline-
arniho systému Filipovova typu, a ten ndsledné prevést do tvaru diferencidlni inkluze, jak bylo
naznaceno v jednorozmérném piipade. Prislusna diferencidlni rovnice ma tvar

@(t) = { igggg v §5+ 2(0) = . (3.12)

Prava strana je nespojitd, hladkd v prostorech V_ a V., a nehladkd na >. Rovnice (3.12) nepo-
pisuje piipad, kdy = € X. Filipovova konvexni metoda pievadi tuto soustavu na diferencidlni

5Viz [Leine 2004].
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3.2 Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi 24

inkluzi ve tvaru

F-(z(t),1) reV.,
£(t) € 4 S{f-(@(t).0), F(@(t).1) we (.13
Fi(z(t),1) x eV,

kde operator ¢o{.} znali uzavieny konvexni obal definovany jako

col{f- f+}={01—-af- +af+.Vg€ (0, 1)}. (3.14)

Véta (Existence reSeni diferencialni inkluze): Necht’ F' je funkce s mnoZinovymi hodnotami.
Predpoklddejme F' shora polospojitou takovou, Ze F(x,t) je uzaviend, konvexni a omezend pro
kazdé t € R a pro kazdé x € R". Potom pro kaZdou pocdtecni podminku x existuje 7 > 0 a
absolutné spojitd funkce x(t) definovand na intervalu (0, ), kterd je FeSenim pocdtecni iilohy

{ z € F(x(t),t),

x(0) = xo.

Poznamka (Shora polospojita funkce): Funkce F'(x) s mnoZinovymi hodnotami je polospo-
jitd shora v bodé x, jestlize

lim ( sup inf ||a—b||> —0

T=Y \ acF(y) beF(x)

Véta (Reseni ve Filipovové smyslu): Absolutné spojitd funkce &(t) : (0,7) — R" je FeSenim
tlohy (t) = f(x,t) ve Filipovové smyslu pro vSechna t € (0, 1), jestliZe plati

x(t) € F(x,1),
kde F(x,t) je uzavieny konvexni obal vSech limit f(x,t)

F(x,t) = m{y € R"|y = lim f(x,1),& € R"\ 2}
r—x

3.2. Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi

Hladkou mechanickou soustavu s n stupni volnosti 1ze popsat matematickym modelem ve tvaru

M(q,t)G — h(q,q,t) =0, (3.15)

kde M € R™" je symetrickd pozitivné definitni matice hmotnosti, vektor g(¢) € R™ je vektor
zobecnénych soufadnic a vektor h(q, g, t) obsahuje hladké funkce. Napf. u linedrniho modelu

Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) = f(t) & M{(t) + Bq(t) + Kq(t) - f(t) =0, (3.16)

J

-~~~
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3.2 Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi 25

je zfejmé h(q,q,t) = —Bq(t) — Kq(t) + f(t). Jestlize budou navic v systému piitomny
nehladké funkce jako suché tfeni ¢i narazky, pribudou do modelu (3.15) kontaktni sily. Ty jsou
v rdamci modelu rozloZeny do sméru teCny a normaly k povrchim téles v kontaktnim bodé¢.
Model tak 1ze pii uvazovani celkového pocétu n, kontaktnich bodi a pfi uvazovani ¢ = u € R"
zapsat ve tvaru

kde Ay € R™ je vektor normalovych kontaktnich sil, Ay € R™ je vektor tecnych kontakt-
nich sil a Wy € R™" W € R™" jsou matice, jejichZ sloupce uddvaji smér normdalovych
a te¢nych kontaktnich sil. Pro zminéné vektory kontaktnich sil plati

)\N1 )\T1
AN = : , A = : ; (3.18)

AN, ATy,
a pro matice sméru kontaktnich sil
Wy=[wy| ... |wy, ], Wr=[wn| ... |wg, |, (3.19)
kde vektory wy;,, wr,, tvofici matice Wy, Wr jsou
wr, € R", wy, €eR", i=1...n, (3.20)
a predstavuji sméry v n-rozmérném prostoru zobecnénych soufadnic. Napf. ¢-té normalové kon-

taktni sile (tj. normalové kontaktn{ sile ptisobici v i-tém kontaktnim bod¢) pfislusi vektor wy;,.

3.2.1. Konstitutivni vztahy

K obecnému modelu nehladkych mechanickych soustav (3.17) je potieba doplnit piislusné kon-
stitutivni vztahy. Ve sméru normdlovém jde o tzv. Singnoriniiv zdkon, ve sméru tecném pak
o Coulombiiv zdkon suchého tieni.

Signorinitv zakon

Necht’ jsou ddna dvé konvexni tuhd télesa, jejichz normdlova kontaktni vzdalenost je gy, viz
obr. 3.3. ProtoZe tuh4 télesa se nemohou pii kontaktu navzdjem deformovat a nedojde k jejich
proniknuti, je vZdy gy > 0. JestliZe nastane pfipad, kdy gy = 0, doSlo ke kontaktu mezi télesy,
¢imzZ je generovdna kontaktni sila Ay > 0. Jestlize dojde opét k odpoutdni, gy > 0, normalova
sila Ay plisobici mezi télesy je Ay = 0. Tento vztah lze zapsat ve tvaru

gn >0, AN >0, gnAnv=0, (3.21)

kde tfeti €len zarucuje, Ze alespoii jedna z veli€in g, Ay bude vZdy nulova. Vztah (3.21) pred-
stavuje podminky komplementarity mezi t€émito veli¢inami. Smér zobecnéné sily Ay je dan
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3.2 Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi 26

vektorem

o <89N > g n
wy = | 5 c R", (3.22)
dq

kde g je vektor zobecnénych soufadnic. Normdlova sila mize byt vyjadiena rovnéZ pomoci
nehladkého potencidlu - viz [Leine 2004]. Zavislost normélové sily na relativnim pribliZeni
téles ukazuje obr. 3.2 vlevo.

Ay AN

MAN

-MAy

Obrazek 3.2.: Pribéhy normalové a tecné kontaktni sily

Coulombuv zakon suchého treni

Podobnym zpiisobem jako u normdlovych kontaktnich sil 1ze formulovat konstitutivni vztah
pomoci Signoriniova zakona, lze teCné kontaktni sily formulovat pomoci Coulombova zdkona.
Jsou opét uvazovana dvé konvexni, dokonale tuhd télesa, mezi nimiz plati v kontaktnim bodé
Coulombiv zdkon. Relativni rychlost téchto dvou téles v tecném sméru je 7 a koeficient tfeni

je p.

IN

Obrazek 3.3.: Kontaktni vzdalenost gy téles (vlevo) a te¢né sily Ay a normalové sily Ay pfi
kontaktu

Pro normdlovou vzdélenost gy = 0 (viz obr. 3.3 vpravo) dojde ke kontaktu. Pokud je
relativni rychlost v te€ném sméru v, = 0, potom se télesa po sobé odvaluji bez prokluzu a te¢na
kontaktni sila Ay € (—puAy, pAy). Pokud je v # 0, potom dochdzi k prokluzu v pfislusném
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3.2 Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi 27

sméru. Odtud 1ze psat Coulombtiv zakon ve tvaru diferencidlni inkluze

—HAN yr > 0,
AT € § (—pAN, pAN) 7 =0, (3.23)
HAN yr < 0.

Smér zobecnénych kontaktnich sil je dan analogicky k (3.22) jako

o <87T)T n
wr = | — € R", (3.24)
ou

kde u = q jsou zobecnéné rychlosti. Zavislost te¢né sily na relativni rychlosti téles ukazuje
obr. 3.2 vpravo.

3.2.2. Modelové priklady nehladkych soustav

V této kapitole budou uvedeny jednoduché priklady soustav s nehladkymi funkcemi se zamé-
fenim na formulaci matematického modelu na zakladé vySe uvedené teorie. Bude ukdzan jak
piiklad soustavy s rdzy, tak piiklad soustavy se suchym tfenim.

Podélné kmitajici soustava s jednostrannou narazkou

Je uvazovan harmonicky buzeny hmotny bod m na zdvésu tuhosti k£ s proporciondlnim tlume-
nim b, nardzejici pfi svém pohybu do jednostranné pruzné viskézni, resp. pruzné-frikéni, na-
razky podle obr. 3.4 vlevo. Nardzka je charakterizovdna konstantami k; a b, resp. p. Vychylka

y<—— X<— X
Esl L y
ks <— Im b m
—oJV\/\/\,-o— f sinwt =] @ @
—_— Vdr

Obrazek 3.4.: Modelové piiklady nehladkych soustav - podélné kmitajici soustava s jednostran-
nou nardzkou a hmotny bod na nekone¢ném pésu

x prislusi vychylce hmotného bodu, y je vychylka (nehmotné) pruzné nardzky a J definuje vili
mezi hmotnym bodem a nardzkou. Pro pohyb hmotného bodu bez kontaktu s nardzkou plati
pohybova rovnice

mi(t) + bi(t) + ka(t) = fsinwt, (3.25)

zatimco pfi pohybu systému v kontaktu s nardzkou pribyvaji cleny pfisluSejici pruzné viskdzni
nardzce

mi(t) + bi(t) + kx(t) + ksy + F, = fsinwt, (3.26)
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3.2 Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi 28

kde

(3.27)

o bsy pro viskézni (Rayleighovo) tfeni,
"7 1 —Nusigny pro suché (Coulombovo) tient.

Délsi odvozeni bude provedeno jen pro visk6zni tlumeni. Hmotny bod pifejde do kontaktu s na-
razkou, jestlize plati x = 0, a kontakt se ztrici, jestlize nardzka neptendsi zZaddnou silu, tj.
fe = ksx + bst = 0. Tyto dvé podminky definuji funkce piepinaci hranice ve tvaru

ho(x) =2, hg(x) = ks + bk (3.28)

Stavovy vektor necht’ je x = [z, :i:}T. V souladu s vySe uvedenou teorii 1ze tedy zavést podpro-
story V_ a V, tak, Ze pro x € V_ neni hmotny bod v kontaktu s nardZkou, a naopak prox € V.,
je hmotny bod v kontaktu s nardzkou. Plati tedy

V. ={x eR*:h, <0Vhg <0},

V,={xeR*:hy,>0Ahsg>0}. (3.29)

Pohybovou rovnici ve stavovém prostoru dostdvame ve tvaru

R

kde jednotlivé funkce v (3.30) maji tvar

f-(t,z) = |:_k: !

gt m:v+msu‘1wt

filt,@) = { P }

—L(k+k)r—L(b+b)i+ Lsinwt

(3.31)

Vysledky numerické simulace pohybu této soustavy ukazuje obr. 3.5 jak pro viskézni tlument,

(a) (b) (c) (d)
0 5 0 5
~05 ~0.5
— 0 = 0
> - x -
> >
15 15
5 f -5
-2 U -2 U
0 5 2 0 0 5 2 0
t[s] x [m] t[s] x [m]

Obrizek 3.5.: Casové priibéhy a fazové trajektorie soustavy s nardzkami pii viskéznim tlumeni
(a), (b) a pfi frikénim tlumenti (c), (d)
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3.2 Mechanické systémy s nehladkymi funkcemi 29

tak pro frik¢ni tlumeni. Parametry simulace jsou hmotnost m = 50 kg, tlumeni b = 5 Ns/m,
tuhost k¥ = 500 N/m, amplituda buzeni f = 100 N, tuhost nardzky k, = 5 - 10° N/m, tlumen{
narazky b, = b, gravitaéni zrychleni g = 10 m/s* a u = 0, 4.

Soustava s Coulombovym tienim

Dalsim piikladem z tfidy nehladkych soustav budiz podélné kmitajici hmotny bod m na pruz-
ném zavésu o tuhosti k, ktery je zaroven unaSen nekone¢nym pédsem posouvajicim se rychlosti
vgqr podle obr. 3.4 vpravo. Jde o typicky pripad soustavy, ve které dochdzi k samobuzenému
kmiténi. Tteni je modelovano pomoci zdvislosti

fhs

Fr(veg) = —p(Vpe) Fiy sign vy, kde pu(vpg) = ———, 3.32
7 (Vret) 1(Vrer) Fiv sign vy (1 (Vrer) T 3lonel] (3.32)

kde v, je relativni rychlost hmotného bodu vzhledem k pohybu pasu, dand jako
Upel = T — Vdr, (333)

a kde u, je (staticky) koeficient tfeni, Iy = mg je normélova sila a J je parametr tfeci charakte-
ristiky. Zavislost tfeci charakteristiky na rizné volbé parametru ¢ ukazuje obr. 3.6 vlevo a zménu
treci charakteristiky v zavislosti na zméné pi, obr. 3.6 uprostred. Opét zavedeme stavovy vektor

F1(v,,) pro ruzna 8 Fr(V,g) Pro ruzna Aprox. arctan
1
b S I 1 6 //l | /A
7 - ad N /""'-‘
o5 S N 5=2 n=04 !
ST S ——-5=3
o -
= =
- 0 =
w [
~0.5 e
7
l':
1 /
1 05 0 05 1
v [m/s]
rel

Obrazek 3.6.: Zavislost tfeci charakteristiky F'r = Frr(v,¢) na parametru § (a), zména charak-
teristiky pfi riznych hodnotach p, (b) a aproximace tfeci charakteristiky funkci
arcustangens (kvalitativné)

ve tvaru « = [z, 2|7 a definujeme funkci h(x) jako
h(2) = Vet (3.34)

Tato funkce bude anulovana v pripad¢€, kdy relativni rychlost hmotného bodu viéi pasu bude
vyt = 0, tedy kdyZ hmotny bod bude na pasu tzv. ulpivat. Cely systém lze matematicky spopsat
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diferenciélni inkluzi ve vySe uvedeném tvaru (3.13) jako

J-(z(1)) xcV_,
&(t) € § cof{f-(x(1)), f(x()} =eX, (3.35)
Ji(z(t) x eV,

kde jednotlivé podprostory jsou zde definovany jako

V_={x e R" | h(x) <0},
Y = {z € R" | h(z) = 0}, (3.36)
Vi ={x € R" | h(x) > 0},

a pro vektory pravych stran diferencidlni inkluze (3.35) plati

T
f—(m):[ LB ]
_;lx + ;Z (1+6|Urcl|)

. (3.37)
Fi(t,z) = { k o }

T T @)
Reseni takovéto soustavy lze provést pomoci vybranych numerickych piistupt (viz nasledujici
kap. 3.3). Napf. po nahrazeni tieci charakteristiky funkci arcustangens® podle obr. 3.6 vpravo
lze provést vypocet pomoci standardniho feSi¢e obycejnych diferencidlnich rovnic. Vysledek

0.2 S

x [m]
X' [m/s]

0 5 10 15 20 25 -05 0 0.5 1
t[s] x [m]

Obréazek 3.7.: Vysledky numerické simulace pohybu soustavy s Coulombovym tfenim - ¢asovy
pribéh (vlevo) a fazova trajektorie (vpravo)

numerické simulace pro konkrétni pocateCni podminky ukazuje obr. 3.7. Parametry soustavy
jsou hmotnost m = 1 kg, tuhost zdvésu k£ = 1 N/m, rychlost posouvani pasu vg. = 0,2 m/s,
parametr tienf y, = 0, 1, parametr 6 = 3 s/m, F, = 1 N a gravita¢n{ zrychleni g = 10m/s%.

6 Aproximace nehladké funkce funkci hladkou bude diskutovano v kap. 3.3.1.
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3.3. Numerickeé pristupy k reseni nehladkych systému

Ve,

V oblasti numerickych simulaci hladkych systémi existuje mnozstvi nejriiznéjsich fesicu, s je-
jichZ pomoci lze fesit diferencidlni rovnice (napf. reSice typu ode v MATLABu, implementu-
jici Rungeovu-Kuttovu metodu). V piipadé nehladkych systémi obecné nelze vyuzivat téchto
resicl, nebot’ v oblasti nehladkého prechodu mezi vektorovymi poli miZe feSeni zacit alterno-
vat a pfi ndsledném zjemnovani kroku (u metod s adaptivnim krokem) se vypocet vyznamné
zpomaluje, ¢i piimo kolabuje [Leine 2004]. Je tedy nutné hledat numerickd schémata, ktera po-
dobnym problémiim pfi integraci pohybovych rovnic predchazeji, ¢i vhodné upravit fesic¢e pro
hladké systémy. V této kapitole budou déle popsdny dva zdkladni numerické ptistupy pro feseni
nehladkych systémi — metoda zhlad¢eni nehladkych funkci a metoda pfepindni — a bude zde
rovnéZ ukazan priklad numerické realizace téchto piistupt v prostiedi MATLAB. Kromé zmi-
novanych dvou zakladnich pristupt 1ze nalézt v literatufe dalsi specidlni metody feSeni nehlad-
kych systému, kterymi jsou napf. metoda fizeni integrace udalostmi (event-driven integration
method) ¢i metody Casové diskretizace (time stepping method). Tyto metody jsou blize disku-
tovany napt. v [Leine 2004], [Leine 2000].

3.3.1. Metoda zhladceni nehladké funkce

Zakladni metodou pro feSeni nehladkych systémil je metoda zhlad¢eni nehladkého vektorového
pole systému (smoothing method). Necht' je uvazovana diferencidlni inkluze ve tvaru (3.13)

f-(2(1),1) reV,
(t) € CO{f—( (),1), fr(z(t), )} =X, | (3.38)
fi(x(t),1) x eV,

kde jednotvlivé prostory V_, V., . jsou definovany v (3.8) jako

V_={x e R" | h(x) <0},
V, = {z € R" | h(z) > 0}, (3.39)
Y ={x e R" | h(x) = 0}.

Pravd strana diferencidlni inkluze (3.38) je obvykle ve tvaru znaménkové funkce sign(.) ¢i
Heavisideovy funkce. Obé tyto funkce lze aproximovat vhodné upravenou funkci arcustangens.
Napt. pro aproximaci funkce signum Ize psat

2
sign(z) ~ —arctan (ex), kdee > 1. (3.40)
T

Pro aproximaci Heavisideovy funkce H (.) 1ze uzit vhodné transformace funkce signum jako

H(z) == (1+signx), (3.41)

l\')l»—t
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coZ po dosazeni z (3.40) 1ze zapsat jako

1 2 1 1
H(z) =~ 3 (1 +— arctan (ex)) =g+ arctan (ex). (3.42)

Diferencidlni inkluzi (3.38) 1ze touto aproximaci pfevést na soustavu diferencidlnich rovnic

T = % [f+ +fo+ %arctan (eh(x))(fr — f)} : (3.43)

kde h = h(x) je funkce pfepinaci hranice a f_, f, jsou vektory pravych stran diferencidlni
inkluze (3.38).

Takto provedend aproximace nehladkého vektorového pole hladkym polem obvykle po-
skytuje dobrou aproximaci feSeni pro velké hodnoty parametru . Pfesto se v nékterych pftipa-
dech mohou pfi uziti metody zhlad€ovani objevit problémy s integraci - viz [Leine 2004].

Priklad numerické realizace metody zhladcovani

Napft. necht’ je uvazovéana podélné kmitajici

soustava s jednim stupném volnosti. Hmotny =3
bod m volné kmitd na zaveésu o tuhosti £ a k,b ;
tlumeni b proti pruzné nardZzce o tuhosti k, m —qﬁ)
(viz obr. 3.8). Vychylku hmotného bodu ¢

kétujeme z vychozi polohy, kdy vile mezi s
hmotnym bodem a nardzkou je ¢. Definujeme
funkci ptepinaci hranice h(q(t)) = q(t) — 0 a
dostdvame matematicky model ve tvaru

Obrézek 3.8.: PodéIné kmitajici soustava s jed-
nim stupném volnosti s nardzkou

mi(t) +b4(t) + fe(q)q(t) =0 (3.44)
kde nelinedrni funkce fy(q) zahrnuje tuhost zavésu k a tuhost nardzky a je ddna jako

[k pro h(q) <0,

Pro aplikaci metody zhlad¢eni 1ze nahradit silné nelinedrni zavislost fi(q) slabé nelinedrnim
vyrazem

1 1
frlq) =k +k,H (h(q)) =k + k, (5 + - arctan (eh(q))> . oe>1, (3.46)
a matematicky model (3.47) tak prechazi do tvaru

mdq(t) + bg(t) + {k +k, (% + = arctan (5h(q))>} qt) =0, e>1, (3.47)

T
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ktery 1ze po vhodném prepsani na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fddu fesit pomoci

standardnich ODE feSic¢i. Podobné by bylo mozné posutupovat v piipadé n-rozmérném.
Konkrétni realizace v prostfedi MATLAB pro danou soustavu je ukdzana v priloze A.1.

Vypocet je realizovdn pomoci Rungeovy-Kuttovy metody Ctvrtého fadu s absolutni piesnosti
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Obréazek 3.9.: Srovnani metody zhladCeni a metody piepindni na piikladu volné podélné kmita-
jiciho oscilatoru s nardzkou - ¢asovy prubéh, fazova trajektorie a rozdil ¢asovych
prubéht

10~® a pro hodnotu parametru ¢ = 10!, Zbylé parametry jsou uvedeny v kédu ve zmin&né
priloze. Vysledky numerické integrace pohybovych rovnic ukazuje obr. 3.9.

3.3.2. Metoda prepinani modelu

Dalsi moZnosti, jak provadét numerické feSeni nehladkych soustav, je pouZziti metody prepindni
modelt (switch model, t€Z switch method). Formulace tohoto numerického schématu byla mo-
tivovana nékterymi modely, pro které selhdvala vysSe uvedend metoda zhladovéni, zejm. pak
v pripadé modell se suchym tfenim, kde se projevuje efekt ulpivani.

Tento pfistup je podrobnéji dokumentovén v praci [Leine 2004] na prikladu Karnoppova
modelu. Princip metody je zde takovy, Ze je zvolen uzky pds okolo funkce pfepinaci hranice
a stavovy prostor je rozdélen opét na nékolik hladkych podprostorti. Lze uvazit moznost ulpi-
vani (v pfipad€ soustav se tienim) a rizné stavy hladkého pohybu. V kazdém kroku integrace
je kontrolovéano, v jakém podprostoru stavového prostoru se soustava aktudlné nachézi a s ohle-
dem na vysledek tohoto rozhodovani je v integraci aplikovéano prislusné vektorové pole. Tento
ptistup odstrafiuje problémy vySe uvedené metody zhlad¢eni nehladké funkce. Na druhou stranu
s sebou nese nékteré nevyhody. Zejména jde o nutnost oSetfit v kodu numerické implementace
zv1ast’ pohyb soustavy ve vSech moZnych podprostorech stavového prostoru, a tedy vzristajici
komplikovanost logické struktury kédu pfi vétsim mnozstvi kontaktnich podminek.
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Priklad numerickeé realizace metody prepinani modelt

Priklad numerické realizace metody prepindni modeli na stejném piikladu, ktery byl ukdzan
u metody zhlad€eni, je uveden v piiloze A.2. Vysledky téhoz ptikladu vypoctené pristupem pie-
pinani modelt jsou ukazany na obr. 3.9, kde je rovnéz zobrazen rozdil mezi metodou zhlad¢eni
a metodou prepinani pro tento konkrétni pripad. Je ziejmé, Ze k nejveétsim rozdiliim dochdzi po
pruchodu funkci prepinaci hranice, zatimco pfi pohybu v ramci jednoho hladkého vektorového
pole jsou rozdily mezi obéma metodami malé.
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4. Aplikace: Modely vybranych
mechanickych soustav s razy

V této kapitole budou vySe uvedené teoretické poznatky aplikovany na vybranych mechanic-
kych soustavach. Bude ukdzdna formulace a zplisob sestaveni matematického modelu téchto
soustav, a to jak pro zafizeni, ve kterych jsou rdzy nezadouci, tak pro zafizeni, kterd rdzovych
jevu aktivné uzivaji. Jako piiklad soustavy s nezddoucim vyskytem razi bude uveden model
jednostupnové prevodovky s uvazovanim moznosti odlehnuti zubového zabéru, a tedy s poten-
cidlni pfitomnosti razi v ozubeni. V tomto pripadé bude nejprve uvazovan velmi zjednoduseny
model pfevodovky ve formé torzn€ kmitajici soustavy se Ctyfmi stupni volnosti, na némz bude
ukdzdna metodika modelovani podobnych soustav, ddle pak bude ukdzana aplikace na tzv. tes-
tovaci prevodovku, jez bude modelovdana komplexnim zpisobem pomoci metody konec¢nych
prvki. Jako priklad aplikace, kterd principidlné€ vyuziva ke své Cinnosti pfitomnosti razi, bude
uveden matematicky model vibrolisu na zhutnéni betonové smési. Pomoci vySe uvedenych nu-
merickych pristupti budou provedeny simulace pohybu silné nelinedrnich soustav s ohledem na
numerické feSeni v asové oblasti a ndslednou analyzu ustdlené odezvy na typickd buzeni. V pfi-
padé modeli prevodového ustroji bude formou bifurkacnich diagramt ukazan vliv parametra
na kvalitu pohybu systému.

4.1. Zjednoduseny torzni model jednostupnové
prevodovky s razy v ozubeni

V této kapitole bude vytvoren zjednoduSeny matematicky model torzniho kmitani jednostup-
nové prevodovky, u niZ bude uvazovana moznost ztraty silového zabéru. V takovém pripadée
mohou nastat tii odliSné stavy v mist€ zabéru ozubenych kol [Byrtus 2002]. Jednak jde o stav,
kdy dochazi ke stalému styku pracovnich bokt zubti. V tomto piipadé miiZze byt zubova vazba
uvazovana jako (visko-)elastickd. Dojde-li vSak ke ztraté silového zabéru, miZe dojit k pohybu
v rdmci bocni vile v ozubeni a elastickd vazba mezi ozubenymi koly se timto ztraci. Bo¢ni
vile v ozubeni je ddna vyrobnimi nepfesnostmi. Posledni mozny piipad je ddn moZnosti styku
nepracovnich boku zubi.

V ozubenych prevodech je kromé vnéjsiho buzeni (hnaci, zat€Zny moment ap.) pfitomno
téZ vnitini buzeni, generované v zabéru ozubenych kol [HajZzman et al. 2004]. Toto buzeni
je dasledkem vyrobnich uchylek a vyskové modifikace ozubeni a je ddno tzv. kinematickou
tichylkou ozubeni.

V prvnim pfibliZeni je pro ovéreni metodiky modelovéni soustavy uvazovana prevodovka
ve zjednoduSené formé podle obr. 4.1. Jde o soustavu se dv€ma subsystémy, jeZ jsou navzai-
jem vazany nelinedrni zubovou vazbou. Momenty setrvacnosti diskl na vstupu a vystupu jsou
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Obrazek 4.1.: Model zjednodusené dvoustupniové prevodovky a schéma bocni viile v ozubeni

I, I, a momenty setrvacnosti spoluzabirajicih ozubenych kol jsou /5, I5. Torzni tuhosti hiideld
jsou ki, ko podle obr. 4.1 a poloméry pastorku a kola jsou 7, = 79, 1, = 3. U jednotlivych
hiidell je uvaZovano materidlové (proporciondlni) tlumeni by, b,. Na kotouce [, I, na vstupu
a vystupu jsou redukovany rotujici hmoty hnaci a hnané ¢asti, jez jsou velké oproti momentim
setrvacnosti kol I, I3. Mezi ozubenymi koly je uvaZovana kinematicka ichylka ozubeni A(t)
a je predpokladana moZnost odlehnuti zubii. Kontakt ozubenych kol je reprezentovan kontaktni
tuhosti k, na zabérové piimce.
Za predpokladu prizmatickych hiideld 1ze torzni tuhost ¢-tého hiidele vyjadrit jako

GiJp,

]{Zi —
Li

, =12, 4.1
kde G; je modul pruznosti ve smyku, J,, je polarni moment setrvacnosti a /; je délka i-t€ho hii-
dele. Uvazujeme-li hiidel mezikruhového prifezu, je polarni moment setrvacnosti i-té¢ho hiidele

™

in:3_2<

D} —dj), 4.2)
kde D; je vnéjsi primér a d; je vnitini primér ¢-tého hiidele. Pfi uvaZovani odstupiiovaného
hiidele lze podle (4.1) vyjadfit torzni tuhost jednoho stupné hiidele. Celkova poddajnost hii-
dele potom odpovida souctu poddajnosti jednotlivych stupnti a z definice poddajnosti jakozZto
reciproké hodnoty tuhosti 1ze vyjadrit tuhost celého hiidele. Ma-li i-ty hiidel .S; stupid, plati
pro jeho poddajnost

1 _ il _ i d i=1,2 (4.3)
k)i = hi - = Gin i’ T .

i

kde (kil) _je poddajnost [-tého stupné i-tého hfidele, /; je jeho délka, G; modul pruznosti ve

smyku a J,, jeho polarni moment setrvaCnosti.

Vektor zobecnénych soufadnic je ¢ = [g;]7 = [pi]T,i = 1...4, kde zobecnéné sou-
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Obréazek 4.2.: Nelinearni charakteristika sily na zdbérové primce (a), jeji aproximace funkci
arcustangens podle (3.42) pro riizné hodnoty argumentu ¢ (b) a detail aproximace
v okoli nehladkosti (c)

fadnice odpovidaji natoceni jednotlivych kol ve smyslu otdceni (superponovanému na natoceni
od jmenovité rotace). Ve vychozi poloze, ze které jsou kétovany jednotlivé torzni vychylky, je
mezi zuby vymezena na zabérové piimce boc¢ni vile v ozubeni p - charakteristika sily prena-
Sené ozubenim je ukdzana na obr. 4.2 vlevo. Deformace ozubeni na zdb&rové pfimce! je ddna
ve tvaru

d. = rops — r3p3 + A(l). (4.4)
Funkce pfepinaci hranice h;(q) budou v tomto ptipadé dvé, tj. i = 1,2, a plati

hi(q) =d., hs(q)=d,+ p. 4.5)
Nelinedrni matematicky model 1ze potom formulovat ve standardnim maticovém tvaru

Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) = f1(t) + fe(t) + fn(q(t)), (4.6)
kde M, B, K jsou matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti ve tvaru

kv —ki O 0

-k Kk 0 0
0 0 ky —ko |’ 4.7)
0 0 _kQ kg

M =diag{;}, i=1,...4, K=

B=aK, acR*.

Na pravé strané rovnice (4.6) jsou vektor vnitintho buzeni od kinematické uchylky ozubeni
f1(t), vektor vnéjsich budicich sil fz(t) a vektor nelinedrnich sil fy(q), které jsou definované

1Jako deformace ozubeni bude déle oznadoviana relativni vzddlenost zabérovych bodi na zdbérové pifmce.

37



4.1 ZjednodusSeny torzni model jednostupnové prevodovky s razy v ozubeni 38

jako
0 0
f=-ka@ | T g er, f=| @3)
k kan
0 0

Nelinearni funkce sily prfendsSené ozubenim f,, je ddna jako po Castech linedrni zavislost

k.., d, >0,
fn=21¢ 0, d, € (—pu,0), (4.9)
kz(dz - M)? dz < —H.

Kinematicka tichylka ozubeni A(t) je periodickou funkci ¢asu a miZe byt aproximovéana Fou-
rierovou fadou ve tvaru

K
A(t) =) (A coskw,t + A} sin kw,t) (4.10)
k=1

kde AY, A7 jsou koeficienty Fourierovy fady a w, je zubova frekvence, pro kterou plati w, =
z1w1, kde 27 je pocet zubii kola 1.

V daldim bude uvazovén stavovy vektor u, definovany jako u’ = [q7, ¢”]. Potom lze
libovolny matematicky model kmitajici diskrétni mechanické soustavy ve tvaru (4.6) prevést do
stavového prostoru a prevést tak soustavu n diferencidlnich rovnic druhého faddu na soustavu 2n
diferencidlnich rovnic prvniho fadu ve tvaru [Zeman & Hlavac, 2004]

u=Au+ F(t,q), (4.11)

kde u je stavovy vektor, A je systémova matice a F' je vektor buzeni ve stavovém prostoru,
které jsou dany jako

0 —E 0
u:[g}, A:_[M—lK M_IB}, F:{M_lf]. (4.12)

Nyni Ize formulovat podprostory V_, V. stavového prostoru jako takové prostory, které jsou od
sebe oddéleny prepinaci hranici. Pro pohyb bez kontaktu mezi télesy je w € V_ a pro pohyb
v kontaktu je w € V., kde pro V_, V, plati

V_ ={ueR®: hi(u) <0Ahy(u) >0},

Vi ={u€R*:h(u) >0V hy(u) <0} (4.13)

Odtud plyne pohybova rovnice ve stavovém prostoru

a(t) = ft,u) = { ;;gz; ZEE; , (4.14)
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kde

£ (tu(t) = Au(t) + F_(t,q),
Pt ult) - Ault) + P (1.q) @.15)

Funkce F, (t,q), F_(t,q) charakterizuji rozdilnou topologickou strukuturu soustavy pfi po-
hybu v ramci vile (bez vazby mezi ozubenymi Koly) a pii pohybu v kontaktu mezi ozubenymi
koly. Na takto formulovanou soustavu jiz lze pouZit vyse uvedenych numerickych piistupd pro
feSeni nehladkych systémi.

4.1.1. Vysledky numerickych simulaci pohybu

Numerické simulace pohybu byly provedeny pro hodnoty parametri uvedené v piiloze A.3. Byl
uvazovan konstantni hnaci moment M}, a zatéZzny moment M, = — M, takze vektor vnéjSich
budicich sil f;(t) definovany obecné v (4.8) nabyva tvaru

M, M, 1
0 0 0
M, —M,, —1

U buzeni od kinematické tchylky ozubeni je uvaZovan pouze prvni sinovy &len, tedy A7 =
5:10°m, A =AY =0m,i=1...K,j=2...K,K e N.

Pro sledovani nelinedrnich jevi je icelné zobrazit bifurkacni diagram, viz obr. 4.3, v némZz
jsou vyneseny extrémy deformaci ozubeni d, v zdvislosti na rychlosti otd¢eni hnaciho htidele.

viii

extrémy deformace ozubeni d, [m]

-10

(i) (ii)
_1 2 | |
1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000 2100 2200 2300 2400

rychlost hnaciho hfidele [ot/min]

Obrazek 4.3.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed€) a minima (Cerné) deformace v ozubeni d,
v zévislosti na rychlosti hnactho hfidele pro hnaci moment M;, = 100 Nm
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X 10_3 n = 1400 ot/min n = 1800 ot/min n = 1750 ot/min n = 2000 ot/min

d’ [m/s]
o
D

z

o

z
z
z

o

a

rychlost def. ozubeni d ’ [m/s]

rychlost def. ozubeni d’ [m/s]
o

rychlost def. ozubeni d’ [m/s]

rychlost def. ozubeni

1 2 3 -4 -2 0 -4 -2 0 -10 -5 0
def. ozubenid_[m] -6 def. ozubenid [m] -5 def. ozubenid_ [m] -5 def. ozubenid_[m] -5
27 x10 27 x10 27 x10 27 x10

Obrazek 4.4.: Pfiklady fazovych trajektorii pro rtizné oticky n pfi hnacim momentu M, =
100 Nm

V diagramu jsou Sed€ vynesena maxima a ¢erné minima deformace v ozubeni. Pomoci této cha-
rakteristiky lze sledovat kvalitativni zmény v deformaci ozubeni d,. Z bifurka¢niho diagramu
jsou ziejmé nasledujici jevy?:

e (i) pro n < 1480 ot/min je ¢asovy prubeh ustdlené odezvy periodicky a perioda odpovida
periodé buzeni.

e (ii) Nasledné, pro n € (1480, 1680) ot/min, dochazi ke kaskddovitému zdvojovani peri-
ody a prechodu k chaotickému pohybu v blizkosti horni meze tohoto intervalu.

e (iii) Pro interval n € (1680, 1880) ot/min se opét objevuje zdvojovani periody, tentokrat
vSak s vétsimi amplitudami deformace v ozubeni.

e (iv) Pro hnaci oticky v okoli n = 1850 ot/min Ize identifikovat ,,okna* uvnitf oblasti
s chaotickym pohybem. Tento jev se vyskytuje u celé fady nelinedrnich soustav, z nichz
zfejmé nejznaméjsi je logistické zobrazeni [Nayfeh & Balachandran 2004].

e (v) Pii hnacich otdickach n = 1870 ot/min je zfetelny skok v amplitudich deformace
v ozubeni, ktery charakterizuje pfechod k oboustrannému razovému pohybu, a v celé
oblasti az do 2100 ot/min dochézi k chaotickému pohybu.

e (vi) Nésledné, v intervalu n € (2100, 2360) ot/min, se deformace stavé kvaziperiodickou
funkeci.

e (vii) Pro n > 2360 ot/min pfechdzi deformace v ozubeni opét k periodickému pohybu
s periodou buzeni, tentokrat ovSem s vyssi amplitudou kmitu.

Pro snazs$i orientaci v bifurka¢nim diagramu a pro ilustraci vySe zmifiovanych jevi jsou na
obr. 4.4 ukazany fazové trajektorie deformace v ozubeni d, pro vybrané otacky, které postihuji
zékladni typy odezvy deformace ozubeni.

Pro lepsi predstavu o zkoumaném systému byly dale analogickym zpisobem sestrojeny
bifurkacni diagramy pro dal$i hodnoty hnaciho momentu M; = 200 Nm a M; = 50 Nm,

2(isla odkazuji k oznaceni oblasti v bifurka¢nim diagramu 4.3.
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viz obr. 4.5 a obr. 4.6. Zde je patrné, Ze pro vyssi hnaci moment se prvni bifurkace objevuji
pri vyssich otdckach. V obou téchto pripadech je ziejmé, Ze i zde se objevuji vSechny vyse
zminéné druhy deformace v ozubeni, od periodického pohybu pres kaskddy bifurkaci a chaos az
ke kvaziperiodické a opét periodické funkci ¢asu. Rovnéz jsou i zde patrna ,,okna* v oblastech
chaotického pohybu.
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Obrazek 4.5.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed€¢) a minima (¢ern¢) deformace v ozubeni d,
v zéavislosti na rychlosti hnaciho hiidele pro hnaci moment M), = 200 Nm

Feigenbaumova konstanta

V teorii bifurkaci je Casto diskutovéna tzv. Feigenbaumova konstanta. Jde o univerzalni kon-
stantu, kterd se objevuje v nelinedrnich systémech, v nichZ dochdzi k bifurkacim zdvojenim
periody vzhledem k nékterému z parametrli soustavy [Nayfeh & Balachandran 2004]. V pfi-
slusném bifurkacnim diagramu lze sledovat pomér délek dvou po sobé jdoucich oblasti mezi
bifurkacnimi body kaskédy bifurkaci. Feigenbaumova konstanta je rovna pravé tomuto poméru
a m4 hodnotu

Speig = 4,66292 . ... (4.17)

Napt. v bifurkaénim diagramu zobrazeném na obr. 4.3 dochdzi v oblasti n € (1543, 1588)
ot/min k bifurkaci zdvojenim periody. Na obr. 4.7 je ukdzan detail bifurkacniho diagramu v této
oblasti. Pomér délek A, B intervalt (1543, 1580) ot/min a (1580, 1588) ot/min na ose otdcek je

= % = 4,625 = Gpeiq, (4.18)

ool s
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Obrézek 4.6.: Bifurkaéni diagram - maxima (Sedé€) a minima (¢ern¢) deformace v ozubeni d,
v zévislosti na rychlosti hnaciho hiidele pro hnaci moment M; = 50 Nm

coZ je ve velmi dobré shod€ s Feigenbaumovou konstantou. Podobné 1ze vyjadrit konstantu d g
i v pfipadée ostatnich bifurkaci ve vySe uvedenych diagramech. Pro ziskani pfesnéjsi hodnoty
dFeig by bylo nutné zjemnit déleni intervall otdcek pfi numerickych simulacich.

4.1.2. Srovnani vypocetniho ¢asu pfri uziti raiznych numerickych
pristupt
Na zminovaném piikladu jednostupniové prevodovky bylo provedeno srovnani vypocetnich

Cast pfi uziti metody zhladCeni nehladké funkce a metody prepinani modell, jeZ byly uve-
deny v kap. 3.3. Numerické feSeni bylo provedeno pomoci Rungeovy-Kuttovy metody Ctvrtého

Metoda Vypocetni cas [s] | Pocet integrac-
nich kroku

Metoda prepinani modell 7,675758 25489

Metoda zhladcéeni 6,016781 25509

Metoda prepinani modelti (Heavisideova funkce) 7,691480 25489

Tabulka 4.1.: Efektivita pouZitych numerickych pfistupt pii konkrétnim vypoctu v ¢asové ob-
lasti pro t € (0;0,2) s

fadu s adaptivnim krokem pro ¢as t = (0; 0, 2) s v systému MATLAB pfi implicitnim nastaveni
feSice. Ukazuje se, Ze vzhledem k vysokofrekvenénimu buzeni je tento ¢asovy interval simu-
lace postacujici pro postizeni zkoumanych jevi. V pripadé metody zhlad¢eni byl v argumentu
aproximaéni arcustangenty uZit ndsobivy parametr ¢ = 10'!. Kromé& standardniho ptepinaciho

42



4.2 Matematicky model testovaci prevodovky s uvazovanim razu v ozubeni 43

x 10
—_ T T T ]
E 6t
-ON
E 4._
©
1
3
g 2<“
s A
3 -t
£
s O
= (v m—
< _al
s -8 | I I |
1530 1540 1550 1560 1570 1580 1590 1600

rychlost hnaciho hridele n [ot/min]

Obrézek 4.7.: Detail bifurka¢niho diagramu na obr. 4.3, vysek kaskddy bifurkaci zdvojenim
periody

modelu byl rovnéz testovan piipad, kdy po prepsani nehladké funkce do analytického tvaru po-
moci Heavisideovy funkce bylo uZito pfimé implementace Heavisideovy funkce programové
obsazené v systému MATLAB. Tabulka 4.1 ukazuje jak vypocetni Cas, tak pocet integranich
krokti pro jednotlivé pfistupy pii hnacim momentu My = 100 Nm a otdckach n = 3000 ot/-
min. Z vysledku je ziejmé, Ze pro danou konkrétni tlohu, pro konkrétni parametry a pii dané
Casovém intervalu simulace vykazuje nejnizsi vypocetni Cas metoda zhladCeni. Obé metody
vykazuji srovnatelnou presnost a rozdil 1ze spatfovat prakticky jen ve vypocetnim Case.

Shrnuti

Z uvedenych bifurkacnich diagramt lze usuzovat, pii jakych otdCkach dojde k odlehuti zubu
a pri jakych prechdzi systém z jednostranného rdzového systému na oboustranny. Tato analyza
ukazuje pasma otacek, kterd jsou pro konkrétni hnaci moment vystavena razovym pohybum,
a tedy zvySenému namdahani zubd. Pfi provozu v téchto otdCkovych oblastech pak 1ze vzhle-
urcit otdckova pasma s periodickou deformaci ozubeni, kde 1ze oCekdvat relativné klidny chod
Ustroji.

Pro numerické simulace se obé pouZzité metody ukazuji jako srovnatelné presné, priCemz
metoda zhlad¢eni vykazje ponékud nizsi vypocetni Cas.

4.2. Matematicky model testovaci prevodovky
S uvazovanim razua v ozubeni

Diéle byl sestaven matematicky model tzv. testovaci prevodovky, uvedeny v [Byrtus & Zeman
2011]. Jde o modelovou pievodovku, na niZ Ize ukdzat zkoumané nelinedrni jevy, a ptipadné

roz$iteni na komplexnéjsi redlné pfevodové tstroji by bylo mozné provést pifi zachovani shodné
metodiky modelovani. Nejprve bude ukazan zpisob modelovani rotorovych soustav a realizace
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metody konecnych prvkil pro rotorové subsystémy, dale pak bude uvedena konkrétni aplikace
na testovaci prevodovku.

4.2.1. Matematicky model rotorové soustavy

Necht’ systém lze dekomponovat na subsystémy, jejichZ modely 1ze sestavit oddélené. Modely
jednotlivych subsystémil mohou byt sestavovany v riiznych vypocétovych prostredich, riznymi
metodami modelovéani a na rizné urovni abstrakce. Tyto subsystémy jsou vzdjemné spojeny
vazebnimi prvky, které provazuji matematické modely jednotlivych subsystémii. Kromé toho
jsou vazby Casto zdrojem vnitiniho buzeni, které je dano vyrobnimi nepiesnostmi — viz napf.
dale uvazovand kinematicka tchylka ozubeni apod. —, proménnou tuhosti, atd. Hlubsi popis
vytvafeni modelu systému sestdvajictho ze subsystému 1ze nalézt v [Byrtus 2006].

V pripadé modelovani rozsdhlych systému lze vyuZit metody kondenzace (rovnéz re-
dukce), ktera slouzi ke sniZeni poctu stupiili volnosti pfi pfibliZzném zachovani zdkladnich spekt-
ralné-modalnich vlastnosti. Timto zpiisobem lze znacné sniZzit pocet stupnid volnosti soustavy
a redukovat vypocetni ¢as numerickych simulaci pfi zachovéni pfesnosti modelu v daném pro-
voznim rozsahu.

Modelovani rotorti metodou koneénych prvki

Je uvazovan rotorovy subsystém (dale jen rotor), ktery sestdva z poddajného hiidele a tuhych
téles, jeZ jsou na tento hridel pevné nasazena. Jsou-li tato télesa ve tvaru disku, mohou byt
modelem napt. ozubenych kol, spojek, kotouct, olopatkovanych diski, apod. V obecném pfi-
padé nelze aplikovat analytické modely rotoru (Lavaltv rotor, Stodoliiv-Greentiv rotor, apod. —
viz napft. [A6]), nebot’ obecné nejsou splnény zjednodusujici predpoklady, na nichz jsou tyto
modely vystavény. Je proto potieba vyuZzit vhodné priblizné metody. Dnes hojné uZivanou me-
todou pro sestaveni matematického modelu rotoru je metoda kone¢nych prvki, uvedend napf.
v [Slavik et al. 2004].

Pro aplikaci metody konecnych prvki je z hidele vynat element délky [ podle obr. 4.8.
Deformace libovolného bodu uvniti tohoto elementu je popsdna Sestici vychylek — podélnou
vychylkou wu(z) a pfi¢nymi vychylkami w(z),v(x) stfedu prifezu a dhly (), (x) nato-
¢eni fezu a torznim natocenim (x). Hfidel je uvazovéan jako pficné nestlaCitelné jednoroz-
mérné kontinuum, spliujici pfedpoklady Eulerovy-Bernoulliovy teorie, podle niZ rovina fezu
kolma na stfednici hiidele v nedeformovaném stavu ziistdva kolmou i po deformaci. Déle je
predpoklddédna rovnomérna rotace hiidele dhlovou rychlosti wy, malé dhly natoceni J(x), 1(x)
ap(r) < wp.

Matematicky model bude sestaven v pevném, nerotujicim prostoru. Napt. pomoci Lagran-
geovych rovnic druhého druhu [Zeman & Hlavac, 2004] 1ze odvodit z kinetické a potencidlni
energie elementu matematicky model hiidelového elementu. Torzni a podélné vychylky jsou
aproximovany linedrnim polynomem, pficné deformace pak polynomem kubickym. Vektor zo-
becnénych soufadnic elementu g(® je uvazovén ve tvaru

e T
q():[vi Vi Vg1 Vi wp Vi wipr Vi w Ui @ ‘Pi—i-l} : (4.19)
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Obrézek 4.8.: Hridelovy element ve zdeformované poloze, prejato z [Slavik et al. 2004]

Potom matice hmotnosti M (¢) h¥idelového elementu, matice tuhosti K (¢ hifdelového elementu
a matice gyroskopickych t¢inki G® hiidelového elementu jsou

ST + 1) S, 0 0 0
0 S, (I + I,)8;, 0 0
(e) — 2 1 2)92
M 0 0 S;T1,8;1 0 , (420
0 0 0 S;TI:8;
0 28771,S;* 0 0
_oQ-T -1
G — 25201251 8 g 8 , (4.21)
0 0 0 0
SIS 0 0 0
0 S, TI;8;* 0 0
() — 2 4392
K 0 0 S; T IS5 0 : (4.22)
0 0 0 S; I8!
kde byly zavedeny aproximacni matice S;,7 = 1, 2, 3, ve tvaru
100 0 1 0 0 0
01 0 0 0 -1 0 0 10
S=li e p |0 BT o B | 53:{1 z}’ (29
0 1 20 30 0 —1 —21 -3

kde [ je délka hiidelového prvku, a integralni matice I, 7 = 1...7. Ty jsou odvozeny za pied-
pokladu prizmatického prvku o priifezu A, kvadratickém momentu prifezu J a polarnim mo-
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mentu prifezu J, = 2J, modulu pruZnosti v tahu £ a modulu pruZnosti ve smyku G ve tvaru

112 12/3 134 0 0 0 0
/3 13/4 1*/5 11 12
sym. 1/7 sym. 91*/5
[0 00 O
B 00 0 B 112
I, = EJI L e | Ti=rAl { ym. 13 ] , (4.25)
| sym. 1217
B 112 B 0 0 B 00

Piipadné tuhé kotouce jsou reprezentovany svoji hmotnosti 7, momentem setrvacnosti I k ose

Obrazek 4.9.: Rotacné symetricky kotouc, prejato z [Slavik et al. 2004]
symetrie a momentem setrvacnosti / k pficné ose (viz obr. 4.9). Kotou¢ prislusi konkrétnimu

uzlu a vektor zobecnénych soufadnic g'*) kotoude je shodny s tou &asti vektoru zobecnénych
soufadnic elementu, kterd pfislusi danému uzlu

q(k):[uz‘ v wp g U 1/11‘}T- (4.27)

Stied hmotnosti kotouce je umistén ve vzdalenosti a od uzlu. Potom matice hmotnosti kotouce
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M ®) a matice gyroskopickych t¢inki kotoude G*) jsou

m 0 0 0 0 0
m 0 0 0 ma
m 0 —ma 0
M* — 1, 0 0 , (4.28)
I + ma? 0
| sym. I+ ma* |
[0 000 0 0]
00 0O0 O
000 0
G® = 00 0 (4.29)
0 Ip
| antisym. 0 |

Celkové koeficientové matice s-tého rotorového subsystému (dale index s) rotujiciho tihlovou
rychlosti w, 1ze potom sestavit energetickou sumaci [Slavik et al. 2004], [Byrtus et al. 2010].
Vektor zobecnénych soufadnic s-tého subsystému je uvazovan ve tvaru

kde n je pocet stupiiti volnosti s-t€ho subsystému. Jestlize je matematicky model subsystému
nasledné doplnén o tlumici G¢inky a o vazby na ptipadné dalsi subsystémy, Ize jej formulovat
ve tvaru

M., + (B + wsGy)gs + (K, +w,Cy)gs = FE) + £2(t) + FE(1), (4.31)

kde M, B,, K, € R""™ jsou matice hmotnosti, tlumeni a tuhosti, G; € R"™ je ma-
tice gyroskopickych ucinki, C; € R"™ je tzv. cirkulacni matice a vektory pravé strany
FE®), f2(t), £S(t) € R™ jsou po fadé vektor vn&jsiho buzeni, vektor loZiskovych vazeb
a vektor zubovych vazeb.

Tlumeni je Casto uvazovano jako proporciondlni a matice tlumeni B, je potom dédna line-
arni kombinaci matice hmotnosti a tuhosti. Matice tlumeni B; a cirkula¢ni matice C; miZe byt
za predpokladu, Ze materidlové tlumeni ovliviiuje pouze prihyb rotoru, vyjadiena ve tvaru [Byr-
tus & Zeman 2011]

B, = diag{0, B!,0,0,0}, C, = diag{0, B!Q,0,0,0}, (4.32)

kde matice B!, €2 jsou dény jako

bt 0 0 1
l _ 7 _
mo[U0] a0 @

Koeficienty bl pifslusi jednotlivym uzléim hifdele a lze je uréit za zmin&nych zjednodusujicich
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predpokladii a vzhledem k symetrii hfidele jako

b. = 2D\/ky,my, = 2D/ kM, (4.34)

kde D je pomérny dtlum a m,,, , m,,, jsou diagondlni prvky matice hmotnosti a £,,,, k,,, jsou dia-
gondlni prvky matice tuhosti pfislusejici zobecnénym souradnicim v;, w;, které popisuji prihyb
rotoru.

4.2.2. Metoda modalni syntézy pro rotorovou soustavu

Modely rotorovych subsystémil lze vytvofit vySe popsanym postupem metodou konecnych
prvka (viz kap. 4.2.1). Matematicky model s-tého rotorového subystému rotujiciho tihlovou
rychlosti wy 1ze vyjadfit v prostoru zobecnénych soufadnic gs(t) € R™ ve tvaru

Mg, + (B + w,G) s + (K, 4+ w,C.)qs = fFEt) + fE) + £E(b), (4.35)

kde M, € R™"s je matice hmotnosti, By, € R"*"s je matice tlumeni, G, € R"*" je matice
gyroskopickych dcinkt, K, € R""s je matice tuhosti a C; € R™"s antisymetricka tzv. cir-
kula¢ni matice. Na pravé strané jsou vektor vn&jstho buzeni fZ(t) € R™, vektor loZiskovych
vazebnich sil £2(t) € R™ a vektor zubovych vazebnich sil £&(t) € R".

Po provedeni modalni analyzy ptidruzené konzervativni soustavy dostdvdme modalni ma-
tici V;; s-tého subsytému a spektralni matici A s-tého subsytému, které splituji podminky orto-
gonality a normy [Zeman & Hlavag, 2004]

VIM\V,=E, V'K,V,=A, (4.36)

kde F je jednotkova matice. Lze zavést vektor modalnich soufadnic x, s-tého subsystému tak,
aby doSlo k modalni transformaci dle vztahu

qs = ‘/swsa qg - ‘/;sjgsa qg - ‘/sms (437)

Po dosazen této transformace do modelu (4.35) a po prendsobent celé rovnosti zleva matici V7
prechazi model do tvaru

VIM,V, i, + (VI B,V, +w, VI G, V))&, + (VI K.V, +w, VIC,V, )z, =
S——— S—— S—— S—— S——
E B. G. As e, (4.38)

= VTP + fE @) + £ 1)

tedy po uvdzeni podminek ortogonality a normy (4.36) a po oznaCeni vzniklych matic tak, jak
je naznaceno ve (4.38), prechdzi model do tvaru

@y + (B, + w,Gy)@s + (Ay + w,Cy)wy = VI[FE®) + £E(t) + £(1)). (4.39)

Pro sestaveni matematického modelu celé soustavy zavedeme vektor modélnich soutfadnic ce-
1ého systému ve tvaru = [x,] € R" a analogicky vektory pravé strany f¥(t) = [fF(t)] € R",
FE@) = [fE@1)) € R, fB(t) = [fP(t)] € R", kde n je polet stupfid volnosti celé soustavy,
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dany jako soucet poctu stupiti volnosti jednotlivych subsystémil. Matematicky model celé sou-
stavy pak Ize vyjadfit ve tvaru

&+ (B+wQ@)k+ (A+wC)x = VI[fE®) + fE(t) + £C (1)), (4.40)

kde jednotlivé koeficientové matice jsou blokové diagondlni ve tvaru
B =diag{B,}, G = diag{%és}, A =diag{A,}, C = diag{%é’s},
V = diag{V;},

(4.41)

kde w jsou referen¢ni otd¢ky. Vektor zubovych vazebnich sil £¢(t) € R™ lze vyjadfit ve tvaru
f6(t) = ~Kaq — Bog + (1), (4.42)

kde Ks; € R™" je matice tuhosti zubovych vazeb, B; € R™" je matice tlumeni zubovych
vazeb a fI(t) je vektor vnitniho buzeni v ozubeni (buzeni od kinematické tchylky ozubeni
apod.). Po pouziti modalni transformace (4.37) ve vztahu (4.42) je vektor zubovych vazebnich
sil dan jako

fé(t) = —KcVa — BoVa + f(t). (4.43)

Analogicky pro vektor loZiskovych vazebnich sil 1ze pfi zanedbdani vnitfniho buzeni v loziskdch
psat

fP(t) = -Kgq— Bgq=—-KpVx — BgVz, (4.44)

kde Kp, Bg € R™" jsou matice tuhosti a tlumeni loZiskovych vazeb. Vztahy (4.42) a (4.44)
dosadime do celkového modelu systému (4.40), takZe matematicky model prechdzi do tvaru

&+ (B+wG + B+ Bg)x + (A +wC + K + Kg)x =
o . (4.45)
=V + @)l

kde bylo zavedeno oznaceni

B.=V'B;V, Bp=V'BpV, K=V 'K:;V, Kp=VTKpV. (4.46)

Modalni syntéza s kondenzaci

Déle bude uvazovdna moddélni transformace s kondenzaci (t€Z redukci), tedy takovd modalni
transformace, pfi které je respektovdno pouze m, < mn, vlastnich tvari s-tého subsystému.
Vlastni tvary lze rozdé€lit na hlavni (master, dale levy horni index (m)) a vedlejsi (slave, ddle
levy horni index (s)) tvary kmitu. Po vhodném pieskupeni vlastnich tvard 1ze vyjadfit modéln{
matici s-tého subsystému jako

V, = [My,|®V). (4.47)
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Pfi metodé modélni syntézy s kondenzaci je uvazovana netdplna modalni transformace
g ="V "z, ¢ ="V, i, go="V g, (4.48)

Zatimco v pripadé standardni modalni transformace pomoci vztahu (4.37) je uzivdna plna
(¢tvercovd) modalni matice V; € R™" subsystému, nyni je uZivdna transformace pomoci
obdéInikové matice ™V, € R™"™s do prostoru hlavnich modélnich soufadnic Mg, € RMs,
Po aplikaci netplné modalni transformace (4.48) na model (4.35) a prendsobeni zleva matici
(MY a po uziti analogického postupu pro vyjddfeni vektort pravych stran jako v (4.42) =
(4.44) ptechazi model do tvaru

Mg + (B" +wG" + By + BL)™a + (A" +wC” + Ky + Kj)™ax = 4.49)

= "VIFER) + F1(1), ’

kde ™z, € R™ je vektor hlavnich modalnich soufadnic, viechny koeficientové matice s pra-
vym hornim indexem r (redukované) jsou Ctvercové fadu m a jejich tvar je ziejmy z analogie
s (4.41). Timto byl zredukovan pocet stupni volnosti celé soustavy z n na m < n pri pfibliz-

ném zachovani poZadovanych modaélnich vlastnosti systému. Jiny zptsob redukce, zohlednujici
deformace vazeb, bude uveden dile.

Model zubové vazby

Zubovy zabér miiZe byt za predpokladu relativné tzkych ozubenych kol uvazovan jako bodovy
ve stfedu Sitky ozubeni. V [Byrtus et al. 2010] je uvedeno odvozeni normdlové deformace
ozubeni d, mezi ¢-tym a j-tym uzlem modelu celého systému ve tvaru

d. =8/ q;— 8 q; + A.(t), (4.50)

kde A, (t) je kinematickd tichylka ozubeni a kde vektory &;, d; jsou [Byrtus et al. 2010]

[ T cosasinf
sin v sin y 4 cos « cos [3 cos 7y
o N :
5, — ismacosv cos av cos 3 siny 7 4.51)
Tp COS a cos 3
+r, cos asin 5 cos 7y + a(sin o cosy F cos o cos fsiny)

| £r,cosasin Bsiny + a(sin asiny & cos acos f cosy) |

[ T cosasin 3
sin v sin y 4 cos « cos 3 cos 7y
5, — — sin v cosy & cos a cos 3 sin vy ‘ (4.52)
Fry cos acos 3
Fri cos asin B cos vy + b(sin a cos y F cos acos 5 siny)

| Fri cosarsin B siny 4 b(sin asiny & cos avcos S cosy) |
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Uhel « je thel zabéru v normdlovém fezu, 3 je dhel sklonu zubd, ~ je thel odklonu spojnice
stfedt valivych kruznic od roviny zz (viz obr. 4.10, vice viz [Byrtus et al. 2010]), a a b jsou
vzddlenosti stfedd kol od uzlli, v nichZ jsou kola pfipojena, a 7,75 jsou poloméry pastorku

b
\5;
4> r
§
b M
w, t
w, V; b .
O —Salle OE
y )
W Fy
\Vi v\ 5\T
i 0 /
) e
X Q_aj A
z
a P /wqt
X i
(- —T5ley =\
Wa W ép' .
Ui |
Y

Obrézek 4.10.: Model dvou spoluzabirajicich ozubenych kol, pfejato z [Slavik et al. 2004]

a kola. Na zakladé znalosti normalové deformace ozubeni d,, dané vztahem (4.50), Ize sestavit
funkci deformacni energie z-t€ zubové vazby, ze které lze napf. uzitim Lagrangeovych rovnic
druhého druhu sestavit matici tuhosti zubové vazby K¢ ve tvaru

5,67 ... —&067
K;=kC.. C.= : : , (4.53)

—6,67 ... 6,67

kde k. je stfedni tuhost ozubeni ve sméru normaly ke spoluzabirajicim boktim zubt. Pfipadné

tlumici u¢inky zubové vazby lze modelovat za predpokladu proporciondlniho tlumeni matici
tlumeni zubové vazby B ve tvaru

Bi =10.C,, (4.54)

kde b, je koeficient tlumeni ozubeni. Pfi uvdzeni kinematické tichylky ozubeni se ptidava rovnéz
vektor vnitiniho buzeni f(t) ve tvaru [Byrtus et al. 2010]

folt) = (k2.0 + A0 e,

co=[.. —oT 6T T

(4.55)
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Ptipad, kdy je uvazovdna moZznost ztraty zubového zabéru, je podrobné popsan v [Byrtus 2002],
[Byrtus et al. 2010]. Silu pfendsenou zubovym zdb&€rem na s-ty rotujici subsystém lze vyjadrit
jako

fE=%> 6.F.(td..d.), (4.56)
kde &, je rozsifeny vektor geometrickych parametrii ozubeni pastorku - napf. pro pastorek na-

sazeny v i-tém uzlu s-tého subsystému je 8, = [...d] ...]7. Celkovou silu F, pfendSenou
ozubenim Ize v tomto piipadé€ vyjadrit jako funkci deformace ozubeni d, ve tvaru

F.(t,d.,d.) = k.(t) f*(d.) + f°(d.)d., (4.57)
kde k. (t) je tuhost ozubeni® a f*(d.) je nelinedrni funkce tuhosti ozubeni dand jako

d27 dz > 0,
fi(d,) =< ad,, d, € (—p2,0), «a€(0,1) (4.58)
d. + (1 - O‘),uza d, < —pi,

kde 1, je boéni vile v ozubeni. Funkce f¥(d,) je dana jako

bl, d, > 0,
fo(d,) =< by, d, € (—ps,0), (4.59)
b37 dz < _ﬂ'm

kde b;,7 = 1,2, 3 jsou koeficienty viskézniho tlumeni. Potom Ize vysledny vektor zubovych
vazbovych sil v globdlnim konfiguracnim prostoru vyjadrit ve tvaru

Z
fO=> c.F.(t.q.9) + fa(t), (4.60)
z=1

kde f(t) je vektor vnitiniho buzeni, ktery ma tvar

folt) =Y (kAu(t) +.A.0) ) e (4.61)

z=1

Model loziskové vazby

Modelovani loziskovych vazeb je podrobné uvedeno v praci [Byrtus et al. 2010] a pro potieby
této prace byl model loZisek prejat z [Byrtus & Zeman 2011]. Pro loZiskovou vazbu prostied-
nictvim radi-axidlniho valivého loZiska lze s vyuZzitim Hertzovy teorie kontaktu a pfi zanedbéani
vnitfniho buzeni v loziskovych vazbach formulovat vektor linearizovanych vazbovych lozisko-

3Tuhost ozubeni je v obecném piipadé funkci Easu.
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Obrazek 4.11.: Schéma loziskové vazby, prejato z [Byrtus 2006]

vych sil ve tvaru [Byrtus et al. 2010]
f7 = —Kpq(t) - Bsq(t), (4.62)

kde K g, B jsou matice tuhosti a tlumeni loZiskovych vazeb, dané jako

Kpz=> > K;j Bp=psKps BscR". (4.63)

? J

Matice K;; prislusi jednomu valivému elementu, viz obr. 4.11, a ma tvar?

T aryargarT T aryar axT
T ar paxyaxT T ar ,ax paxT

“Index i prislusi vazbé, index j valivému elementu.
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kde k;;, ki jsou linearizované tuhosti (radidlni a axidlni) valivého elementu a pouZité vektory
maji tvar

t;; = [0, cos &5, sin &;5, 0, —&; sin 0y, & cos ;)" (4.652)

ti7 =[1,0,0,0,7;sindij, —r; cos 6@'j]T7 (4.65b)

eij = [0, cos &5, sin dy;]", (4.65¢)

el =[1,0,0], (4.65d)

kde &; je vzdélenost stfedu Cepu loZiska od toho uzlu i-tého hfidele, k némuz je loZisko vdzano,
a 0,5 je uhel pozice stfedu j-tého elementu, viz [Byrtus et al. 2010]. Hodnoty tuhosti valivych
elementl jsou rizné pro rizné typy geometrickych parametrd a Ize je uréit pomoci Hertzovy
teorie kontaktu [Byrtus et al. 2010].

Dvoufazova redukce zohlednujici deformace vazeb

Na tomto misté bude uveden alternativni zpisob redukce matematického modelu, zohledmujici
zakladni vlastnosti deformace vazeb. Dfive uvedeny zptisob kondenzace umoziuje redukci po-
Ctu stupnt volnosti pfi pfiblizném zachovani modélnich vlastnosti systému v daném frekvenc-
nim rozsahu. Podobné lze uvazovat o redukci, kterd zachovava ne modélni vlastnosti, nybrz
pozadované vlastnosti vazeb. Tato kapitola predstavuje metodu redukce poctu stupiii volnosti
pfi pfibliZzném zachovéni zdkladnich vlastnosti zubové vazby.

Metoda je zalozena na principu redukce ve dvou urovnich. V prvni fdzi je sestaven ma-
tematicky model systému pouzitim vySe uvedené metody moddlni syntézy s kondenzaci. Vy-
sledkem je matematicky model (4.49), ktery po doplnéni o vliv nelinearnich sil v zubové vazbé
prechazi do tvaru

Mg + (B" +wG" 4+ By + BL) i 4+ (A" + wC" + Ky + K5,) ™ = (4:66)
= MVIE®) + (1) + £ (2. 4.1)), |
kde (™x € R™ je vektor hlavnich moddlnich soufadnic, B”, G, Bg, Bg € R™™ jsou po fadé
matice tlumeni hiidele, matice gyroskopickych dcinkd, matice tlumeni loZiskové vazby a ma-
tice tlumeni zubové vazby, A, C", K};, K. € R"™ jsou po fadé spektrdlni matice, cirkulacni
matice, matice tuhosti loZiskovych vazeb a matice tuhosti zubovych vazeb, ™V € R™™ je
moddlni matice a f§ € R" je vektor nelinedrnich zubovych sil.

Vysledkem prvni faze redukce je tedy matematicky model v prostoru redukovanych mo-

dalnich souradnic. Ve druhé fdzi je vychodiskem matematicky model (4.66), ktery je nutné dale
vhodné transformovat. Lze uvazit dvé moZnosti realizace, dile znaCené (A), (B).

(A) Redukce bez zahrnuti zubovych vazeb Moddlni matici systému (4.66) lze ziskat
provedenim moddlni analyzy pfidruzené nerotujici konzervativni soustavy, u které je uvazovan
vliv tuhosti loZiskovych vazeb. Nerotujici konzervativni soustava pridruZend k soustaveé (4.66)
nabyva tvaru

(Mg 4+ (A" + Kp)w = 0, (4.67)
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a vysledkem feSeni problému vlastnich hodnot této soustavy jsou modélni matice T € R"™™
a spektrdlni matice S € R"™"™ dané jako

S = diag{Y?}, v=1...m, T=|t|...|tn |, (4.68)

kde T, jsou vlastni frekvence modelu (4.67). Pro kazdy vlastni tvar, tj. pro kazdy vlastni vektor
t,,v =1...m, provedeme vypocet deformace ozubeni

d, =—ét,, & ="V, (4.69)

kde vektor ¢, byl definovan vztahem (4.55). Déle je ucelné sefadit vlastni vektory v moddlni
matici 7" sestupné podle prislusné deformace v ozubeni

dz1 2 dZQ Z e 2 dzm (470)

pro odpovidajici vlastni tvar kmitu, a stejnym zpisobem preskupit i odpovidajici prvky na di-
agondle spektrdlni matice S. Podobné jako v pfedchozim pfipadé sestavime master transfor-
macni matici ™T € R™P, kterd zahrnuje pouze prvnich p < m tvari nejvyraznéji se podi-
lejicich na deformaci ozubeni. Druhotné modélni souradnice necht’ jsou y € RP. Potom lze
provést druhotnou modélni transformaci

x = Ty, 4.71)

a analogickym zpiisobem jako pfi vyse uvedenych transformacich, tj. dosazenim do modelu
(4.66) a prenasobeni celého modelu zleva matici ™ T, 1ze vyjadiit vysledny model ve tvaru
Mg+ MTT(B" + wG" + By + BL)™T Mg+
+MTT(A" + wC™ + Ky + KJ)™T My = (4.72)
= MTTVIFE() + £1(1) + £3 (g 4.1).

I naddle je poZadovano splnéni podminek ortogonality a normy, které maji pti druhotné modalni
analyze tvar

mpTmp — g, MTTA" + Ky)™T = ™§, (4.73)

kde prvni vztah odpovidé skuteénosti, Ze redukovana matice hmotnosti je jednotkov, kde (™ S
je spektralni matice druhotné transformace a FE jednotkova matice.

(B) Redukce se zahrnutim linearnich zubovych vazeb Analogicky jako ve vySe uve-
dené metodé redukce typu (A), 1ze uvazovat o redukci na matematickém modelu, ktery zahrnuje
linearni zubové vazby. Jedinou zménou zde bude provedeni druhotné modalni analyzy na pri-
druZeném konzervativnim nerotujicim systému, ktery ovSem nyni, oproti transformaci (4.67),
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zahrnuje vliv linedrnich zubovych vazeb. Konzervativni model je tedy dan ve tvaru
Mg 4+ (A" + Ky + K)x = 0. (4.74)

Nésledny postup je zcela analogicky jako v piipadé (A), tedy vypocet deformaci zubové vazby
pri jednotlivych tvarech kmitu, sefazeni deformaci ozubeni a odpovidajici preskupeni vlastnich
tvarl a vlastnich ¢isel v maticich T" a S, zahrnuti pouze téch s vyznamnou deformaci vazby
a naslednd druhotn4 redukce pomoci obdélnikovych matic ™ T, (™ § . Dojde tedy ke zméné
transformovaného modelu, kdy

MTT(A" + Ky + K1) ™WT = (™8 ¢ RPP. (4.75)

4.2.3. Aplikace na testovaci prevodovku - vysledky numerickych
simulaci

Na zédkladé teorie uvedené v predchozich odstavcich byl vytvofen model testovaci prevodovky
[Byrtus & Zeman 2011], kterd je uvedena na obr. 4.12. Jedn4 se o jednostupiiovou prevodovku,
tedy o soustavu sestavajici ze dvou rotorovych subsystémil a jednoho statorového subsystému.
Skiin prevodovky (statorovy subsystém) byla uvaZovana jako dokonale tuhé a oba rotory byly
modelovany metodou konecnych prvkd, jejiZ mozna realizace je shrnuta v kap. 4.2.1. Loziska
By, Bs jsou kulickova, loziska Bs, B4 pak véleckova s uvazovanim ctyf kontaktnich bodi.
Analogicky jako v kap. 4.1 je v pfevodovce uvazovdna moznost ztraty zubového zabéru. Vy-

. .

B1 BZ

Obrazek 4.12.: Schéma testovaci prevodovky - topologie hiidelovych subsystémt a statorovy
subsystém

chozi matematicky model celé soustavy je dan v prostoru modalnich soufadnic ve tvaru uve-
deném napf. v (4.66). Tato kapitola shrnuje vysledky numerickych simulaci pohybu této silné
nelinedrni soustavy.

Oba rotory byly modelovany metodou konec¢nych prvki s diskretizaci obou hiideli na 14
hiidelovych elementt (15 uzli) a obé ozubena kola byla uvaZzovana jako pevné nasazené tuhé
kotouce - vybrané parametry systému jsou uvedeny v piiloze A.5. Periferni ¢asti maji velké
hmotnostni parametry vzhledem k ozubenym kollim, a vazba na tyto ¢4sti je proto uvaZzovana

56



4.2 Matematicky model testovaci prevodovky s uvazovanim razu v ozubeni 57

jako dokonale torzné vetknutd do rdmu. Model dstroji byl ¢aste¢né prejat z praci [Byrtus &
Zeman 2011] a [Byrtus et al. 2010], kde jsou rovnéz uvedeny veskeré potiebné parametry této
soustavy. Nebude-li uvedeno jinak, je pro vypoCty u obou hiideld uZivano kondenzace na 24
stupniti volnosti. Déle bude ukazano, Ze tato volba je dostate¢na pro zachovani presnosti popisu
nelinedrnich jevil, a rovnéZz bude uvedeno srovnani efektivity vybranych numerickych pristupi
popsanych v kap. 3.3 k feSeni pohybu s ohledem na vypocetni Cas.

V matematickém modelu systému byly zanedbany cirkulacni dcinky, nebot’” numerické
experimenty ukdzazuji (viz ddle), ze vliv cirkulacni matice je pro zkoumanou oblast otdcek
zanedbatelny a neprojevi se zménou kvality ddle uvadénych bifurkacnich diagrami. Tato sku-
tecnost souvisi s faktem, Ze prvky cirkulacni matice jsou o nékolik fadli niZ§i neZ prvky matice
tuhosti, a vzhledem k zavislosti cirkulacni matice na thlové rychlosti otdceni hiidell se tato
projevi teprve pro vysoké otacky, které jsou jiZ mimo zkoumany rozsah.

Pro nelinearni model bylo uvazovano buzeni hnacim momentem na vstupu, zatéZnym
momentem na vystupu a kinematickou tchylkou ozubeni (danou analogicky jako v (4.10))

K
Alt) = (Akc cos kw,t + Af sin kw.t) (4.76)
k=1

s uvazovanim pouze prvnich tif sinovych ¢lend Fourierovy fady

A% =5.10"F AS—A—f AS—A—f AC =0 =1 4.77
1 — ’ 2_27 3_37 j—aj—---- ()

Campbelluv diagram

Zakladni analyzou v dynamice rotort je vypocet modalnich vlastnosti rotujictho systému. Vlast-
ni ¢isla systému popsaného homogennim modelem pfisluSejicim k modelu (4.49) jsou v daném
pripadé, kdy jsou uvazovany gyroskopické a cirkulacni ucinky rotujici soustavy, zavislé na uh-
lové rychlosti rotace rotoru w a lze je ziskat vypoctem vlastnich Cisel systémové matice (viz
ddle). Tato vlastni &isla necht’ jsou A\, (w),v = 1...2n, kde n je poCet stupiiti volnosti. Vlastn{
Cisla jsou komplexni ve tvaru A\, (w) = «,(w) + if,(w). Lze ukazat (viz napf. [Byrtus et al.
2010]), Ze redlna Cast vlastnich &isel v, (w) = Re{\, (w)} vypovida o stabilité, zatimco imagi-
narni ¢ast nese informaci o vlastnich frekvencich systému. Pro redlnou ¢éast zapornou se jedna
o stabilni pohyb, zatimco v opacném piipadé jde o pohyb nestabilni. Zavislost imaginarnich
¢asti vlastnich &isel 8, (w) = IJm{\,(w)} na dhlové rychlosti otaceni umoZziuje uréeni kritic-
kych otacek rotoru, jak bude ukdzano déle.

Problém vlastnich hodnot vede na shodny vysledek jak pfi vypoctu z modelu sestaveného
v konfiguracnim prostoru zobecnénych soufadnic, tak pfi vypoctu z modelu prevedeného do
prostoru modalnich soutradnic. Systém, ktery ma v prostoru modalnich soufadnic tvar

&+ (B+wG+ B+ Bg)t + (A+wC + K+ Kg)x =0, (4.78)

1ze prevést do stavového prostoru pfipojenim trividlni identity Ex — Ex = 0. Pfi zavedent sta-
vového vektoru [Byrtus et al. 2010] ve tvaru w = [z, ] m& matematicky model ve stavovém
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prostoru tvar
u = Au, (4.79)
kde A je systémova matice, dana v tomto pifpadé’ jako

—(B4+wG+Bg+Bg) —(A+wC+Kp+ Kg)

A= E 0 ’

(4.80)

kde FE je jednotkova matice. Na obr. 4.13 je ukdzan priibéh redlnych a imagindrnich ¢4sti systé-
mové matice A v zdvislosti na rychlosti rotace w hnaciho hiidele. Z pribéhu imaginarnich ¢asti

4
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Obrazek 4.13.: Prabéh redlnych a imagindrnich ¢asti dvaceti nejnizsich vlastnich Cisel systé-
mové matice A v zdvislosti na thlové rychlosti w hnaciho hiidele

vlastnich Cisel 1ze identifikovat kritické thlové rychlosti jako takové ihlové rychlosti wg,.i;, pii
kterych dochdzi k protnuti pribéhu imaginarni ¢asti vlastniho ¢isla s nabéhovou piimkou (na
obr. 4.13 ¢arkovang¢). Casto je ucelné prevést kritické thlové rychlosti wy,.;; [rad/s] na kritické
otacky n,+ [ot/min] pomoci vztahu

30
Nkrit = Wkrit - (4.81)
™

Z pribéhu realnych ¢asti vlastnich Cisel je ziejmé, Ze pro vyssi tihlové rychlosti se jeden
z prubéht redlnych ¢asti vlastnich Cisel stava kladnym a systém se stava nestabilnim. Tento
prechod k nestabilnimu pohybu vSak nastdva pro vysoké uihlové rychlosti w, které jsou mimo
dale zkoumany rozsah, a tedy lze konstatovat, Ze v ddle zkoumaném pasmu otiacek je systém
stabilni.

STvar systémové matice zdvisi na fazeni subvektorti ve stavovém vektoru a lokalizaci trividln{ identity, vlastni
¢isla jsou vSak pro vSechny mozné piipady identicka.
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Nestabilita systému je zptisobena vnitinim tlumenim [Byrtus et al. 2010], konkrétné pfi-
tomnosti cirkuladni matice C' ve zkoumaném modelu. Diagramy na obr. 4.14 ukazuji pro srov-
nani prubehy redlnych a imagindrnich ¢asti vlastnich Cisel systému, v némz je zanedbana cir-
kulacni matice. Je zfejmé, Ze tento systém je jiZ stabilni. Je zde rovnéz patrné, Ze vlastni Cisla
systému jsou pii zanedbani cirkulacni matice stdle zavisld na thlové rychlosti hnaciho hiidele
w, nebot’ v modelu je stile pfitomna matice gyroskopickych ucinkd, jejiZz prvky jsou zavislé
na w. V pripadé zanedbani jak cirkulacnich, tak gyroskopickych Gcinka by problém vlastnich
hodnot nebyl jiz frekvenéné (otackove) zavisly a naznaCené prubéhy vlastnich Cisel by byly
vzhledem k uhlové rychlosti w konstantni.
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Obrazek 4.14.: Prabéh redlnych a imagindrnich ¢asti dvaceti nejnizsich vlastnich cisel systé-
mové matice A v zavislosti na thlové rychlosti w hnaciho hiidele bez uvazovani
cirkula¢ni matice C'

Nelinearni analyza - bifurkac¢ni diagramy

Nelinedrni analyzy byly provedeny na matematickém modelu ve tvaru (4.66) v Casovém inter-
valu ¢t € (0;0,05) s, ktery se vzhledem k vysokofrekvenénimu buzeni ukazuje jako dostatecny
k postiZzeni zkoumanych jevi. Aby byly omezeny prechodové jevy pii numerické simulaci v ¢a-
sové oblasti, byly poc¢atecni podminky uvaZovany ve tvaru

x(0) = [A" + K5 + KL ™VTFE0), #(0) =0, (4.82)

ktery odpovida statickému vnéjSimu zatiZeni. Pro sledovani kvalitativni zmény deformace v ozu-
beni v zavislosti na zméné otacek byly stejné jako v kap. 4.1 uZity bifurkacni diagramy, v nichz
jsou zobrazeny extrémy deformace v ozubeni pro diskrétni otacky v ur€itém otackovém pasmu.
Tyto diagramy umoZiuji pro dany zat€Zny moment urcit pasma, v nichZ dochézi k periodické
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deformaci ozubeni, pdsma se zdvojenim ¢i dal§im zndsobenim periody a padsma s chaotickym
pohybem.

Bifurkacni diagram pro hnaci moment M/ = 150 Nm je ukdzan na obr. 4.15. Zde je
v daném otd¢kovém pasmu n € (1000, 3000) ot/min, pro které byl vypoclet provadén, patrny
vétSinou pohyb periodicky s riznymi amplitudami deformace v ozubeni s nékolika intervaly
s kvaziperiodickym ¢i chaotickym pohybem. Podobné jako v kap. 4.1 jsou na obr. 4.16 ukdzany

x107° M = 150 Nm
151+ ! ' f T T
e 10 _
c
)
S
S potret
g 5 [ ...ll'P“'. ...l“‘.“# . ' ...'“.n““‘
am 0 . :
g E""""":'.Mm"""mo. o ' .. i!v'l - :l'.
S oo, %e, K
,8 . --.........mm-.-.--._..--.... '.' — .“,.........,,.m*'.. ..r-'."':...:"
2 ‘...."'n... '.“'."°:"...n’.. ..o"‘.“ .o.i| b"' ‘ .'llmc:z“m
£ or $%%00eeseseseitnsoss®s n.. . .:. 1 'l ..";
G.) ... .. . 1) '
< e, o g'.g" ” ;!'
Py succnriiteotiiiilioghe, P ™ )
" ...'.."'o y ll 0 l""
%,
-5 Y ""I.. ||"."M i
T
G ! n'l....muulluu'"'
| L l | ] 1 l I L

1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800
rychlost hnaciho hridele [ot/min]

Obréazek 4.15.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed€¢) a minima (Cerné) deformace v ozubeni
v zévislosti na rychlosti hnactho hfidele pro hnaci moment M; = 150 Nm
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Obrazek 4.16.: Fazové trajektorie deformace ozubeni pro vybrané otdcky pfi hnacim momentu
M}y = 150 Nm

fazové trajektorie deformace v ozubeni pro vybrané otacky pti hnacim momentu M}, = 150 Nm,
které souvisi s bifurkacnim diagramem na obr. 4.15.
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Na obr. A.2 v ptiloze A.6 je uveden tyZ bifurkacni diagram pfi uvazovani cirkulacni ma-
tice. Je zfejmé, Ze oba bifurkacni diagramy jsou shodné, a tedy Ze v matematickém modelu jsou
cirkulaéni u€inky v daném otackovém rozsahu zanedbatelné a nelinearni analyzy postacuje pro-
vadét na zjednoduseném modelu.

Obr. 4.17 ukazuje extrémy deformace ozubeni v zdvislosti na rychlosti hnaciho hiidele
pro hnaci moment M = 50 Nm. Zde je patrné, Ze napt. pro n < 1080 ot/min dochédzi k pohybu
s periodickou deformaci v ozubeni, ndsledné se objevuje skok v amplitudich a néasledny pie-
chod k chaotickému pohybu s nékolika oblastmi periodického, resp. kvaziperiodického, pohybu,
napt. n € (1870, 1990) U (2500, 2660) ot/min. Pro n > 2900 ot/min je deformace v ozuben{
opét periodickou funkei.

%107 M =50 Nm
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Obrazek 4.17.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed€¢) a minima (Cerné) deformace v ozubeni
v zévislosti na rychlosti hnactho hfidele pro hnaci moment M; = 50 Nm

V priloze A.6 jsou na obr. A.3 = obr. A.5 pro ilustraci uvedeny bifurkacni diagramy
pro jiné hodnoty vnéjsiho zatiZeni. Ukazuje se, Ze pfi vyS$Sich hodnotich vnéjsiho zatiZeni se
nelinearity neuplatiiuji v takové mite jako pii nizSich vnéjsich zatiZenich, coz je ddno snazSim

odlehnutim zubového zabéru a prechodem k pohybu ve vili pfi niZ§im vnéj$im zatiZeni.

Srovnani vypocetniho ¢asu

Na obr. 4.18 je ukdzan vypocetni ¢as obou pouZzitych metod v zdvislosti na rychlosti hnaciho
hiidele pro hnaci a zat€éZny moment M = 50 Nm. V souvislosti s bifurkacnim diagramem na
obr. 4.17 je vidét, jak zavisi vypocetni Cas na druhu pohybu. Pfi periodickém pohybu, ktery

Vv s

nastava napf. v oblasti n = (1000, 1080) ot/min, je zfejmy nizsi vypoCetni Cas oproti pohybu

Vv,

s razy, ktery nastava pro vyssi otdCky. Pfi srovnani obou uzitych metod se ukazuje, Ze vypocetni
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Obrézek 4.18.: Vypocetni Cas pro obé uvazované metody feSeni a absolutni rozdil vypocet-
nich Casd v zavislosti na kvalitativné riznych druzich pohybu pii otickach
n € (1000, 3000) ot/min a hnacim momentu M;, = 50 Nm (viz obr. 4.17)

¢as u obou metod zachovava shodny trend. Ve vétsi Casti dané oblasti se jako mirné efektivné;jsi
numericky piistup ukazuje metoda zhladCeni.

Vliv urovné kondenzace na kvalitu bifurkacniho diagramu a na vypocetni ¢as

Pro dany zitéZny moment byl sledovdn vliv trovné kondenzace na kvalitativnim zachovéni
bifurkacniho diagramu. Pro tuto analyzu byla vybrdna bifurkace se zdvojenim peridody pfi
n = 1100 ot/min a pro hnaci moment M = 50 Nm (viz obr. 4.17). Pfi vypoctech byly zazname-
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Obrazek 4.19.: Vliv trovné kondenzace subsystémi na polohu bifurkace zdvojenim periody pro
M =50 Nm

navany otacky, pro které k bifurkaci dochazi. Vliv urovné kondenzace na lokalizaci bifurkace
na otackové ose je ukdzan na obr. 4.19. Z vysledki je patrné, Ze pri vyssich urovnich konden-
zace (mg > 16) bifurkace nastava pfi blizkych otdckach a jeji poloha se prili§ neméni, zatimco
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Obrazek 4.20.: Zavislost vypocetniho Casu na drovni kondenzace pfi simulaci pohybu soustavy
pro n = 3000 ot/min

pri kondenzaci na méné€ nez 15 stupiiii volnosti se jiZ projevuji neptesnosti a poloha bifurkace
na otackové ose se meni. Pfi pfiliS§ nizké trovni kondenzace tedy jiZz neni kvalitativné zacho-
vana struktura bifurkacniho diagramu. Je ziejmé, Ze do urCitého stupné kondenzace (zde do
16 stupnti volnosti) se bifurkace prakticky neposouva, tedy lze uZzit kondenzace, kterd souvisi
s vyznamnou redukci poctu stupnii volnosti soustavy a s vyraznou usporou vypocetniho casu.
Na obr. 4.20 je uvedena zavislost vypocetniho Casu (pfi otdCkach n = 3000 ot/min) na drovni
kondenzace. Je ziejmé, Ze ¢im mensi je droven kondenzace (¢im niZsi je pocet stupiti volnosti
vysledného kondenzovaného modelu), tim nizZ§i je vypocetni Cas. Je vSak potfeba zajistit, aby
zaroven nedochazelo ke zméné vlastnosti matematického modelu a ke zkreslovani vysledku
vlivem vyse diskutovaného efektu zmény kvality nelinearniho chovani pfi pfiliS nizké trovni
kondenzace.

Srovnani metod redukce

Na matematickém modelu testovaci prevodovky byly porovnany vySe uvedené metody redukce,
tj. metoda modalni syntézy s kondenzaci a dvoudroviiovd metoda redukce zohlednujici vliv
pouze téch vlastnich tvard kmitu, které se vyznamné podileji na deformaci zubové vazby. Ve
vSech déle uvadénych piipadech byla uvazovédna redukce na vysledny model o Ctyficeti stup-
nich volnosti. V pfipadé metody modélni syntézy s kondenzaci byl kazdy subsystém redukovin
na soustavu se dvaceti stupni volnosti, v pfipadé¢ dvoutroviiové redukce pak byla uvazovina
redukce v prvnim kroku na 40 stupiiil volnosti u kazdého subsystému a naslednd redukce vy-
sledného syntetizovaného modelu (o celkovém poctu 80 stupiii volnosti) na soustavu se 40
stupni volnosti.

Pro pfedstavu o mechanismu vybéru vlastnich tvard kmitu pfi druhotné redukci matema-
tického modelu jsou v tab. 4.2 ukdzana potadi vlastnich vektori v moddlni matici s permuto-
vanymi vlastnimi tvary, sefazenymi sestupné podle velikosti deformace ozubeni a jejich pozice
v ptivodni modalni matici (pfed permutaci sloupcti). Deformace v ozubenti je zde vycislena pro
kmitdni danymi vlastnimi tvary kmitu, jez jsou normalizovany M -normou podle vySe diskuto-
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Poradi vl. tvaru | Deformace Poradi vl. tvaru
v permutované | vozubenid, [m] | v  nepermuto-
modalni matici vané  modalni
[-] matici [-]

1 0,7869 3

2 0,4656 6

3 0,4653 7

4 0,2200 80

5 0,1872 10

6 0,1805 26

7 0,1799 29

8 0,1765 64

9 0,1761 48

10 0,1637 17

Tabulka 4.2.: Deformace ozubeni pro rizné vlastni tvary a potadi vlastnich tvard v modalni
matici pfed sefazenim podle velikosti deformace vazby

vanych podminek. Tomu odpovidaji i hodnoty deformace v ozubeni d,. Z tabulky je zfejmé, Ze
pfi pouZiti této metodiky se na prvni mista moddlni matice druhotné redukce dostdvaji vlastni
tvary kmitu, z nichz sice nékteré piislusi niz§im vlastnim tvarim kmitu (viz 3., 6. a 7. vlastni
tvar na prvnich pozicich), ale hned nasledné rovnéz nejvyssi vlastni tvar (80.). I dale se uplatiuji
také vySsi tvary kmitu.

Na obr. 4.21 je uveden bifurkacni diagram extrému deformace v ozubeni v zavislosti na
thlové rychlosti otdCeni hnaciho hfidele. Tento diagram je shodny s diagramem na obr. 4.15,
resp. obr. A.2, kde jsou zobrazeny vysledky pro model redukovany jednotroviiovou modalni
syntézou s kondenzaci. U diagramu 4.21 lze pozorovat pouze nékolik singularit patrnych na
n = 1520 ot/min a n = 1630 ot/min, kde se objevuji na vétvi maxim i minima. Lze vSak kon-
statovat, Ze kvalita bifurkacniho diagramu zdstava prakticky nezménéna. Bifurkacni diagram
pro shodny model redukovany metodou (B) je ukdzdn na obr. 4.22. Je zfejmé, Ze ackoli zde je
na nékolika mistech lokdlné zachovana kvalita diagramu, navrZend metoda typu (B) globdlné
poskytuje zcela odlisné vysledky nez pivodni model, a je tedy pro pouziti v analyzach neli-
nearniho chovani nevhodna. Rozdil je ziejmé zplisoben pridanim zubové vazby, kterd zasadné
ovliviiuje vlastnosti systému. PouZzitd druhotna transformacni matice pak obsahuje vlastni tvary,
které nepopisuji fazi odléhani zubd. Pouziti této metody tedy neni vhodné.

Shrnuti

Shodné jako v kapitole 4.1 byly nelinearni jevy zkoumadny prostrednictvim bifurkacnich dia-
gramt, jezZ poskytuji informaci o otdckovych pasmech s klidnym pohybem a pdsmech s rdzo-
vym pohybem. Pfi analyze vlivu drovné kondenzace na kvalitu nelinedrnich jevl se ukazuje,
ze lze velmi vyrazn€ sniZit pocet stupnli volnosti pfi kvalitativnim zachovani bifurkac¢niho dia-
gramu. Ukazuje se ddle, Ze z metod redukce je pro nelinedrni analyzy dobfe pouZitelnd metoda
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Obréazek 4.21.: Bifurka¢ni diagram - maxima (Sed¢) a minima (Cern¢) deformace v ozubeni v za-
vislosti na rychlosti hnaciho hiidele pro hnaci moment M; = 150 Nm na mo-
delu redukovaném dvoutroviiovou metodou typu (A) pfi redukci na 40 stupnd
volnosti

modalni syntézy s kondenzaci a navrZzena dvoudroviiovd metoda redukce typu (A). Naopak
dvoudroviiova metoda redukce typu (B) se ukazuje jako nevhodna.

4.3. Matematicky model vibrolisu na zhutnéni betonové
smesi

V této kapitole bude ukdzan zjednoduSeny model vibrolisu na zhutnéni betonové smési. Jde
o zafizeni pro vyrobu betonovych prefabrikatl, ur¢ené ke zhutnéni a zformovani tekuté beto-
nové smési. Typickymi vyrobky zpracovdvanymi pomoci této technologie (procesem tzv. vibro-
lisovdni) jsou nejraznéjsi profily zamkové dlazby, tenkosténné tvarnice, betonové trubky apod.
(vice viz napft. [Syna¢ 2011]). Pfi zhutnéni dochédzi k vypuzeni prebytecného vzduchu z be-
tonové smési, a tedy ke zlepSeni mechanickych vlastnosti vysledné tvarnice s ohledem na jeji
pevnost a Zivotnost. Kvalita zhutnéni je klicova pro kvalitu vysledného vyrobku. Pfi §patném
zhutnéni betonu mohou ve vysledné tvarnici zistat piili§ velké vzduchové mezery, jejichZ pii-
tomnost v materidlu sniZuje pevnost a Zivotnost vyrobku. Kromé samotného zhutnéni je ovSem
vyrobek ovliviiovan fadou dalsich vlivi, napf. sloZenim a kvalitou betonové smési, konstruk¢-
nim feSenim vibrolisu ¢i formy, prostfedim, v némZ dochdzi k tvrdnuti, apod.

65



4.3 Matematicky model vibrolisu na zhutnéni betonové smési 66

5 x 107° Redukce typu (B), M = 150 Nm
T T T T
2 (—
e : '"I“' . ! “!h”“hhwn' LK l““"l '|ll'“'x |!|I||I|m|||"“n. “!-..,,_ R
o 2
s 2222020 000es s eassecasts .:“! ------- :! l-‘,l::“-- .‘E b - ! ::
g ol :ll!ﬂllm-t-m”u:% ’é?:g:;: &;H-;i '..:-' l . 5 oot :; iau -o_
N ol * *“ sessass, ' * i: 4
(o) II " ‘“‘!‘ . - o
g 1+ i 5}2!!' " “ -
9 se :.n’ ' i'u
3 R '
2 e 8L -
g ; b i !,5! e
x . ¢ 5 . KX -
o -3 i 'l"' " o : |i I.I'l :l‘ l.:.
' i ’-ll Qb “Il!"l oo
o g
| | | | | | | | |

-5
1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000
rychlost hnaciho hridele [ot/min]

Obrézek 4.22.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed¢) a minima (Cern¢) deformace v ozubeni v za-
vislosti na rychlosti hnaciho hiidele pro hnaci moment A}, = 150 Nm na mo-
delu redukovaném dvoudroviiovou metodou typu (B) pfi redukci na 40 stupiiti
volnosti

4.3.1. Popis vibrolisu a princip jeho funkce

Vibrolis je soucasti automatizované linky na
vyrobu betonovych tvéarnic. Na obr. 4.23 je
ukdzan Celni pohled na tento stroj. Dilezitou
soucasti je tzv. vibracni still {1}°. Jde o t&-
leso, které obsahuje dva pary rotort s excet-
ricky uloZenou hmotou, které jsou v protifazi
tak, Ze za rotace se navzdjem rusi horizontalni
sloZka jejich odstfedivych sil, takze je gene-
rovan harmonicky pohyb pouze ve sméru ver-
tikalnim. Excentry maji proménnou excentri-
citu nevyvazki. Pfi ptipravnych krocich pred
samotnou vibraci je excentricita nulové, ro- .
tory negeneruji Zadny pohyb stolu, a teprve Obrédzek 4.23.: Celni pohled na vibrolis (vlevo)
v okamzZiku vibrace dochdzi ke zméné excen- a oznaceni jednotlivych Casti
tricity. Rotory proto mohou byt stdle v chodu,

coz je vyhodné jak z hlediska ¢asové tspory (rotory se nemusi rozbihat a dobihat) tak kvuli zvy-
Seni Zivotnosti rotoru a jejich casti. Cely stll je uloZen v prostoru rdmu na pryzovych silentblo-

6Cisla odkazujf k piislusnému oznadeni v obr. 4.23.
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cich. Dalsi soucasti jsou vibracni listy {2}, které jsou pevné spojeny se stolem, a tzv. dorazové
listy {3}, jez jsou naopak pevné spojeny s ramem. Jsou v prostoru nehybné a v piipadé potieby
je nastavitelna jejich vyska. Pravé vyska dorazi je jednim z parametrt, jejichZ nastavenim lze
ovliviiovat kvalitu zhutnéni. PodloZka {4} je oblédnikova, obvykle dievéna deska, na kterou do-
sedd forma {5} na piislusné tvarnice. Jde o kovové téleso s otvory odpovidajicimi piisluSnym
profilim vyrobku. Dals{ soucasti je upinaci zarizeni {6}, slouzici k uchyceni formy k rdmu. To
je realizovéano prostiednictvim hydraulického zafizeni s nastavitelnym tlakem sevieni. Kontakt
mezi formou a Celistmi je realizovan pomoci pryzovych silentblokt. Velikost tlaku v uchyceni
je dal$im z nastavitelnych parametru, jimiz Ize ovliviiovat kvalitu zhutnéni. Posledni soucasti je
raznik {7}, ktery slouZi k pfitlaceni betonové smési ve formé v priibéhu vibrace.

Vibrolisy jsou v soucasné dobé automatickd zafizeni, kterd pracuji cyklicky. Jeden cyklus
¢innosti tohoto stroje sestdva z nékolika fazi. V prvni fazi ke stroji pfijiZdi pomoci transportniho
mechanismu podloZka, jeZ je nakonec volné uloZena v prostoru vibrolisu na dorazové listy. Na
ni se poté spousti prislusnd forma. Dojde k naplnéni formy betonovou smési, kterd je pomoci
stérky rozprostfena rovnomérné po celé ploSe formy. Ddle je betonova smés shora pfitlaCena
raznikem a v nésledujici fazi dochazi k vlastni vibraci. Stil za¢ne kmitat ve vertikdlnim sméru
a pfi tomto pohybu pomoci vibracnich list nardzi zdola do podlozky. Podlozka dopada zpét na
vibracni liSty ¢i na liSty dorazové, ¢imz dochézi k vypuzovani prebytecného vzduchu z betonové
smési, a tedy k samotnému zhutnéni. Nasledné se forma zvedd a podlozka se zformovanymi
a zhutnénymi betonovymi tvdrnicemi opousti na dopravniku prostor vibrolisu. Cely proces se
cyklicky opakuje.

Parametry ovlivnujici kvalitu zhutnéni

Jak jiz bylo vySe uvedeno, kvalitu zhutnéni ovliviiuje fada faktori. Pro praxi jsou dilezité ty
z nich, které je mozné snadno zménit nastavenim konstrukénich parametrti vibrolisu. Dilezitym
parametrem je vyska dorazovych list, jez ovliviiuje zdsadné kvalitu zhutnéni. Zménou polohy
dorazovych list se méni vyska, ze které forma dopada, a tedy i rychlost pii dopadu. S rostouci
rychlosti dopadu se zvySuje energie uvoliiovand pri razu. Tato energie se z velké Casti disipuje
pravé pri zhutnéni betonové smési. DalSim faktorem ovliviiujicim zhutnéni je doba vibrace.
K nejvétsimu zhutnéni dochdzi na pocatku vibrace, se vzristajicim ¢asem se jiZ stav betonové
smési prili§ neméni. Pokud je Cas vibrace vys$si nez 20 s, vliv na kvalitu zhutnéni je minimalni
a dochazi jen k nezddoucimu namahani stolu [Stanék 1997]. Napft. u vibrolisi Hess je doba
vibrace asi 5 s. Kvalitu zhutnéni rovnéz ovliviiuje tlak Celisti pneumatického zafizeni, v némz
je uchycena forma, a parametry budice - frekvence a amplituda jeho sily. Frekvence budice je
naprt. u vibrolisit Hess v zdkladnim nastaveni 50 Hz, je ov§em v ur¢itém intervalu v okoli této
hodnoty nastavitelnd. Sila budice se da ovlivnit nastavenim excentricity dvojice rotorti. Velikost
sily ovliviiuje kvalitu zhutnéni, ov§em rovnéZ zvysSuje naméhdni stolu, podlozky, i formy, ¢imZ
se sniZuje zivotnost téchto soucasti.

4.3.2. Matematicky model vibrolisu

V této kapitole bude odvozen jak linedrni matematicky model, ktery bude déle s vyhodou vy-
uZit pro problémy optimalizace, tak nelinedrni matematicky model, ktery postihuje vSechny
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Obrazek 4.24.: Vibrolis jako soustava s deviti stupni volnosti

klicové aspekty pohybu rdzové buzeného vibrolisu. Na nelinedrnim modelu bude analyzovéan
vliv vybranych parametrd soustavy na razové sily prenasené do formy s betonovou smési.

Neékteré z parametri (geometrické, materidlové) byly prevzaty z prace [Synac 2011],
ostatni (tuhosti a tlumeni jednotlivych vazeb) byly pro potfeby této prace, kde je cilem pouze
kvalitativni analyza rdzového pohybu, odhadnuty. V pfipad¢ hlubsi analyzy a aplikace na re-
alné zafizeni by bylo nutno tyto koeficienty urcit experimentdlné ¢i numerickymi postupy napf.
pomoci metody konecnych prvkil. Vybrané parametry, jeZ byly pouZzity pro ddle uvadéné nu-
merické simulace pohybu, jsou uvedeny v piiloze A.4.

Linearni matematicky model

Vibrolis je uvazovéan jako rovinny systém, sestavajici ze tii tuhych téles (viz obr. 4.24), kterymi
jsou vibraénf stil (téleso 1 v uvedeném obrazku), podlozka (téleso 2) a forma s betonovou
smési (téleso 3). Hmotnosti jednotlivych téles jsou m; a jejich osové momenty setrvacnosti [;,
1= 1,2, 3. Télesa jsou vazana k rdimu pomoci pruzné viskéznich vazeb podle obr. 4.24. Tuhosti
k1, ko, k3 reprezentuji tuhost ulozZeni budice, tuhosti k7, ks, kg, k1o reprezentuji tuhost pneuma-
tického upinactho zafizeni. Pruzné vazby kys, ks, kes, s = P, L, modeluji v linedrnim ptipadé
tuhost vazby mezi jednotlivymi télesy a v nelinedrnim pripadé, ktery bude prezentovan dile,
budou mit charakter pruznych nardzek. Geometrie stroje je dédna konstantami a;,¢ = 1...4,
hj,7 = 1,2. Buzeni je zajiSténo dvéma pary rotoril s excentricitou e a hmotnosti Am nevy-
vazku. Poloha i-tého télesa je urcena horizontalni vychylkou x; a vertikalni vychylkou y; stiedu
hmotnosti a Ghlem natoceni ;, 7 = 1,2, 3. Matematicky model 1ze odvodit napf. z Lagrangeo-
vych rovnic II. druhu [Zeman & Hlavac, 2004] ve standardnim maticovém tvaru

Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) = f(t), (4.83)
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4.3 Matematicky model vibrolisu na zhutnéni betonové smési 69

kde M € R%? je matice hmotnosti, B € R%? je matice tlumeni, K € R%° matice tuhosti
a q(t) € R? je vektor zobecnénych soufadnic ve tvaru

q= ['rlay1>()017x27y279027x37y37§03]T7 (484)
Matici tlumeni B uvaZujeme proporciondlni matici tuhosti podle vztahu
B=aK, acR'. (4.85)

Budic¢ je reprezentovan dvéma pary protibéznych excentrickych rotord, které zlstavaji v pri-
béhu pohybu v protifdzi, ¢imZ se vzdjemné rusi horizontalni slozka odstiedivé sily. Déle bude

Amew?] A $y1 o A ?'Amew2

[wt+@, »\ {J}/ N _l

¢he l_Z| C Si X1

>l o
>

Obrazek 4.25.: Schématické zndzornéni jednoho paru excentrli a plisobici sily

uvazovéan maly rozdil dhlového natoCeni ¢ (viz obr. 4.25) dany nedokonale protibéZnym po-
hybem rotord. U kazdého rotoru je predpokladana konstantni thlova rychlost otaceni rotoru w.
Vektor buzeni 1ze odvodit napf. pomoci principu virtudlnich praci — pro prvni par excentrt 1ze
psét vektor buzeni f.;(¢) € R? ve tvaru

[ coswt — cos (wt + @) |
sinwt + sin (Wt + o)

he(coswt — cos (wt + + I(sin wt — sin (wt +
Falt) = Ame? | ( (Wi + o)) +1( Wi+l | (4.86)

0

Odtud je zfejmé, Ze pro piipad, kdy jsou excentry dokonale protibézné, je ¢y = 0 a vektor
budicich sil (4.86) prechdzi do tvaru

0
sin wt

for(t) = 2Amew? 0 € R°. (4.87)
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Analogickym zptsobem lze sestavit vektor buzeni od druhého pdru excentrii f.o a potom cel-
kovy vektor buzeni excentry f.(t) je

Je(t) = fer + feo. (4.88)

Optimalizace tuhosti ulozeni vibracniho stolu

Na konzervativnim modelu pfidruzeném k nekonzervativnimu systému (4.83) byla provedena
optimalizace tuhosti budice s cilem ur&it tuhost &, tak, aby prvni vlastni frekvece’ f;, charak-
terizovana dominantnim vertikalnim kmitdnim budice, byla pfeladéna na budici frekvenci f.
Po tomto preladéni bude dochdzet k maximalnimu vyuZiti energie budie na kmitini v prv-
nim moédu. Pro urceni vlastnich tvart a vlastnich frekvenci soustavy je nutné provést modalni
analyzu, tedy feSeni zobecnéného problému vlastnich hodnot [Zeman & Hlavac, 2004]. Kon-
zervativni soustava pridruZzend k (4.83) je dana ve tvaru

Md(t) + Kq(t) =0, (4.89)

a vysledkem modalni analyzy [Zeman & Hlavac, 2004] jsou spektrdlni matice A a modalni
matice V' ve tvaru

A =diag{Q2}, v=1...9, V=|wv|...|v |, (4.90)

kde 22 jsou kvadréty vlastnich frekvenci a v,,v = 1...9, jsou vlastni vektory. Pro vlastni
optimalizaci tuhosti k; formulujeme cilovou funkci v jako [Hlavac 1995]

2
¥ =1(k) = (1 - @) : (4.91)

kde f; je prvni vlastni frekvence, na kterou je systém ladén, a f; = fi(k;) je ladéna prvni
vlastni frekvence. Je zfejmé, Ze takto definovand funkce je vZdy nezdpornd a minima nabyva
pro fi(ky) = f,. Optimaliza¢ni dlohu nalezeni optimdlni tuhosti %, lze pak definovat jako
hledani minima cilové funkce 1), resp. argumentu cilové funkce v bod€ nabyvani minima

ki = arg min [(k1)] . (4.92)

Obr. 4.26 ukazuje pribéh cilové funkce ¢ a pribéh prvnich dvou vlastnich Cisel v zavislosti
na tuhosti k; budice pii optimalizaci na budici frekvenci f, = 50 Hz. Argument minima této
cilové funkce je roven hledané optimdlni tuhosti k1. V tab. 4.3 jsou uvedeny vlastni frekvence
systému pred optimalizaci a po optimalizaci. Je ziejmé, Ze doSlo k poZadovanému preladéni
prvni vlastni frekvence.

"Vlastni frekvence v [Hz] bude dile oznatovéana symbolem f, vlastni frekvence v [rad/s] symbolem €.
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Obrazek 4.26.: Pribéh cilové funkce 1) a prubeéhy prvnich dvou vlastnich ¢isel systému v zavis-

losti na k;
Poradi vl. | Pfed op- | Po optima-
fr. [-] timalizaci | lizaci [Hz]
[Hz]
1 39,22 50,00
2 53,25 59,18
3 80,61 80,66
4 107,57 107,57
5 126,70 126,75
6 153,59 156,01
7 206,92 225,08
8 225,08 240,61
9 272,50 272,52

Tabulka 4.3.: Vlastni frekvence systému pred optimalizaci a po optimalizaci

Nelinearni matematicky model

Pro simulaci rdzového pohybu vibrolisu byl uvazovan fyzikdlni model uvedeny na obr. 4.24,
nyni ovSem s uvazenim pruznych vazeb k4, kyp, ks, ksp, ks, kep jakoZto pruznych narazek.
Matematicky model nelinedrni soustavy lze v tomto ptipadé formulovat ve tvaru

Mq(t) + Bq(t) + Kq(t) = fn(hp(a)) + fe(t). (4.93)

kde M, B, K € R%? jsou matice hmotnosti, tlumen{ a tuhosti, fx(h,(q)) € R? je vektor neli-
nearnich sil pfenaSenych pruznymi nardzkami, a f.(t) € R? je vySe definovany vektor buzeni od
excentrl. Zde matice tuhosti K obsahuje pouze tuhosti piislusejici linedrnim pruznym vazbam.
Funkce h, = h,(q),p = 1,...3 jsou funkce pfepinaci hranice. Tyto funkce lze pfi posuvech
x; v horizontdlnim sméru zanedbatelnych vzhledem k pfislusSnym rozmérim téles a vzhledem
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k malym vychylkdm ¢; popsat jako

hi(q) = (61 + Y2 F asp2) — (Y1 F azepr),

ha(q) = (62 + y3 F azps) — (Y2 F azepo), (4.94)

h3(Q) = Y2 + aq2,

kde 91, 95 jsou vzdalenosti stfedu téles 1 a 2 a téles 2 a 3 ve vychozi poloze. Vektor nelinedarnich
sil fn(h,(q)) opét postihuje charakter nardzZky — pfi pohybu bez kontaktu mezi piislusnymi
dvéma télesy generuje nulovou silu, zatimco pii pohybu v kontaktu je aktivizovédna elasticka
sila v narédzce.

Obr. 4.27 ukazuje ¢asové prubéhy vertikdlnich vychylek formy y3 = y3(¢) pro vybrané
budici frekvence jak pro stav pfed optimalizaci, tak po optimalizaci, tj. po naladéni tuhosti
budice tak, aby se prvni vlastni frekvence shodovala s frekvenci budici. Z vysledku je patrny
narust vychylek po provedeni vyse uvedeného optimalizacniho procesu. Z Casovych pribéhu
je rovnéz ziejmé, ze velikost téchto vychylek a kvalita ¢asového pribéhu je ovlivnéna budici
frekvenci. Tento vliv bude analyzovan déle. Nasledujici obr. 4.28 ukazuje fazové trajektorie
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Obrizek 4.27.: Casové pribéhy vertikdlni vychylky formy ys pro riizné budici frekvence pro
stav pred optimalizaci a po optimalizaci

vertikdlni vychylky formy ys, ptislusejici vySe uvedenym ¢asovym prubéhiim, pro rizné hod-
noty budici frekvence. Na obr. 4.29 jsou ukdzany fazové trajektorie vertikdlniho pohybu budice.
Ukazuje se, Ze pohyb budice neni vzhledem ke své velké hmotnosti rdzy vyznamné ovlivnén
a v ustidleném stavu je tento pohyb kvaziharmonicky.

Na vySe uvedeném nelinedrnim matematickém modelu byla provedena analyza rdzové
sily prenaSené pruznymi nardZkami. Pro simulace bylo uvaZzovdno harmonické buzeni stolu
s frekvenci f = (40,60) Hz. Pro zvolené konkrétni budici frekvence z tohoto intervalu byla
provedena numericka simulace pohybu jak pro soustavu s pivodnimi parametry, tak s parametry
optimalizovanymi postupem uvedenym v kap. 4.3.2 tak, aby prvni vlastni frekvence odpovidala
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Obrazek 4.28.: Fazové trajektorie vertikalni vychylky formy y3 pro rizné budici frekvence pro
stav pred optimalizaci (Sed€) a po optimalizaci (Cern¢)
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Obrazek 4.29.: Fazové trajektorie vertikalni vychylky budice y; pro rizné budici frekvence pro
stav pred optimalizaci (Sed€) a po optimalizaci (Cern¢)

frekvenci buzeni. Necht' F// je ozna&ent sily prenesené nardzkou mezi i-tym a j-tym t€lesem®.

V grafu na obr. 4.30 je ukdzdna zdvislost maximdlni rdzové sily M F/ pienaSené pruznymi
nardzkami na frekvenci buzeni. Tato sila je ddna jako

YEI(f) = max FY(f,1). (4.95)

Po provedeni optimalizace je v daném frekvencnim pdsmu patrné zvySeni maximalnich rdzo-
vych sil. Z pribéhi téchto funkef je ziejmé, pro které frekvence buzeni bude razova sila M F/23
v nardzkach formy maximalni. Pravé razové sily piisobici na formu s betonovou smési hraji kli-
¢ovou roli pro rychlost a kvalitu zhutnéni. Zaroven je vidét zavislost rdzovych sil pfendSenych
ostatnimi narazkami, jez jsou pro optimalizovany modelu rovnéz v celém uvazovaném pasmu
budici frekvence vyssi.

8Index 0 necht’ zde ndleZi ramu.
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x 10* Maximum sily v narazkach
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Obrazek 4.30.: Maximum sily pfendSené nardzkami v zdvislosti na frekvenci budice pro systém

s ptivodnimi parametry (Sedé) a optimalizovanymi parametry (¢erné)

Shrnuti

Na matematickém modelu vibrolisu byla provedena optimalizace tuhosti uloZeni vibracniho
stolu s cilem naladit prvni vlastni frekvenci systému do rezonance s budici frekvenci. Tento po-
stup byl uplatnén pro rizné hodnoty budici frekvence s cilem nalézt takovou kombinaci tuhosti
uloZeni vibrac¢niho stolu a budici frekvence, aby rdzové sila pfendSend na formu byla maximaélni.
Ukazuje se rovnéZz, Ze optimalizace provedena na linedrnim modelu ma pozadovany vliv i v mo-
delu nelinedrnim, zfejmé vzhledem k velké hmotnosti vibracniho stolu, jehoZ pohyb neni rdzy
vyrazné ovlivnén. V piipadé€ hlubsi analyzy by bylo potfeba zajistit, aby pfi provozu soustavy
v rezonanci s prvni vlastni frekvenci nedochdzelo k prekroceni pfipustného naméahani soucésti.
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5. Zaver

Tato price se zabyva matematickym modelovanim kmitani mechanickych soustav s razy. Uvod-
ni kapitola stru¢né shrnuje historicky vyvoj dané oblasti a popisuje Sirokou tfidu aplikaci, jez
jsou motivaci pro studium razi v kmitajicich mechanickych soustavich. Nasledujici kap. 2
podava prehled o zakladnich matematickych modelech rézu, jimiz jsou elementérni teorie rizu,
Kelvintv-Voigtiiv model, Huntiiv-Crossleytiv model rdzu a Hertzova teorie razu. V kap. 3 je
uvedena teorie nehladkych systémi a vybrané metody pro jejich feSeni — metoda prepinani
modelli a metoda zhladCeni nehladkych funkei.

Aplikacni ¢ast je vénovdna matematickému modelovani a analyze konkrétnich mecha-
nickych soustav s rdzy. Nejprve je odvozen zjednoduseny matematicky model torzniho kmiténi
jednostupniové prevodovky s uvazovdnim moznosti odlehnuti zubového zdbéru. Model ve formé
siln€ nelinedrni soustavy se Ctyfmi stupni volnosti je implementovéan v systému MATLAB a for-
mou bifurkacnich diagramii, zobrazujicich zavislost extréml deformace ozubeni na otackach
hnaciho htidele, je demonstrovano nelinearni chovani systému. V nasledujici ¢asti je popsan
zpusob modelovani rotord metodou konecnych prvki a formulace matematického modelu sys-
tému sestdvajictho ze subsystémi metodou modalni syntézy s kondenzaci. Na tomto zdkladé
je v systétmu MATLAB vytvofen komplexni matematicky model testovaci prevodovky s uva-
Zovanim moZnosti odlehnuti zubového zdbéru. Je ukdzéan vliv irovné kondenzace na vypocetni
¢as a na zachovani charakteru nelinedrniho chovéani systému. Pfi vybranych numerickych si-
mulacich je uvedeno srovnani vypocetniho Casu pii uziti obou uvazovanych metod feSeni. Je
zde testovana dvoutiroviiovd metoda redukce matematického modelu, kterd zohlediuje vlastni
tvary kmitu s vyznamnou deformaci zubové vazby. Ddle je uveden matematicky model vibro-
lisu na zhutnéni betonové smési, na némz je provedena optimalizace tuhosti budice a analyza
vlivu budici frekvence na razové sily prendsené na formu s betonovou smési.

Zavérem lze konstatovat, Ze z pouZzitych numerickych pristupt pro feseni nehladkych sys-
tému se jako mirn¢ vhodnéjsi jevi metoda zhladCeni nehladké funkce, ktera ve vétsiné piipadu
vykazuje pon€kud niZsi vypocetni ¢as neZ metoda prepindni modeld. V pfipadé prevodovych
ustroji umoznuji uvedené bifurkacni diagramy predikovat takové oblasti otdcek, pfi kterych
bude dochézet k pohybu s vyskytem razii v ozubeni, a tedy ke zvySenému namahani ozubenych
kol. Zaroven lze pro konkrétni hnaci a zat€Zny moment urcit oblasti s klidnym chodem. Pou-
zité metody redukce se ukazuji jako ucelné, nebot’ vedou k vyrazné uspore vypocetniho Casu,
kterd je dlilezitd zejména pii vypocetné naro¢nych nelinedrnich analyzach. Z navrzenych me-
tod dvoutroviiové redukce se metoda typu (A) ukazuje jako vyhovujici, zatimco metoda typu
(B) nikoli. Analyzy provedené na zjednoduseném torznim modelu ptfevodovky se Ctyfmi stupni
volnosti ukazuji, Ze v tomto pripadé systému s pouhymi dvéma poddajnymi Cleny se objevuji
plné kaskdady bifurkaci zdvojenim periody, zatimco v pfipadé komplexniho modelu vytvoreného
metodou konecnych prvkd, jenZ je presnéjsim modelem fyzikdlni reality, se podobné chovani
vyskytuje spiSe lokdlné. Tato skutenost souvisi s prostorovym kmitdnim hiideld.



5 Zavér 76

V budoucnu by bylo mozno pristoupit ke komplexnimu modelovani nelinedrnich jevi
v prevodovych ustroji zahrnujici napf. nelinearity loziskovych vazeb ¢i vliv statoru, na nichz
lze zkoumat vliv parametri na odezvu na typickd buzeni. Dal$i moznosti je hlubsi studium
alternativnich zpisobt redukce poctu stupniti volnosti s vybérem hlavnich tvarti kmitu podle
miry deformace nejriznéjsich vazeb. Tento zplisob by pfi vhodném zpracovani umozioval dalsi
redukci poctu stupiitll volnosti pii priblizném zachovani nejen zdkladnich modalné-spektralnich

vlastnosti, ale rovnéZ pfi zachovani zdkladnich vlastnosti deformace vazby.
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A. Piilohy

A.1. Piiklad aplikace metody zhlac¢eni nehladké funkce v prostiedi MATLAB

function HBraz_SM
clear all; close all; clc;
% Parametry ===========================

m = 1; % [kg] hmotnost HB

k = leo; % [N/m] tuhost zavesu

b = 1e2; % [Ns/m] tlumeni zavesu
kn = 5e9; % [N/m] tuhost narazky
delta = le-4; % [m] vule

eps = lel7; % konstanta pro sm. m.

opt = odeset ('AbsTol’,le-8);

PP = [-1,0]; % Pocatecni podm.
t = [0 .1]; % cas simulace
[T, U] = oded5(@(t,u)fce(t,u,m,b,k,kn,delta,eps), t, PP, opt);

subplot (1,2,1);plot(T,U(:,1),"k=");grid on; hold on;
subplot (1,2,2);plot(U(:,1),U(:,2),"k=");grid on; hold on;

function du = fce(t,u,m,b,k,kn,delta, eps)

h = u(l)-delta; % Fce prepinaci hranice
M = [m]; % Matice hmotnosti

B = [b]; % Matice tlumeni

K = [k+knx (1/2+1/pixatan(eps*h))]; % Matice tuhosti

f = 0; % vektor buzeni

A = —[zeros(l), —eye(l); % Systemova matice

inv (M) *K, inv (M) *B];

F = [zeros(l,1); inv(M)=*f]; % Vektor buz. ve st. pr.

du = Axu + F;



A.2. Piiklad aplikace prepinaciho modelu v prostredi MATLAB

function HBraz_SW
clear all; close all; clc;
% Parametry ===========================

m = 1; % [kg] hmotnost HB

k = leé6; % [N/m] tuhost zavesu

b = 1le2; % [Ns/m] tlumeni zavesu
kn = 5e9; % [N/m] tuhost narazky
delta = le-4; % [m] wvule

opt = odeset ('AbsTol’,1le-8);

PP = [-1,0]; % Pocatecni podm.
t = [0 .1]; % cas simulace
[T, U] = ode4d45(@(t,u)fce(t,u,m,b,k,kn,delta), t, PP, opt);

subplot (1,2,1);plot(T,U(:,1),"k-");grid on; hold on;
subplot (1,2,2);plot(U(:,1),U(:,2),"k=");grid on; hold on;

function du = fce(t,u,m,b,k,kn,delta)

h

o\

u(l)-delta; Fce prepinaci hranice

M = [m]; % Matice hmotnosti
B = [b]; % Matice tlumeni
if h < 0
K = k; % Matice tuhosti - bez narazky
else
K = k+kn; % Matice tuhosti - s narazkou
end
f = 0; % vektor buzeni
A = —[zeros(l), —-eye(l); % Systemova matice

inv (M) *K, inv (M) *B];

F = [zeros(l,1); inv(M)x*f];

o\°

Vektor buz. ve st. pr.

du = Axu + F;
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A.3. Vybrané parametry torzniho modelu kmitani
jednostupnové prevodovky

| Parametr | Oznaceni | Hodnota |

— 2

Momenty setrva¢nosti diskd 2 _ 2 8: (1)0[17{§jln[llgm2]

Tuhosti hiidelt k1 = ko 6,2905 - 10* [N/rad]

Koeficient proporciondlniho tlumeni hiidelt o} 5-107* [s]

Poloméry pastorku a kola Tp =Tk 0,08 [m]

Boéni vile v ozuben{ L 10~* [m]

Tuhost ozuben{ k., 8- 10% [N/m]

Tlumeni ozubeni b, 0 [Ns/m]

Tabulka A.1.: PouZité parametry pro model torzniho kmitdni jednostupniové prevodovky

A.4. Vybrané parametry vibrolisu na zhutnéni betonové

smeési
| Parametr | Oznateni | Hodnota |

Hmotnost budiCe v¢. excentri my 1020 [kg]
Hmotnost podlozky mo 100 [kg]
Hmotnost formy ms 425 [kg]

ay 0,71 [m]

as = Qs 0,44 [m]

o . . as 0,89 [m]

Geometrické parametry (oznaceni viz obr. 4.24) a 0.33 [m]

hq 0,3 [m]

ho 0,1 [m]

]{?1 = k?7 = klO O - 107 [N/m]
Tuhosti vazeb (oznaceni viz obr. 4.24) ky = ks = kg = kg = | 5-10" [N/m]

ki1 = k1o

kys, kss, ks, s = P, L, 1-107 [N/m]
Koeficient proporcionalniho tlumeni a 3-1073 [s]
Budici frekvence fo 50 [Hz]
Vychozi vzdélenost téles 1 a 2 01 5-107° [m]
Vychozi vzdéalenost téles 2 a 3 01 1-107° [m]

Tabulka A.2.: PouZzité parametry vibrolisu na zhutnéni betonové smési
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A.5 Parametry testovaci prevodovky

80

A.5. Parametry testovaci prevodovky

| Parametr | Ozn. | Hodnota
Tuhost ozuben{ k. 4 -10% [N/m]
Pomérny ttlum hiidelt D 0,005 [-]
Pocet zubti pastorku j7is 40
Pocet zubi kola Pt 40
Normadlovy thel zabéru o 20 [°]
Uhel sklonu boku zubt 15} 15 [°]
Uhel spojnice stfedti valivych kruZnic a roviny | v 0[°]
Ty - viz obr. 4.10
Polomér valivé kruZnice pastorku rP 80 [mm]
Polomér valivé kruZnice rk 80 [mm]
Boc¢ni vile v ozubeni i 4-107° [m]

Tabulka A.3.: Parametry ozubeného ptfevodu testovaci prevodovky

| Parametr | Ozn. | Hodnota
Primér zuZené Casti hiideld r1 0,03 [m]
Primér Sirsi ¢asti hiidele ro 0,04 [m]
Délka konecného prvku ve ziZené Casti hiidele | [, 0,03 [m]
Délka konecného prvku v SirSi ¢asti hiidele leo 0,026 [m]

Tabulka A.4.: Geometrické parametry rotorovych subsystému - viz obr. A.1
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Obrazek A.1.: Diskretizace rotorovych subsystémi
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A.6. Bifurkacni diagramy pro razné rezimy vneéjsiho
zatizeni

x107° M =150 Nm
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Obréazek A.2.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed¢) a minima (Cerné) deformace v ozubeni v za-
vislosti na rychlosti hnaciho hiidele pro hnaci moment A/;, = 150 Nm s uvazo-
vanim cirkula¢ni matice C
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Obréazek A.3.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed¢) a minima (Cerné) deformace v ozubeni v za-
vislosti na rychlosti hnaciho hfidele pro hnaci moment A}, = 200 Nm
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X 10‘5 M =500 Nm
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Obréazek A.4.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed¢) a minima (Cerné) deformace v ozubeni v za-
vislosti na rychlosti hnaciho hfidele pro hnaci moment A/}, = 500 Nm

X10_5 M =10 Nm
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Obrazek A.5.: Bifurkacni diagram - maxima (Sed€) a minima (Cerné) deformace v ozubeni v za-
vislosti na rychlosti hnactho hfidele pro hnaci moment M}, = 10 Nm
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