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Uvod

Ve své bakalatskeé praci se vénuji konstrukci ¢iselnych oborti. Moje prace je
¢lenéna do Ctyt kapitol, které se postupné vénuji vzniku jednotlivych ¢iselnych obord.
V jednotlivych kapitolach je vzdy prvnich par fadkli vénovano obecnému popisu
¢iselného oboru, kterého se dané kapitola tyka. Moje prace je strukturovana tak, aby
jednotlivé ¢iselné obory §ly za sebou tak, jak je toho vyuzivano v jejich konstrukcich, a
pokud nebude uvedeno jinak, jsou vSechny véty a definice prevzaty z publikaci, které

jsou uvedeny seznamu pouzité literatury.

Z hlediska historie mizeme vznik ¢iselnych obort rozdé€lit do nékolika
zékladnich obdobi. V prvnim z nich se lidé omezovali pouze na primitivni matematiku.
Ciselné zpravy se pied nékolik desitkami tisic let uchovavaly pomoci uzlikii na
provazech, oblazky, lasturami ¢i zafezy do dfevénych holi ¢i kosti. Vzhledem k tomu,
ze se jedna o zpusoby, které mély za tikol v prvni fad€ popsat pocet predméti a podavat
informace o mnozstvi, vystacili si tehdy nasi pfedkové s tim, co dnes nazyvame

mnozinou piirozenych ¢isel.

Jiz staii Egypt’ané pouzivali ve svych matematickych textech to, cemu fikame
egyptsky zlomek. Avsak i fecti a indi¢ti matematikové studovali tento typ Cisel, ktery
bychom dnes nazvali kladnymi racionalnimi ¢isly. Nejznaméjsim dilem, kde se zlomky
vyskytuji, jsou Euklidovy Zéklady, jejichz vznik je datovan zhruba do roku 300 pied

nasim letopoctem.

Nejstarsi znamou zminku o pouziti iracionalnich ¢isel mame z doby mezi
800-500 lety pted nasim letopoctem z Indie. AvSak prvni diikazy o existenci
iracionalnich &isel souviseji s objevem nesouméfitelnych tisedek ve starém Recku.
Diikaz nesouméfitelnosti strany a thlopticky ve ¢tverci nebo pétithelniku je pfipisovan
pythagorejctim. Rika se Ze Hippasus z Metapontu byl tim, kdo objevil iracionalni &isla,
kdyz se snazil reprezentovat pomér mezi délkou uhlopticky a stranou Etverce jako

pomeér dvou piirozenych cisel.

Se zapornymi Cisly poprvé pracovali ¢insti matematikové piiblizné v prvnim
stoleti pfed naSim letopoctem, kteti pomoci Cerné a cervené zbarvenych ty¢inek
vyjadfovali na pocetni desce zaporné a kladné koeficienty soustav linedrnich rovnic,

jejichz algoritmicky zptisob feseni objevili. Prvni zminka z Evropy byla z Recka z 3.



stoleti naseho letopoctu. K iplnému uznani zapornych ¢isel doslo v evropské

matematice az po objevu postupu feseni kubickych rovnic v 16. stoleti.

V historii se objevuji nejprve kladna Cisla, poté zdporna a komplexni, pozdéji
pak rizné druhy hyperkomplexnich ¢isel. Vznik jednotlivych ¢iselnych obori mizeme

popsat fadou: N - Qt >Rt - Z~,Q", R"— C.

Konstrukce mnoziny celych, resp. raciondlnich ¢isel jsou v této praci provedeny
KuroSovou konstrukci z 30. let minulého stoleti. Redlna ¢isla se konstruuji metodou
Dedekindovych fezi, které jsou pojmenovany podle Richarda Dedekinda, ktery na
rozdil od svych soucasniktl, kteti zakladali konstrukci redlnych ¢isel na nekone¢nych
tadach, zalozil svou teorii na myslence tzv. fezi' v racionalnich &islech, které od sebe

oddéluji racionalni a iracionalni ¢isla.

! Metodou Dedekindovych fezl se budeme bliZe zabyvat ve Ctvrté kapitole.



KAPITOLA 1

Prirozena Cisla

Pfirozena cisla jsou, vedle nékterych geometrickych poznatkl, jednim
Z nejstarSich matematickych objektli, kterymi se lidé zaobiraji. Pfirozena cisla vznikla
hlavné jako potifeba popsat pocet piedmétii, nebo podat informaci o mnoZstvi.
Matematici se snazili nékolik stoleti zpracovat axiomaticky teorii pfirozenych cisel.
Toto se podafilo az italskému matematikovi Guiseppe Peanovi (1858 - 1932) na

ptelomu 19. a 20. stoleti.

1.1 Peanovy axiomy

Peanovy axiomy jsou pojmenovany na pocest italského matematika G. Peana, ktery
jako prvni vytvofil axiomatizaci pfirozenych ¢isel vyhovujici dneSnim pozadavkiim na
piesnost. Tyto axiomy zavadéji pfirozena ¢isla pomoci pojmu nasledovnik. Peanovych
aximomu je celkem devét (budeme znalit A1-A9), kde prvnich pét axiomu urcuje
mnozinu pfirozenych Cisel a zbylé Ctyfi vymezi pocetni operace.
Piedtim zavedeme znaceni dale pouzivanych symbold. Pismeny a, b, ..., x, ¥, z budeme
znacit proménné pro pfirozena Cisla. Pro operaci ,,nasledovnik® pouzijeme symbol ,,"*,
operaci ,,s¢itani* oznacime ,, + “. Pro operaci ,,ndsobeni* pouzijeme znak ,, . “ a pro
oznaceni rovnosti pouzijeme ,, = “. Dale budeme pouzivat znaky ,=*, , =%, ,,€“, ,,C*
Vv jejich obvyklém vyznamu a také béZné znaky predikatového kalkulu.
Axiomy budeme formulovat nasledovné:
(Al) Mnozina N pfirozenych Cisel je neprazdna.

Axe N)x=1
(A2) Pokud prvek nalezi mnoziné ptirozenych Cisel, pak do této mnoziny patii i jeho
nasledovnik.

(Vxe N)@ye N) y=x'

(A3) Cislo 1 neni nasledovnik zadného prvku.
(Vx eN)x' #1

(Ad4) Operace ,,nasledovnik® je bijektivni zobrazeni.

VxeN)(VyeN)x' =y =2 x=y
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(A5) Jestlize mame libovolnou mnozinu R c N takovou, Ze 1 € R, a navic pro kazdé
X € R také x' € R, potom plati R = N (tento axiom nam fik4, Ze mnozinu pfirozenych
Cisel tvoii prave prvek 1 a jeho nasledovnici).

{RcNA[1eRA((vxER)@y€ER) y=x")]}>R=N

Nasledujici axiomy definuji s¢itani a ndsobeni:

(A6) (VxeEN)x+1=x'

(A7) (VxeEN)(VyeN)x+y = (x+y)
(A8) (VxeN)x.1=x

(A9) (VxeN)(VyeN)x.y =x.y+x

(Podle [Bot11], str. 30.)
Na zaklad¢ piedchozich axiomil, mizeme nyni formulovat zékladni véty o

s¢itani a nasobeni ptirozenych cisel.

1.2 Vlastnosti operace s¢itani a ndsobeni pfirozenvch &isel

Véta 1.2.1 (Véta o sCitani prirozenych cisel):
Pro kazdé dv¢ ptirozena ¢isla x, y, resp. pro kazda tfi ptirozena Cisla x, y, z plati, Ze:

l. Soucet x + y je jednoznacné definovan.
Il. x+y=y+x (Véta o komutativnosti s¢itani)
.  (x+y)+z=x+ (y+2z) (Vétao asociativnosti s¢itani)

V. x+z=y+z=>x=z (Véta o kraceni vzhledem ke sc¢itani)

Pfirozena cisla (N,+) tvofi komutativni pologrupu s kracenim vzhledem k operaci

sCitani.
Véta 1.2.2 (Véta o ndsobeni pfirozenych ¢isel):
M¢jme libovolna Cisla x,y,z € N. Potom plati, ze:

l. Soucin x.y je jednozna¢né definovan.
. x.1l=x (Vlastnost jedni¢ky-axiom A8)

I1. X.y=y.Xx (Véta o komutativnosti nasobeni)
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V. x.(v.2) =(x.y).z (Véta o asociativnosti nasobeni)

V. X.Z=y.Z >2y=Xx (Véta o kraceni vzhledem k nésobeni)

Pfirozena ¢isla (N,-) tvoii komutativni pologrupu s kracenim majici jednotkovy prvek,

kterym je ¢&islo 1, tj. (N,-,1) je komutativni monoid s kracenim.
Véta 1.2.3 (Véta o distributivnosti)
Mg¢jme libovolna ¢isla x, y, z € N. Potom plati, ze:

l. x.(y+z)=xy+x.2z (Véta o distributivnosti zleva)
. y+2)x=y.x+zx (Véta o distributivnosti zprava)

Pfirozena ¢isla (N, +,") tvofi komutativni polookruh s jednotkovym prvkem.

Priklad 1.2.1

Je-li ddno mn Cisel a;;, kde 1 < i <m,1 < j <n, zoboru, v némZ plati

zékony asociativni a komutativni, a oznac¢ime-li

n n
Z —bl,zazj :bz,...,zamj:bm,
m m m
Zallzclfzaﬂ:CZ' 'Zaln_cn'
i=1 i=1 i=1
pak
m n
Qb=
i=1 j=1
Dokazte!

(Ptevzato z [Hru53], str. 107/68.)

Dana ¢isla a;; si lze piedstavit jako prvky matice typu m X n.
( a1,1 alln )
Am1 - Qmn
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Soucty b; jsou soucty ¢isel v i-tém fadku a c; soucty ¢isel v j-tém sloupci matice. Zadani
ulohy pak mizeme interpretovat jako dikaz toho, Ze soucet prvkii v matici je stejny, at’

s¢itdme prvky po fadcich nebo po sloupcich.

m n n n
Dbi=bitby ket by = ) ayt Y gt Y ay =
' = =

i=1 j=1
= (a1 +apz+ -+ am) + (@ +azg+ -+ a) + -+ (@m1 + Az + -+ + Amn)

S¢itani piirozenych cisel je komutativni a asociativni, proto lze postupnym uzitim
téchto vlastnosti prvky a,q,asq, ..., amq premistit k prvku a;;, podobné ¢isla

Ay, A3, v, Ay K Clenu aq, atd. az ay,, sy, .., Amn K Clenu aq,. Je tedy

m
Z by =(ay1 +az + -+ am) + (@2 +ago + -+ Q) + -+ +
i=1

+(a1n +az, + -t amn) =

m m m
=Zai1+2ai2+---+2am=cl+cz+~--+cn=

i=1 i=1 i=1 Jj

Cj

n
=1

1.3 Usporadani ptirozenych &isel

V této kapitole budeme definovat uspofadani mnoziny piirozenych ¢isel. Dale si
zde ukazeme také nékteré jeho vlastnosti. Zaéneme definici relace byt ostie mensi a byt
mensi nebo roven.

Pozn. Pripomenme, Ze relaci R rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu
mnozin. V nasem ptipad¢ budeme relaci rozumét binarni relaci na néjaké mnozing A, tj.
néjakou podmnozinu mnoziny vSech uspoiadanych dvojic (x,y)€ AXA =
{{(x,yhxe Any€eA}
Definice 1.3.1 (Relace byt osti'e mensi)
Vx,yeN)x<y @@neNx+n=y
Rikame, Ze pfirozené &islo x je ostie mensi neZ pfirozené ¢&islo y (znadime

x < y), pravé tehdy kdyz existuje ptirozené ¢islo n takové, ze x + n = y.
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Definice 1.3.2 (Relace byt mensi nebo roven)

Rikéme, Ze ptirozené Cislo x je mensi nebo rovno ptfirozenému Cislu y (zna¢ime

x < y), pravé tehdy kdyz x < y nebo x = y.

Analogicky miizeme definovat pojem byt ostie vétsi a byt vétsi nebo roven:

Definice 1.3.3 (Relace byt ostie vétsi)
(Vx,y EN)x>y ©@@neN)x=y+n
Rikame, Ze pfirozené &islo x je ostie vétsi neZ pfirozené &islo y (znadime x >

¥), prave tehdy kdyZ existuje ptirozené Cislo n takové, ze x = y + n.

Definice 1.3.4 (Relace byt vétsi nebo roven)
Rikame, ze piirozené €islo x je vétsi nebo rovno pfirozenému cislu y (zna¢ime

x = y), pravé tehdy kdyz x > y nebo x = y.

Nez budeme moci uvést dalsi definice, pfipomeneme n¢kolik dalSich pojmii:

Definice 1.3.5 (relace reflexivni, antireflexivni)
Relace R je reflexivni, jestlize pro libovolné a € A, plati (a, a) € R.

Relace R je antireflexivni, jestlize pro libovolné a € A, plati (a, a) & R.

Definice 1.3.6 (relace symetrickd, antisymetricka, siln¢ antisymetricka)
Relace R je symetricka, jestlize Va,b € A (a,b) € R = (b,a) € R.
Relace R je antisymetricka, jestlize Va,b € A {(a,b) € R,(b,a) ER = a = b.
Relace R je silné antisymetricka, jestlize Va,b € A (a,b) € R = (b,a) & R.

Definice 1.3.7 (relace tranzitivni)

Relace je tranzitivni, jestlize Va, b,c € A{a,b) € R \(b,c) € R = {(a,c) € R.

Definice 1.3.8 (relace ekvivalence)

Relaci, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni nazveme relaci ekvivalence.
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Definice 1.3.9 (relace usporadéani, uspofddand mnozina)
Uspofadanim na mnozin¢ rozumime binarni relaci na mnoziné, ktera je
reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. MnoZinu spolu s relaci nazveme uspofadanou

mnozinou. Uspofadani dané relaci <, resp. = budeme nazyvat pfirozené uspotadani.

Veéta 1.3.1 (Vlastnosti uspotfadani)

Ostré uspotfadéani (<,>) na mnoziné piirozenych cCisel N je antireflexivni, silné
antisymetrické a tranzitivni. Pfirozené uspotfadani (<, >) na mnoziné pfirozenych cisel

N je relaci reflexivni, antisymetrickou a tranzitivni.
Véta 1.3.2 (Monotonie uspotradani)

Relace ostrého i ptirozené¢ho uspotradani jsou monotdnni vici s¢itdni i nasobeni, tj.

Vx,y,zeN)x<y=x+z<y+z
(pticitani stejného Cisla k obéma stranam nerovnosti) a
(Vx,y,zEN)x<y=>x.2z<y.z
(ndsobeni obou stran nerovnosti stejnym cislem), resp.
Vx,y,zEN)x<y=x+z<y+zax<y=x.z<y.z
Véta 1.3.3 (Trichotomicnost relace)
Relace ostrého uspotradani na mnozin¢€ prirozenych ¢isel N je trichotomicka,
tj. plati pro libovolna ¢isla x, y € N prave jedna zmoznostix <y Vx =y Vx > y.
Diusledek véty 1.3.3:
Pfirozené uspofadani < na mnoziné N je linearni.

1.4 Matematickd indukce a dobie uspofadand mnozina

Matematicka indukce je, jako velice dilleZitd charakteristika pfirozenych cisel, diky
svému principu vybornym zpusobem, jak dokazat n&jaké tvrzeni. Pii dikazu
matematickou indukci dokazujeme, Ze (1) vlastnost plati pro n&jaké malé piirozené
¢islo, pro n¢jz ma vlastnost smysl, (2) plati-li né¢jaka vlastnost pro n-ty prvek, plati tato

vlastnost i pro prvek n + 1. Aplikujeme-li tento postup na dikaz tvrzeni, ze 1ze secist
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libovolné kone¢né mnozstvi Cisel. Zjistime, ze jedno Cislo Ize secist, tj. plati (1). Dale
Ze jde secist i n Cisel. Jejich soucet oznaéme a a necht’ (n + 1)-ni ¢islo je b. Soucet
n + 1 ¢isel je podle predchozi formulace a+ b. Podle principu matematické indukce, 1ze
seCist i n + 1 prvkl. Avsak z tohoto principu plyne, Ze 1ze secist libovolné, ale kone¢né,
mnozstvi prvkl. Princip matematické indukce je vyuZzivan nejen pti dokazovani, ale

také pti tvorbé definic.
Definice 1.4.1 (dobfe usporadana mnozina)

Rekneme, 7e uspofddana mnozina (M, <)je dobie uspofddanou mnoZinou,
jestlize kazda jeji neprazdna podmnozina R € M ma nejmensi prvek, tj. existuje 1z € R

takové, ze 1, < x pro kazdé x € R.
Véta 1.4.1

Mnozina ptirozenych ¢isel N spolu s ptirozenym uspofadanim <, (N, <), je
dobfie usporadana.
Zakladni vlastnosti dobfe uspofadanych mnozin:
I V kazdé podmnozin¢ dobie usporadané mnoziny existuje
nejmensi prvek.
Il. Kazda linearné uspotadand konecnd mnozina je dobie

usporadana.

KAPITOLA 2

Cela cisla

Cela ¢isla jsou mnoZina, kterd obsahuje pfirozena €isla, nulu a zadporna cisla. Tuto
mnozinu v matematice oznaCujeme Z podle némeckého Zahlen (Cisla). Cela ¢isla tvoti

nekonec¢nou, ale spoc¢etnou mnozinu.

Mnozina celych cCisel Z je uzaviend vzhledem k operaci s¢itdni a néasobeni, tedy
soucet dvou celych ¢isel je opét celé Cislo a podobné i nasobeni dvou celych Cisel
ziskame také celé Cislo. Navic mnoZina celych Cisel je uzaviend i pro operaci od¢itani,
na rozdil od mnoziny pfirozenych ¢isel. Tato mnozina ovSem neni uzaviena vzhledem

k operaci déleni, nebot’ podil dvou celych Cisel uz celé ¢islo byt nemusi.

16



2.1 Cela ¢isla jako dvojice pfirozenvch &isel

Vyjdeme z mnoziny pfirozenych Cisel N, jejiz prvky budeme oznacovat malymi
pismeny. Pro prvky z mnoziny celych c¢isel Z budeme pouzivat oznaceni velkymi
pismeny, tj. 4,B,...,X,Y,Z. Pro operace scelymi ¢isly budeme pouZivat znaky
zavedené v kapitole 1.1. Z prvki mnoziny pfirozenych cisel N budeme tvofit
uspofadané dvojice. Pokud a4, a, jsou dvé ¢isla z mnoziny N, budeme tuto dvojici
oznadovat [a,,a,] = A. Cisla a;,a, vsymbolu [a;,a,] budeme nazyvat slozky
celého cisla. Celé ¢islo je jednoznacné uréeno svymi dvéma slozkami, ale danym
celym ¢islem nejsou jeho slozky jednoznacéné urceny. Napiiklad celé Cislo 2 je
jednozna¢né uréeno dvojici [3,1], ale také [5,3] urcuje celé &islo 2, takze &islo 2
neurcuje slozky jednoznacné.

Zavedeni celého cisla jako uspotfadané dvojice piirozenych ¢isel zduvodnime

v kapitole 2.4.
Definice 2.1.1

Usporadané dvojice ¢isel z mnozZiny pfirozenych ¢isel N nazyvame celymi ¢isly,
jestlize jsou pro n¢ definovany vztahy ,,rovna se®, ,,mensi nez*, ,,vétsi nez* a pocetni
vykony zvané s¢itani a nadsobeni takto:

A = B pravé tehdy, kdyz a; + b, = a, + by
A < B pravé tehdy, kdyz a; + b, < a, + b;
A > B pravé tehdy, kdyz a; + b, > a, + by
A+ B =ay + by,a, + by
A.B =[a,.b; + a,.by,a4.by + a,bq]

(Podle [Hru53] str. 155)

Véta 2.1.1 (Ruzné tvary téhoz celého cisla)

Kazdé celé ¢islo 1ze psat v riznych tvarech. Je-li [aq, a,] jeden tvar celého ¢isla,

je [a; + x,a, + x], kde x je libovolné pfirozené ¢islo, jiny tvar téhoz celého Eisla.
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Véta 2.1.2 (Vlastnosti vztahu ,,rovna se®)

Vztah ,,rovna se definovany mezi celymi €isly (viz definice 2.1.1), je relaci

ekvivalence, tj.

VA EZ A=A
VA,B €Z A=B=>B=A
VA,B,C€Z A=BANB=C=>A=C

Dukaz vlastnosti A = A:

Podle vztahu A = B praveé tehdy, kdyz [ay, a,] = [by, b,] , ktery jsme uvedli
Vv definici 2.1.1, mizeme psat: a, + b, = a, + b;. Tento vztah je podle

komutativniho zdkona mozné upravit na a; + b, = b; + a,. Pokud je
a; = by a a, = b, , pak pfedchozi rovnost plati a ztejmé A = A.

Jestlize by = a, + x ab, = a, + x, pak je rovnost a; + b, = b; + a, také

splnéna a [by, b,] je jen jiny tvar celého &isla [a,, a,] a opét A = A.
(Podle [Hru53], str. 156)
Véta 2.1.3

Vztahy ,,mensi nez*“ a ,,vétsi nez*, které jsou definované mezi celymi Cisly (viz

definice 2.1.1) maji tyto vlastnosti:
Je-liA > B, je B < A. (antireflexivita)
Jsou-li 4, B dve¢ libovolna cela ¢isla, plati mezi nimi pravé jeden ze vztahu:
A=B,A<B,A>B. (Trichotomi¢nost)

Je-liA < BaB < C(C,jeA < (Tranzitivita)
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Véta2.1.4

Mee Mee

Vztahy ,,mensi nez* a ,,vétsi nez*, které jsou definované mezi celymi Cisly (viz

definice2.1.1) nezavisi vybéru reprezentanta.
Priklad 2.1.1

Dvojice [1, 2] a [6, 7] urcuji totéz celé Cislo A, podobné dvojice [3, 1] a [6, 4]
predstavuji stejné Cislo B. Ukazte, ze vztah mezi Cisly A, B nezavisi na jejich

reprezentantech.

Nyni porovname ¢isla A, B. Pfipomenime, viz definice 2.1.1,72e A < B & a4 +

Nyni si zvolime reprezentanty Cisel A, B podle zadani. V prvnim piipadé
porovname ¢isla A, B, pro reprezentanty A = [1,2], B = [3,1]. Vzhledem k tomu, Ze
a;+b,=1+1=2jemensinez5=2+3=a,+b;,jeA<B.

Ve druhém piipadé pouzijeme nasledujici tvary A = [6,7], B = [6,4]. Postup je
stejny jako v prvnim piipadé: a; + b, =6+4=10<13 =7+ 6 = a, + b;. Opét
plati, Ze A < B.

2.2 Vlastnosti operace s¢itdni a nasobeni celych ¢isel

2.2.1 S¢itani celych Cisel

Mnozina celych ¢isel Z ma, na rozdil od mnoziny pfirozenych ¢isel N, jednu
dulezitou vlastnost. Zvolime-li si dv¢ cela ¢isla, existuje néjaké jiné celé Eislo, které

nazyvame rozdil dvou celych ¢isel. Tuto vlastnost mizeme vyjadrit vétou:
Véta2.2.1.1

Jsou-li 4, B dv¢ libovolna cela ¢isla, vzdy existuje jediné celé Cislo X tak, Ze
A+X =B
Definice 2.2.1.1 (Rozdil celych ¢isel)

Jsou-li dana cela ¢isla A, B, pak celé ¢islo X, pro které plati A + X = B, se
nazyva rozdil ¢isel B, A. PiSeme:

X=B—-A
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Definice 2.2.1.2 (Cislo opaéné)

Cela ¢isla [aq, a,], [a,, a,] se nazyvaji ¢isla opa¢na. Piechod od ¢isla ptivodniho
k ¢islu opaénému se jmenuje zména znaménka. Opacné ¢&islo [a,, a;] k ¢islu

A = [a4, a,] zapisujeme

Véta 2.2.1.2 (Odcitani celych cisel)

Odecitat Cislo A je totéz jako pricitat opacné ¢islo A.

Na zakladé této véty neni nutné v oboru celych Cisel zavadét od¢itani jako
zvlastni pocetni ukon, nebot’ podle ni 1ze kazdé od¢itani prevést na scitani.
Véta2.2.1.3

Opacénym cislem k opa¢nému ¢islu je pivodni ¢islo.

oznaceni pro vyznacny prvek mnoziny celych ¢isel, kterym je nula.
Véta 2.2.1.4 (Cislo opaéné samo k sobg)

V mnozinég celych ¢isel Z existuje jediné Cislo, které je samo k sobé opacné.

Toto ¢islo je tvaru [x, x], kde x je pfirozené ¢islo.
Definice 2.2.1.3 (Cislo nula)
Celé ¢&islo tvaru [x, x] nazveme nula, znacit ho budeme 0.

Véta 2.2.1.5 (Vlastnosti s¢itani celych ¢isel)

S¢itani celych ¢isel, definované mezi celymi €isly (viz definice 2.1.1), se fidi
zédkonem komutativnim a asociativnim, tj. pro vSechna celé Cisla 4, B, C plati :
A+B=B+A (komutativnita)
A+(B+C)=A+B)+C (asociativita)
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Dale pro scitani celych ¢isel plati vlastnosti:
A+C=B+(C=>A=B
A+0=A4A-0=4

A+A4=0

Véta 2.2.1.6 (Jednoznacénost scitani celych Cisel)
Soucet dvou celych ¢isel nezavisi na tvaru s¢itancti, neboli souc¢tem dvou celych
¢isel je opét celé ¢islo, které je obéma scitanci jednozna¢né uréeno, nebot’ stejni

s¢itanci v riiznych tvarech davaji tyz soucet.
Ptiklad 2.2.1.1:

Zvolte riizné tvary n¢jakych celych ¢isel A a B a ukazte, zZe je jejich soucet urcen

jednoznacné, tj. nezavisi na reprezentantech scitancti.
Zvolime si dvé cela ¢isla A = [8,5], B = [4,2]:
A+B=[8+45+2]=[12,7]=C
Nyni zvolme jiné tvary stejnych celych ¢isel A = [13,10], B = [5,3]
A+ B =[13+5,10+3] =[18,13] =D

Zbyva ukézat, Ze dvojice [12, 7] a [18, 13] jsou rizné tvary stejného celého
¢isla, a tedy C = D. Podle definice 2.1.1 rovnosti dvou celych ¢isel by muselo platit,

7e 18 + 7 je rovno 13 + 12. Ziejmé 25 = 25 a proto [18,13] = [12,7],tj.C = D.
Véta 2.2.1.7 (Monotonie s¢itani celych Cisel)

Sc¢itani celych ¢isel se fidi zdkonem monotonie, tj. pro kazda tfi celd Cisla 4, B, C

plati:

Je-liA<B,jeA+C<B+C.

Jelikoz s¢itani celych Cisel se fidi zakonem komutativnim, asociativnim a ma

neutralni a inverzni prvek, tak celd ¢isla (Z, +) tvofi komutativni grupu,
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2.2.2 Nasobeni celych &isel

Cislo 1 je vyznaénym prvkem mnoziny pfirozenych ¢&isel, uved’'me jeho
celoc¢iselnou podobu, tj. definujme celé ¢islo 1 jako dvojici pfirozenych ¢isel.

Definice 2.2.2.1 (Cislo jedna)
Celé ¢islo tvaru [x + 1, x] nazveme jedna a oznaéime 1.
Véta2.2.2.1

Nésobeni celych cisel (viz definice 2.1.1) se tidi zdkonem komutativnim a

asociativnim, tj. pro vSechna cela Cisla A4, B, C plati:
A.B=B.A
A.(B.C)=(A.B).C
Dale pro nasobeni celych ¢isel plati nasledujici pravidla:
AC=B.C>A=B
Al1=A
A0=0
Je-li A.B=0,jebud A =0,neboB =0.

Nasobeni celych ¢isel je operaci s kracenim, neutralnim a agresivnim prvkem,

navic v ném dle posledni vlastnosti nejsou délitelé nuly.
Véta 2.2.2.2 (Jednoznacnost nasobeni)

Soucin dvou celych €isel nezavisi na tvaru €initeli, neboli sou€¢inem dvou celych
¢isel je opét celé Cislo, které je danymi Ciniteli jednoznaéné urceno, nebot’ stejni

Cinitelé v raznych tvarech davaji tyz soucin.
Priklad 2.2.2.1
Zvolime si dvé cela ¢isla A = [5,2], B = [7,3].
A.B=1[57+2353+27]=[4129]=C
Zvolime jiné dva reprezentanty Cisel A, B tak, ze A = [4,1], B = [5,1].

22



AB=[45+11,414+15]=[219]=D

Podle definice 2.1.1 rovnosti dvou celych ¢isel plati [21,9] = [41,29] pravé
tehdy, kdyz 21 + 29 je rovno 9 + 41. Pokud ¢isla secteme, ziskame vztah 50 = 50.

Z této rovnosti vyplyva, ze C = D.
Véta 2.2.2.3 (Zména znaménka)

Zméni-li se znameni né€kterého Cinitele, zméni se znaménko soucinu.
Dusledek:

Zmeéni-li se znaménko obou ¢initeld, souéin se nezmeéni.

ProtoZe nésobeni celych Cisel se fidi komutativnim a asociativnim zékonem, ma
neutralni prvek, ale nema prvek inverzni, tvofi cela ¢isla (Z,”) komutativni

pologrupu s jednotkovym prvkem, kterym je ¢islo 1.
Véta 2.2.2.4 (Distributivni zédkon)

S¢itani a nasobeni celych Cisel se fidi zakonem distributivnim, tj. pro kazda tfi

celé ¢isla 4, B, C plati:
A(B+C)=AB+A.C

Cela ¢isla (Z, +,7) tvoii komutativni okruh, protoze struktura (Z,+) je
komutativni grupou, struktura (Z,) tvofi komutativni pologrupu a mezi operacemi
s¢itani a nasobeni plati distributivni zakon. O struktufe celych ¢isel (Z, +,) fikame,
Ze tvoii komutativni obor integrity, nebot’ cela ¢isla (Z, +,) tvoti komutativni okruh,
ve kterém nemame netrivialni d¢litele nuly. Tato struktura neni t€lesem, protoze pro

operaci nasobeni Z — {0} nemame inverzni prvek.

2.3 Uspoiadani celych ¢&isel

Definice 2.3.1 (Cislo kladné, nekladné, zaporné a nezaporné)
Cislo A, pro které plati A > 0, se nazyvé kladné. Cislo 4, pro které plati A < 0,
se nazyva zaporné. Cislo 4, pro které plati A > 0, se nazyvéa nezaporné. Cislo A, pro

které plati A < 0, se nazyva nekladné.
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Veéta 2.3.1 (Opacné Cislo)

Cislo A je kladné tehdy a jen tehdy, kdyZz a; > a,. Cislo A je zaporné tehdy a
jen tehdy, kdyz a; < a,.

Dusledek:
Jsou-li dvé opacéna Cisla navzajem rizna, je jedno kladné a druhé zaporné.

Zménou znaménka se z kladného cisla stane ¢islo zaporné a naopak. Proto o
dvou ¢islech, z nichz jedno je kladné a druhé zédporné fikame, ze maji opacna

znaménka.
Véta2.3.2

Soucin dvou kladnych cisel je kladny. Soucin dvou ¢isel, z nichz jedno je

zaporné a druhé kladné, je zdporny. Soucin dvou zdpornych ¢isel je kladny.
Dukaz:

Je-liA>0aB > 0,jepodle véty 2.3.1 a; > a,, b; > b,. Pak existuje ¢islo y
takové, ze b; = b, + y. Z nerovnosti a; > a, plyne, ze a;.y > a,.y a odtud

a;.b, +a,.y+a,. b, >a;.b, +a,. b, +a,.y. Dile ay. (b, +y) + a,.b, >
a,;.b, +a,. (b, +y) > a;.by + a,.b, > a;.b, + a,.b;. To podle véty 2.3.1

znamena, ze A. B > 0, tedy Ze soucin A. Bje kladny.
(Podle [Hru53], str.165)

Zména znaménka u nékterého z kladnych ¢initeld ma podle disledku véty 2.3.1
za nasledek, ze tento Cinitel se stane zapornym. Podle véty 2.2.2.3 se tim zméni také

znaménko soucinu, ktery se stane zapornym.

Zména znaménka u obou Ciniteld podle dusledku véty 2.2.2.3 nemé na

znaménko soucinu vliv.
Véta 2.3.3

Jsou-li A, B dv¢ cela ¢isla takova, ze A < B, a je-li C kladné celé ¢islo, pak

A. C < B.C. Naproti tomu, je-li C zaporné celé ¢islo, pak A. C > B.C.
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Véta 2.3.4

Ptirozen¢ uspotadand mnozina ptirozenych Cisel je usporadana podobné jako
ptirozené uspofadand mnozina celych kladnych ¢isel. Pti tom slovy piirozené
uspofddand mnozina rozumime uspofddanou mnozinu jednak pfirozenych ¢isel, v niz
m < n znaci totéz jako m < n, a jednak celych kladnych ¢isel, v niz A < B, znaci

totéZ jako A < B.

Zavedenim dvojic ptirozenych ¢isel a vhodnymi definicemi rovnosti, nerovnosti
a pocetnich operaci s¢itani a ndsobeni jsme ziskali novy ¢iselny obor, jehoZz prvky se
nazyvaji cela ¢isla. V tomto oboru lze provadéet operaci od¢itani bez jakéhokoli

omezeni. Tento obor je sjednocenim tii disjunktnich mnozin:

a) Mnozina celych kladnych ¢isel, kterou miizeme ztotoznit s mnozinou ¢isel
piirozenych.
b) Jednoprvkova mnozina obsahujici nulu.

C) Mnozina celych zapornych ¢isel.

V nasledujicim textu se budeme podrobnéji vénovat tomu, pro¢ jsme cela ¢isla

zavedli jako dvojice ptirozenych Cisel, jak jsme pfislibili na zacatku této kapitoly.

2.4 \/nofeni komutativni pologrupy do grupy

2.4.1 Faktorizace pologrupy

Ke konstrukci grupy z pologrupy potiebujeme zavést postup rozkladu mnoziny
na tiidy podle né&jaké ekvivalence neboli faktorizaci mnoziny na tiidy. Konstrukci
faktorizace uzivame jak u mnozin, tak i u celych algebraickych struktur, nas vSak ted’

budou zajimat hlavné grupy.

Pouzijeme faktorizaci na mnoziné Z spolu s operacemi s¢itani a ndsobeni.
Reknéme, Ze dvé cela &isla jsou ekvivalentni, pokud dévaji stejny zbytek po déleni
dvéma. Plati, Ze navzajem jsou ekvivalentni vSechna sudé a také vSechna licha ¢isla.
Takto vznikla faktorova mnozina ma dva prvky, mnozinu vSech sudych a vSech
lichych ¢isel. Ze scitani a nasobeni celych Cisel mizeme odvodit operace scitani a
nasobeni na faktorové mnoziné. Oznaéime-li 0 néjakého reprezentanta vSech sudych
¢isel a 1 reprezentanta mnoziny vSech lichych ¢isel, 1ze na faktorové mnoziné

definovat soucet 00 =0, 160=091 =1, 161 =0.
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Ke konstrukci grupy z pologrupy, v nasem piipadé (Z, +) z (N, +), potfebujeme
definovat binarni operaci tak, aby spliiovala axiomy grupy. Relace ekvivalence,
kterou pozd¢ji pouzijeme k rozkladu kartézského sou¢inu N X N nosné mnoziny

(N, +), musi zachovavat binarni operaci pologrupy.

Abychom toto mobhli realizovat, musi dana relace byt nejen relaci ekvivalence,

ale musi mit téz dalsi ,,dobrou vlastnost®. Proto zavedeme nasledujici definici.
Definice 2.4.1.1 (Kongruence pologrupy)

Mg¢jme libovolnou pologrupu G = (G,-) . Potom relaci ekvivalence ~ na mnozin¢
G nazveme kongruenci pologrupy G, jestlize pro libovolné prvky x4, x5, y1,V, € G
plati: Pokud x; ~y; a souasné x,~V,, potom také x; * x,~y; - y, . Rikame, Ze

relace~ je kompatibilni s operaci - nebo alternativné, Ze ~ zachovava operaci -.
Véta 2.4.1.1 (Kongruenace pologrupy)

M¢jme libovolnou pologrupu G = (G,") a na ni kongruenci ~ . Potom Ize na
mnoziné G/~ zavést operaci - tak, ze pro libovolné [x]~, [y]~ € G/~ plati, ze
[x]~ - [y]~ = [x.y]~ a navic algebraicka struktura G/~=( G/~,") je opét
pologrupa.

2.4.2 Véta o vnoreni komutativni pologrupy do grupy

V nasledujicich fadcich budeme zjist'ovat, za jakych podminek miizeme do
pologrupy ptidat dalsi prvky s odpovidajicim vysledky operace tak, abychom
ziskali grupu, neboli kdy Ize komutativni pologrupu rozsifit na grupu. Postupovat

budeme tak, Ze nejprve sestrojime grupu a po tom do ni pologrupu vnotime.
Definice 2.4.2.1 (Vnofeni pologrupy G do pologrupy H)
Jestlize méame dvé pologrupy G= (G, *) a H= (H, o). Pak zobrazeni f: G —- H,

které splituje podminku, Ze pro libovolné prvky x,y € G plati

flexy)=fx)of(),
nazyvame homomorfismem. Jestlize je navic zobrazeni injektivni, nazyvame ho

vnorenim.

Ve skute¢nosti vnoteni jedné pologrupy do druhé koresponduje s postupem

rozsiteni jedné pologrupy na druhou.
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Véta 2.4.2.1 (Vnoteni komutativni pologrupy do grupy)

Komutativni pologrupu G = (G,"), 1ze vnofit do grupy tehdy a jen tehdy, plati-li

V ni pravidlo kracenti, tj.
Vx,y,Z €EG X -y=y-Z >X=1Z

Nyni se ndm naskytuje otdzka, zda je mozné komutativni pologrupu z piedchozi
véty rozsifit na komutativni grupu, pfesnéji feceno, zda lze komutativni grupu
vnofit do komutativni grupy i jinak, neZ postupnym pridavanim prvki do
pologrupy.

Véta2.4.2.2:

Jestlize 1ze komutativni pologrupu G = (G,-), vnotit do grupy H, potom také

podilovou (faktorovou) grupu GxG /~ lze vnofit do grupy H.

Tato véta ndm ukazuje, Ze se v jistém smyslu jedna o nejefektivnéjsi zptisob
roz§ifeni. Pfesné&ji, jestlize komutativni pologrupu G 1ze rozsitit na komutativni
grupu H, potom i podilovou grupu GxG /~ lze vnofit do grupy H. Tedy grupa H
podilovou grupu obsahuje. VSe dohromady lze interpretovat tak, ze podilova grupa

je nejmensi komutativni grupa, kterd obsahuje nasi ptivodni pologrupu.

Na zaveér této kapitoly zdivodnime konkrétni zavedeni celych cCisel jako dvojic

ptirozenych ¢isel.
Relace ,,=" mezi celymi ¢isly A, B, definovana v definici 2.1.1, je kongruence.
Dtkaz:
Podle véty 2.1.2 je to relace ekvivalence.
A=B C=D
[ay, az] = [by,b2] ey, c2] = [dy, d]

Slozky celych ¢isel aq, ay, by, by, ¢4, €2, dq, d, jsou piirozena Cisla.

Z definice 2.1.1plyne:
A = B, tJ [al,az] = [blle] (=4 a1 + bz = bl + az

C = D,tj [CIFCZ] = [dlle] (=4 Cl +d2 == dl +C2
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Sectenim obou rovnosti ziskdme
(ay + by) + (¢, + dy) = (by + a,) + (dy + ¢3), po Gprave:
(a1 +¢1) + (b +dy) = (c2 + az) + (dy + by)
Z definice 2.1.1 plyne
l[a; + c,a, + ¢l =[b; +dy,b, +dy)] A+ C=B+D

Timto jsme ukazali, Ze relace ,,=" je kompatibilni s operaci s¢itani. Je-li
kompatibilni a je-li ekvivalenci, pak je to podle definice 2.4.1.1 kongruenci. Nyni je
jasné, ze relace ,,=" definovana mezi dvojicemi piirozenych ¢isel je kongruence, takze
(N, +) x (N, +) /= je grupa, kterou lze ztotoznit se (Z, +), coz zapiSeme vztahem
(N,+) x (N, +) /== (Z,+).

Nyni si popiSeme homomorfismus f, pomoci né¢hoZ vnofime komutativni

pologrupu (N, +) do komutativni grupy (Z, +).
ff(N4H) = (Z+H)=N+)xN+) /=
f(@) =la+a,adl
Nyni ovétime, ze f je vnofeni.
Ukazme nejprve, ze f je homomorfismus, tj.
f(a+b)=f(a) @f(b),

kde je z divodu piehlednosti pouzit znak @ pro s¢itani celych ¢isel a + pro s¢itani

prirozenych cisel.
f@Qefb)=[la+aal@[b+b,bl=[(a+a)+ (b+b),a+b]=
=[(a+b)+(a+b),a+b] =f(a+b)

Jesté ovéiime, ze f je prosté zobrazeni, tj. jsou-li si rovny obrazy, f(a) = f(b), jsou si
rovny i vzory, a = b. Jestlize f(a) = f(b), pak [a + a,a] = [b + b, b]. V tom piipadé

musi podle definice rovnosti dvou celych cisel platit

(a+a)+b=a+ (b+Db).
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Ze zékona kraceni pro s¢itani pfirozenych ¢isel plyne, ze a = b, proto je f injektivni

zobrazeni, a tedy vnofeni.

Uzitim axiomu A9 pro pfirozena ¢isla lze soucet a + a v definovaném vnoieni zapsat

jako soucin 2. a, ziskame tak zobrazeni z (N,.) do (Z,.),
filN,.)—>(Z.)=N,.)x(N,.) /=
f(a) =[2.a,a],

o némz lze dokazat, Ze je také vnotfenim. ProtoZe jsou operace s¢itani a nasobeni

svazany v N i Z distributivnim zakonem, je piedpisem f(a) = [a + a, a] popsano

vnoteni komutativniho polookruhu pfirozenych ¢isel do komutativniho okruhu celych

Cisel.

KAPITOLA 3

Racionalni ¢isla

Raciondlni ¢isla jsou nekone¢nad mnozina, kterd obsahuje vSechna cela ¢isla.
Mnozinu raciondlnich ¢isel znac¢ime Q. Toto oznaceni pochézi z anglického slova

»quotient™, které oznacuje podil, ¢esky ,,kvocient*.

Racionalni ¢isla pouzivame hlavné pro uréeni ¢asti celku, které lze
Vv racionalnich €islech vyjadrit jako podily. Jmenovatel oznacuje celek a Citatel ¢ast

z celku. Pokud se citatel rovnd jmenovateli, znamena to, Ze mame celek cely.

Racionalni ¢isla tvofi nekonecnou, ale spo¢etnou mnozinu, ktera je uzaviena
vaci operaci s€itani, od¢itani, nasobeni, oproti celym ¢isltim, je uzaviena i vzhledem
k operaci déleni. To znamena, Ze pokud mezi sebou vydélime dvé racionalni Cisla,

ziskdme opét raciondlni ¢islo.

3.1. Racionalni ¢&isla jako dvojice celych ¢isel

Vyjdeme z mnoziny celych ¢isel Z, jejiz prvky budeme oznacovat velkymi

pismeny, jak jsme si zavedli v ptedchozi kapitole. Pro prvky z mnoziny Q budeme
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pouZzivat pismena A, B, ..., X, Y, Z a pro operace s racionalnimi ¢isly budeme vyuzivat

znaky zavedené v kapitole 1.1.

Cisla z mnoziny Z maji ur¢ité vlastnosti, které jsme odvodili v ptedchozi
kapitole a budeme je nadale pouzivat. Z prvkii mnoziny celych ¢isel budeme tvofit
dvojice, obdobné jako kdyz jsme tvofili cela ¢isla. Jsou-li A1, A, dvé ¢isla z mnoziny Z,
budeme tuto dvojici oznadovat [A;, A,] = A. Cisla A;, A, v symbolu [A4;, A,] budeme

nazyvat slozky raciondlniho ¢isla.
Definice 3.1.1 (Operace s racionalnimi Cisly)

Uspotradané dvojice z mnoziny celych ¢isel Z, jejichz druha slozka je rtizna od
nuly, nazyvame raciondlnimi ¢isly, je-li mezi nimi definovana rovnost a pocetni ukony

s¢itani a ndsobeni takto:
A = B tehdy a jen tehdy, kdyz A;. B, = A,.B;
A+ B=1[A,.B, +A,.B;,A,.B,]
A.B =[A1.B,A,.B,]
Véta 3.1.1 (Vztah ,,rovna se*)

Kazdé racionalni ¢islo lze psat v riznych tvarech; je-li [A4, A,] jeden tvar
raciondlniho &isla, je [41. X, A,. X], kde X # 0 je celé &islo, jiny tvar téhoZ racionalniho

¢isla.
Véta 3.1.2 (Vlastnosti vztahu ,,rovna se*)

Vztah ,,rovna se definovany mezi racionalnimi ¢isly v definici 3.1.1, je relaci

ekvivalence, tj. pro libovolna tfi racionalni Cisla plati:
Reflexivita A = A
Symetrie A =B > B =A
Tranzitivita A =B AB=C =2C=A
Dtikaz tranzitivity:

Prvni dvé rovnosti mizeme podle vztahu z definice 3.1.1 psat jako
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A{.B, = A,.B;, B;.C, = B,.(C;.
Z tohoto plyne
(A1.B,).C, = (A;.B1).C,,  A,.(B;.Cy) = A,.(By.Cy)
a odtud plyne podle zékona asociativity a tranzitivity relace ,,=" v mnozin¢ celych cisel
(A1.B3). C; = A3. (B, Cy),
¢ili
(A1.C). By = (A3. (). By,

nebot’ pro celd ¢isla plati zdkony asociativity a komutativity. Ponévadz B, # 0, proto

Aq.C, = A,.Cy, coz mizeme opét podle definice 3.1.1 pfevést na tvar A = C.
(Podle [Hru53], str.177)

Z tohoto dikazu také vyplyva, pro¢ jsme ve véte 3.1.1 predpokladali, ze druha
slozka racionalniho ¢isla je rizna od nuly. Kdybychom totiz ptipustili, ze by B, = 0,
viz definice 3.1.1, pak by rovnost (4;.C,). B, = (A,.C;). B, mohla platit, i v pfipadé

A;.C, # A,. (4, tudiz by rovnost dvou raciondlnich ¢isel nemusela byt tranzitivni.

3.2 Vlastnosti operace s¢itani a ndsobeni raciondlnich &isel

3.2.1 S¢itani racionalnich ¢&isel

Abychom mohli vyslovit vlastnosti operace s¢itani racionalnich ¢isel, musime

nejprve uvést nasledujici pojmy:
Véta 3.2.1.1

Jsou-li A, B dvé libovolna racionalni ¢isla, existuje racionalni ¢islo X takové,

ze: A+ X =B.
Véta 3.2.1.2 (Rozdil racionalnich ¢isel)

Raciondlni ¢islo X, které vyhovuje podmince A + X = B, budeme nazyvat

rozdil racionalnich ¢isel A, B. PiSeme:

x = B _dq = [Bl'AZ - BZ'AIIBZ'AZ]
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Véta 3.2.1.3 (Nulovy prvek)

Nulovy prvek v racionalnich ¢islech je prvek tvaru [0, X] = 0, kde X # 0 je celé

¢islo.
Véta 3.2.1.4 (Opacny prvek)

Opacny prvek k prvku A = [A4, A,] z mnoziny raciondlnich ¢isel je prvek
[_AlﬂAZ] = A.

Véta 3.2.1.5 (Vlastnosti s¢itani racionalnich ¢isel)

Sc¢itani racionalnich Cisel, uvedené v definici 3.1.1, se fidi zakonem

komutativnim a asociativnim, tj. pro libovolné prvky mnoziny racionalnich ¢isel plati:

A+B=B+A
A+(B+C)=(A+B)+C

Dale pro s¢itani raciondlnich ¢isel plati:

A+Z=B+Z>A=8B
A+A=0
A+0=A—-0=A
Véta 3.2.1.6 (Jednoznacnost s¢itani)

Soucet dvou raciondlnich ¢isel je opét racionalni ¢islo, které je obéma s¢itanci

jednoznacéné uréeno. Stejni s¢itanci v riznych tvarech davaji tyz soucet.

Racionalni ¢isla (Q, +) tvoii komutativni grupu, nebot’ s¢itani racionalnich ¢isel

je komutativni, asociativni, V mnozin¢ raciondlnich ¢isel Q existuje prvek 0, neutralni
prvek vzhledem ke sCitani, k libovolnému racionalnimu Cislu existuje ¢islo opacné, tj.

pro kazdy prvek Q existuje inverzni prvek.
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3.2.2 Nasobeni racionalnich ¢&isel

Véta 3.2.2.1 (Jednotkovy prvek)

V mnozing raciondlnich ¢isel existuje jediny jednotkovy prvek, je jim Cislo ve

tvaru [X, X] = 1, kde X # 0 je celé &islo.
Véta 3.2.2.2 (Resitelnost rovnic v (Q,.))

Jsou-li A, B dvé libovolna racionalni ¢isla, pticemz A; # 0, existuje jediné

racionalni ¢islo X takové, ze A. X = B.
Definice 3.2.2.1 (Podil racionélnich ¢isel)

Jsou-li ddna raciondlni ¢isla A, B, pticemz A; # 0, pak raciondlni ¢islo X', pro

néz plati rovnost A. X = B, se nazyva podil ¢isel B, A. PisSeme X = B: A.

Touto definici jsme zavedli déleni racionalnich ¢isel, které je proveditelné pro

libovolné nenulové racionalni ¢islo.

Definice 3.2.2.2 (Pievracena Cisla)

Raciondlni ¢&isla ve tvaru [A, 4,] = A, [A,, A;] = AL, kde A; = 0,4, # 0, nazveme

pfevracena Cisla.
Véta 3.2.2.3

Prevracenym ¢islem k ptevracenému ¢islu je ptivodni Cislo.
Véta 3.2.2.4 (Celé cislo)

Racionalni ¢islo A, jehoz obé slozky jsou cela Cisla, a jeho druhd slozka je riizné
od nuly, miizeme povazovat za podil racionélnich ¢isel [4;. X, X], [4,.X,X], kde X # 0

je celé ¢islo.
Véta 3.2.2.5 (Vlastnosti nasobeni racionalnich Cisel)

Nasobeni racionalnich ¢isel uvedené v definici 3.1.1 se fidi komutativnim a

asociativnim zakonem, tj. pro vSechna racionalni ¢isla plati:

A.B=B.A
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A.(B.C) = (A.B).C

Nasobeni raciondlnich ¢isel je operaci s krdcenim, ma neutralni, inverzni i agresivni

prvek:

Al=A
AAT=1
A.0=0

Véta 3.2.2.6 (Jednoznacnost nasobent)

Souc¢inem dvou raciondlnich ¢isel je opét raciondlni ¢islo, které je obéma Ciniteli

jednoznac¢né urceno. Cinitelé v riznych tvarech davaji tyz soucin.

Veéta 3.2.2.7 (Vlastnosti s¢itani a nasobeni raciondlnich ¢isel)

S¢itani a nasobeni racionalnich ¢isel, definované v definici 3.1.1 se fidi

distributivnim zadkonem, to znamena, Ze plati: A.(B+C) = A.B + A.C
Ditikaz distributivity:

Oznatime A = [A4,4,],B = [By, B,], C = [C4, C,], ® s¢itani racionalnich &isel a ®

jejich nasobeni, + a . s¢itani a nasobeni celych ¢isel. Dokazovana rovnost ma poté tvar
[A1, A21®([By, B,]® [Cy, C;]) = [A1, A2]®[By, B2 |® [44, 4,1®[C4, (]

[A1, A2]1®[By, B;]® [A4, A2]1®[Cy, C] = [Ay. By, Ay Bo]®[A;. €y, A3. C] =
= [A;.B;.A5,.C, + A,.B;.A1.C1,A5,.B,. A,.C,| =
= [A;.B;.C, + By.A1.C1,By. A,.C,] = [A4.(B1.Cy + B5.Cy), Ay. By. Gy ]
= [A1, A2]®[B1. C; + B;. Cy, By. C3] = [A1, Az]®([By, B2 1® [Cy, C2])

Racionalni ¢isla (Q, +,7) tvofi téleso.
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3.3 Usporadani racionalnich ¢isel

Definice 3.3.1 (Cislo kladné a zaporné)

Racionalni ¢islo A se nazyva kladné, je-li A;. A, > 0, a zaporné, je-li
AL A, < 0.
Véta 3.3.1

Racionalni ¢islo, které je kladné v jednom tvaru, je kladné 1 v kazdém jiném

tvaru. Totéz plati i pro racionalni ¢isla zaporna.

Napiiklad dvojice [3, —4], [—6.8] vyjadiuji stejné racionalni &islo. Cislo [3, —4] je

zaporné, nebot’ 3. ( —4) < 0, také ¢islo [—6, 8] je zaporné, coz je v souladu s tvrzenim.
Véta3.2.2

Je-li A libovolné racionalni ¢islo, nastane vzdy pravé jeden z ptipadu:

[A1,A;] =[0,X],[A4,A,] je kladné, —[A4, A,] je kladné.
Véta 3.3.3
Jsou-li A, B dvé kladna racionalni ¢isla, jsou kladna i ¢isla A + B a A. B.
Véta 3.3.4
Jsou-li A, B racionalni ¢isla a je-li
A >B,pak A,.B, > A,.B;aA,.B, >0,nebo A,.B, < A,.B;aA,.B, <0
A < B,pak A;.B, < A,.B;aA,.B, > 0,nebo A,.B, > A,.B;a A,.B, <0
Tyto vztahy nejsou zavislé na tvaru ¢isel A, B.
ProtoZe racionalni ¢isla jsou uspotadana, plati v nich vlastnosti:
Je-licA <B,jeB > A.
Jsou-li A, B dvé libovolna racionalni ¢isla, plati vzdy pravé jeden ze vztahi:
A=B,A<B,A>B

Je-licA <BaB<C,jetaké A < C.
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Dale také pro raciondlni ¢isla plati zdkony monotonie. Zakony monotonie
vyjadfuji, Ze nerovnost libovolnych dvou racionalnich ¢isel se nezméni, pficteme-li
k obéma jejim stranam stejné racionalni stejné racionalni ¢islo nebo vynasobime-li obé

strany stejnym kladnym racionalnim ¢islem, t;.
A>B=> A+C>B+C
A>BANC>0=>A.C>B.C
Vynasobenim nerovnosti zapornym ¢islem se nerovnost zméni nasledovné:
A>BANCKO0=>AC<B.C
Véta 3.3.5

Jsou-li A, B dvé racionalni ¢isla, pfi¢emz Cislo B je kladné, existuje piirozené

¢islo n tak, ze n. B > A.

Podle téchto vlastnosti mtizeme usoudit, Ze mnozina (Q, +,,, <) je uspofadanym

okruhem, a to uspofddanym archimédovsky.

3.4 Vnoteni komutativniho okruhu do podilového télesa

Ve druhé kapitole jsme definovali kongruenci pologrupy jako relaci ekvivalence
zachovavajici pologrupovou operaci. Analogicky lze definovat kongruenci okruhu jako

ekvivalenci zachovavajici obé binarni operace v okruhu.

3.4.1 Faktorizace okruhu

Definice 3.4.1.1

M¢jme libovolny okruh O = (O, +, -). Potom relaci ekvivalence ~ na mnozin¢ O,
nazveme kongruenci okruhu O, jestlize pro libovolné prvky x4, x5, V1, Yy, € O plati:

POkUd X1~YV1 a X2~Yo, pOtom také X1 Xo~Y1 Y2 a X1 + X2~Y1 + Vo.

Nasledujicim tvrzenim je zajis$téno, Ze na faktorovém okruhu O/~ lze zavést dvé

binarni operace tak, ze vysledna struktura je opet okruhem.
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Véta3.4.1.1

Necht’ O = (0O,1,") je libovolny okruh a ~ je kongruence okruhu. Na mnozin¢ O/~ lze
zavést operace @ a © tak, ze pro libovolné [x]~,[y]~ € 0/~ plati, ze [x]~B[y]~ =
[x + y]~ a[x]~®Ol[y]~ = [x.y]~ anavic algebraicka struktura O/~=( O/~,®,®) je
op¢t okruh.

3.4.2 Okruh a obor inteqrity

Definice 3.4.2.1

Neprazdnou mnozinu M nazyvame nekomutativnim okruhem, jsou-li v ni

definovany dvé operace zvané s¢itani a ndsobeni, které maji tyto vlastnosti:

1) Ke kazdym dvéma prvkim x; € M, x, € M, existuje jediny prvek x; +
X, € M, zvany soucet prvkl x; a x, , které budeme nazyvat s¢itance. Pro

tyto prvky také plati komutativni a asociativni zdkony pro s¢itani.

2) Ke kazdym dvéma prvkim x; € M, x, € M, existuje alespon jeden takovy
prvek y € M, ze plati x; + y = x,. Prvek y budeme nazyvat rozdil prvka

X,, X1 a budeme ho znacity = x, — x;

3) Ke kazdym dvéma prvkiim x; € M, x, € M, existuje jediny prvek x;.x, €
M, zvany soucin prvkil x; a x, , které budeme nazyvat Cinitelé. Pro tyto
prvky také plati distributivni a asociativni zdkony pro nasobeni. Pokud vedle
téchto dvou zakonti bude platit jest¢ komutativni zdkon pro nasobenti,

budeme mnozinu M nazyvat komutativnim okruhem.

V nasem piipadé budeme hovofit vyhradné o komutativnich okruzich a budeme pro né

pouzivat souhrnny nazev okruh.

Z vlastnosti 2) z definice 3.4.2.1 plyne, ze v kazdém okruhu M existuje prvek o, pro
ktery plati x; + 0 = x4, kde x; € M.

Véta 3.4.2.1
Budiz M okruh a zvolme libovolny prvek x; € M. Je-li o € M, pro né&jz

plati x; + 0o = x4, pak pro kazdy jiny prvek x, € M rovnéz plati x, + 0 = x,.
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Z vlastnosti 2) z definice 2.4.2.1 také plyne, ze ke kazdému prvku x; € M existuje
takovy prvek x; € M, ze x; + x; = o, kde o je takovy prvek, Ze y + o = y pro kazdé
yEM.

Véta 3.4.2.2

Jsou-li x4, x, dva libovolné prvky okruhu M, pak existuje jediny prvek y € M,
pro ktery plati x; +y = x,.

Dukaz:

Vlastnost 2) z definice3.4.1.1 pozaduje existenci alespon jednoho takového prvku.

Necht' v okruhu M existuji takové prvky dva, oznacime je y,, y,, tj. necht’ plati x; +

Yi=X2, X1t Y2 =X

Pak x; + y; = x; + y, a vzhledem ke komutativnimu zakonu scitani také y; + x; =

y2 + x1. Vezméme prvek o € M tak, aby x; + o = x,, a ureme prvek x; € M, pro néjz
plati x; + x; = o. Pak vzhledem k vlastnosti 1) z definice 3.4.1.1 je (y; + x;) + x1 =
(y2 + x1) + x1 a podle asociativniho zakona pro s¢itani y; + (x; + x1) = y, + (%1 +

x1), neboli y; + 0 = y, + 0 a odtud podle véty 3.4.1.1 y; = y,, takZe y;, y, jsou stejné.
(Podle [Hru53], str.169)

Diusledkem véty 3.4.2.2 je, ze v kazdém okruhu existuje jediny prvek o, pro néjz
plati x; + 0 = x4 pro kazdé x; € M, a ke kazdému prvku x; € M existuje jediny prvek

X1 € M tak, ze x; + x1 = o.
Definice 3.4.2.2

Prvek o € M, pro n¢jz plati x; + o = x4 pro libovolné x; € M, se nazyva
nulovy prvek okruhu M. A prvek x; € M, pro néjz plati x; + x; = o, kde x; € M, se

nazyva opacny prvek k prvku x;v okruhu M a znaci se —x;.
Véta 3.4.2.3
Odcitat prvek x; je totéz jako pricitat prvek —x;.
Véta 3.4.2.4
Je-li 0 nulovy prvek okruhu M, pak pro kazdy prvek x; € M plati x;.0 = o.
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Definice 3.4.2.3

Prvky x,, x; okruhu M, pro néz plati x; # 0, x, # o, ale pfesto x;.x, = 0, Se

nazyvaji délitelé nuly.
Definice 3.4.2.4

Existuje-li v okruhu M takovy prvek y, pro néjz plati x;. y = x; pro kazdé
X1 € M, nazyvame prvek y jednotkovym prvkem okruhu M. Ma-li okruh M jednotkovy
prvek y a existuje-li k prvku x; € M prvek xj € M tak, ze x,.x; = y, nazyvame prvek

x; inverznim (pfevracenym) prvkem k prvku x; v okruhu M.

Komutativni okruh, ktery ma jednotkovy prvek, a nema délitele nuly, se nazyva obor

integrity.

Definice 3.4.25

Okruh M nazyvame uspofadanym, existuje-li v ném ¢ast K € M, jejiz prvky

nazyvame kladnymi, pficemz jsou splnény tyto pozadavky:

1) Pro libovolny prvek x; € M nastane vzdy pravé jeden z pripad:

X1 = 0,x4 je kladné, -x; je kladné.

2) Jsou-li prvky x; € M, x, € M kladné, pak kladné jsou i prvky

X1+ Xy A Xq1. X5,
Je-li -x; kladné, nazyva se x; zaporné.
Véta 3.4.2.5
V uspotradaném okruhu neexistuji délitelé nuly.
Definice 3.4.2.6

Je-li M uspotadany okruh a jsou-li x;, x, dva jeho prvky, fikdme, Ze x; je vétsi
P y J 1 X2 J prvky 1]
nez x,, kdyz rozdil x; — x, je kladny, a Ze x; je mens$i nez x,, kdyz rozdil x; — x, je

zaporny.
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Véta 3.4.2.6

Mee Mee

Vztahy ,,vétsi neZ“ a ,,mensi nez*“ mezi prvky uspofadaného okruhu, maji tyto

vlastnosti:
1) Je-lix; < xy,]€ x5 > x4.
2) Zakon trichotomie: Jsou-li x4, x, dva libovolné prvky uspofadaného
okruhu, plati vzdy jeden ze vztahli: x; = x5, x1 < X3, X1 > X5.
3) Tranzitivnost nerovnosti: Je-li x; > x, a x, > x3, je také x; > x3.
Véta 3.4.2.7

Jsou-li x4, x, takové dva prvky uspofadaného okruhu M, ze x; > x,, pak
1) X1 +x3 > Xy + X3 pro kazdé X3 € M.

2) xq.X3 > x,.x3 pro kazdé kladné x; € M, x,.x3 < x,.x3 pro kazdé

zaporné x3 € M
Definice 3.4.2.7

Je-li x; prvkem okruhu M a jestlize kazdému ptirozenému ¢islu n ptifadime

prvek n. x; tak, aby platilo:
1) 1.X1 = X1
2) (n+1).x; =n.x1 + x4

pak prvek n.x; nazyvame soucin prvku x; € M a pfirozeného ¢isla n. Timto je
definovan souéin n. x, pro kazdé ptirozené &islo n. Cislo n viak nemusi byt prvkem
okruhu M, ale n. x; vzdy nalezi okruhu M. Pokud v$ak je n prvkem okruhu M, pak je

soucin n. x; totozny se sou¢inem dvou prvkl okruhu podle definice 3.4.1.1.
Definice 3.4.2.8

Okruh M se nazyva archimédovsky uspotadany, je-1i uspotadany, a jestlize
mimo to plati tzv. Archimedtv axiom: Jsou-li x4, x, dva libovolné prvky okruhu M,

pricemz x; je kladné, existuje prirozené Cislo n tak, ze n.x; > x,.
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Nyni mizeme dokézat platnost véty 3.3.5:

Podle bodu 1 definice 3.4.1.7 je 1.B = B = [1. By, By]. Ted tedy dokazeme, Ze
n.B = [n. By, B,]. Plati-li tato rovnost pro n&jaké piirozené ¢islo n, pak podle bodu 2
definice 3.4.1.7 plati: (n + 1).B =n.B+ B = [n. By, B,] + [B1,B,] = [n.B;.B, +
B,.B;,B%] = [(n + 1). By, B,]. Z tohoto vyplyva, ze vztah n. B = [n. By, B,] plati pro

vSechna piirozena ¢isla n.

Protoze ¢islo B je kladné, proto B;. B, > 0. Utvofime ¢isla B;. A,, By.A;. Je-li
A,.B, > 0, maji ¢isla By, B, A, vesmés stejnd znaménka, takze B;. A, je kladné.
ProtoZe okruh celych ¢isel je uspofadan archimédovsky, existuje takové piirozené ¢islo
n, e n.B;.A, > B,.A,. Potom je [n.B,, B;] > [A4, A,], nebot’ B,. A, > 0. Je-li
B,.A, > 0, maji ¢isla By, B, stejna znaménka, ale ¢islo A, ma opa¢né znaménko, takze
¢islo By. A, je zaporné a —B;. A, je kladné. Potom existuje takové ptirozené Cislo n, ze
n.(—B;.A,) > —B,. A4, ¢ilin. B;. A, < B,.A;. Potom je opét [n. By, By] > [A4,4,],
nebot’ B,. A, < 0. Ale [n.B;, B,] = n.[B;, B,], takZe v obou pfipadech je n.[B;, B,| >
[41, Az].

(Podle [Hru53], str.182-183)

Podle tohoto jsme usoudili, Ze racionalni ¢isla jsou archimédovsky uspofadany

okruh.

3.4.3 Vnoreni komutativniho okruhu do podilového télesa

Analogicky ke kapitole 2.4.2 mame vétu, ktera tikd, za jakych podminek

muzeme rozsifovat okruhy na télesa.

Véta3.4.3.1

Komutativni okruh O = (O, +, -) Ize vnofit do télesa tehdy a jen tehdy, nejsou-li
Vv ném netrivialni délitelé nuly. Navic plati, Ze komutativni okruh Ize v tomto piipadé

vnofit do télesa, které je komutativni.

Nejprve méjme okruh O = (O, +, -) bez netrividlnich délitelti nuly. Oznac¢ime
(0 \ {0},-) komutativni pologrupu. Pro konstrukci mnoziny racionalnich ¢isel
pouZzijeme komutativni pologrupu (Z \ {0},-). Z kapitoly dva vime, Ze tato struktura je

komutativni pologrupou s kracenim, dokonce je komutativnim monoidem.
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Podle véty 2.4.2.1 lze takovouto strukturu vnoftit do grupy. Podle véty 2.4.2.2 1ze
vnofit i pologrupu (0 \ {0} x 0 \ {0},-) do grupy. Ke konstrukci grupy

(0\ {0} x 0 \ {03},") /~ potiebujeme mit kongruenci ~. V definici 3.1.1 jsme zavedli
relaci ,,=, ktera je relaci ekvivalence. Tato relace je zaroven, podle tvrzeni, které jsme

uvedli v kapitole 2.4.2, kongruenci.

Faktorizaci (Z \ {0} X Z \ {0},") podle ,,=* dostaneme grupu vzhledem

Kk nasobeni, kterou bude mozné ztotoznit s (Q \ {0},.).

Abychom dostali t€leso, musime jesté ,,08etfit™ druhou operaci. S¢itani dvojic
zmnoziny Z X Z \ {0}zavedené v definici 3.1.1 spliiuje axiomy komutativni grupy

podle véty 3.2.1.5.

Zkonstruované téleso (Z X Z \ {0}/=, +,") nazyvame podilovym télesem
okruhu.

Nyni popiSeme homomorfismus, kterym je vnofime komutativni okruh celych

¢isel do télesa racionalnich ¢&isel.

T2 — Q=ZXxXZ\{0}/=
f(A)=[A.4, A, A+#0
fA)=1[0, X, A=0,X#0

Ovétime, zda takto popsané zobrazeni je vnofenim. Pro sCitdni raciondlnich cisel
pouzijeme znak @ a znak ® pro nasobeni racionalnich ¢isel, podobné + a . pro

ptislusné operace v celych ¢islech. Pokud ukdzeme, ze plati
f(A+B)=f(A) ©f(B) a f(A.B)=f(A) ®f(B)

pro ptipady A # 01 A =0, bude f homomorfismem.
Pro A # 0 a soucet, resp. soucin racionalnich ¢isel plati:
f(A)@f(B)=[A.A, A]® [B.B, B]=[A.A.B+A.B.B, A.B] =
=[A+B,1]=[(A+B)(A+B),A+B]=f(A+ B).
resp.

f(A)®f(B)=[A4.4, A]® [B.B, B]=[A.A.B.B, A.B] =
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= [A.B,1] = [A.B.A.B,A.B] = f(A.B).
Pro A = 0 a soudet, resp. soudin racionalnich &isel plati:
f(0)@f(®)=[0, X]®[B.B, B] = [0.B +X.B.B, X.B] =
= [X.B.B,X.B] = [B,1] = [B.B,B] = [(0 + B)(0 + B),0 + B] = (0 + B).
resp.
f(0)®f(B)=[0, X] ® [B.B, B] = [0.B.B, X.B] =
= [0,X.B] = [0,X] = (0) = £(0.B).

Pro dikaz injektivnosti homomorfismu f uvazujme nejprve piipad A # 0, B # 0.
Z rovnosti f(A) = f(B) v takovém piipadé plyne

[A.A,A] = [B.B, B].

Dv¢ raciondlni ¢isla jsou si rovna, kdyZ je soucin prvni slozky prvniho ¢isla a druhé
slozky druhého ¢isla roven soucinu druhé slozky prvniho ¢isla a prvni slozky druhého
Cisla, viz definice 3.1.1, tj. kdyz

A.A.B = A.B.B.
Operace nasobeni celych Cisel je operaci s kracenim, proto
A=B,

atedyf je pro A # 0, B # 0 prosté zobrazeni. Vezmeme-li A = 0, B = 0, je z definice
zobrazeni f ziejmé, ze z f (A) = f (B) vyplyne A = B = 0. Uvazujme piipad A = 0,B #
0, potom Ize rovnost f(A) = f(B) piepsat do tvaru

[0,X] = [B.B, B]
a dale
0.B=X.B.B,resp.0 = X.B.B.

Vzhledem k tomu, Ze v okruhu celych ¢isel neexistuji netrivialni délitelé nuly a X # 0,
musi byt B =0,atedy B=A4 = 0.
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KAPITOLA 4

Realna Cisla

Mnozinu realnych ¢isel budeme oznacovat symbolem R. Tato mnozina obsahuje
vSechna pfirozena, cela i racionalni ¢isla. VéEtsina funkci, se kterymi v matematice
pracujeme, maji pravé realna ¢isla nebo néjakou jejich souvislou podmnozinu za
defini¢ni obor. Redlna Cisla jsou nekonecna nespocetnd mnozina, ktera je uzaviend
vzhledem k operacim s¢itani, od¢itani, nasobeni i déleni. Realna ¢isla tedy

Vv algebraickém smyslu tvoii téleso.

Realna ¢isla si mtizeme predstavit jako Cisla, kterd oznacuji vzdalenost mezi
jakymikoli dvéma body na piimce, které¢ budeme fikat ¢iselna osa. Redlné Cislo
predstavuje vzdalenost od zvoleného bodu, tim vétSinou byva nula. Nula rozdéluje
¢iselnou osu na dvé ¢asti, kladnou a zapornou, tedy i realna Cisla rozdéluje na kladnou a
zapornou cast. Podle zavedeného systému se na Ciselné ose d¢€li redlna ¢isla podle
polohy vzhledem k nule, napravo od nuly kladna a nalevo od nuly zaporna. Pro kazdé
realné ¢islo je definovana i jeho absolutni hodnota, jejimz geometrickym smyslem je

vzdalenost obrazu ¢isla od nuly na ¢iselné ose.

Rozdil mezi mnoZinou realnych a raciondlnich ¢isel nazyvame ¢isla iracionalni.
Redlna ¢isla mizeme také délit na algebraicka, tedy ta, kterd jsou kofeny mnohoclenti

s celoc¢iselnymi koeficienty, a transcendentni (zbytek).

R
Q
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4.1 Rezy v mnoZiné raciondlnich &isel

Postup, ktery jsme do ted’ uZivali, byl nasledujici: Nadefinovali jsme si n¢jakou
mnozinu, kterou jsme postupné rozsifovali, aby na ni byla proveditelna n¢jaka operace.
Vychazeli jsme z mnoziny ptirozenych Cisel, ve které bylo mozné provadét od¢itani jen
za ur¢itych podminek. Poté jsme mnoZzinu N rozsitili a vytvofili tak okruh celych &isel,
kde bylo mozné provadét od¢itani bez omezeni, ale déleni zde bylo mozné jen za
ur¢itych podminek. Poté jsme mnozinu Z opét rozsitili na téleso raciondlnich Cisel, ve
kterém bylo mozné provadét déleni vzdy, kdykoli byl délitel riizny od nuly. V této
kapitole se budeme zabyvat dal$im rozsitenim mnoziny Q, které jiz nebude motivovano

neomezenou proveditelnosti operaci definovanych na Q.

Hlavnim diivodem dalSiho roz§ifovani mnoziny raciondlnich ¢isel je ziskani
,,Spojité mnoziny*“. Vyjdeme z mnoziny racionalnich ¢isel Q, jejiz prvky budeme
oznacovat velkymi pismeny, jak jsme si zavedli v predchozi kapitole. Pro prvky
z mnoziny R budeme pouzivat pismena a, &, ..., x, 4,z a pro operace s realnymi cisly

budeme vyuzivat znaky zavedené v kapitole 1.1.

4.1.1 Hust€ uspofddana mnozina

Mnozina racionalnich ¢isel, je ,,nedokonald* tim, ze neni ,,spojitd®. I pfesto lze
dle nasledujiciho tvrzeni najit mezi libovolnymi dvéma racionalnimi ¢isly dalsi

racionalni ¢islo.
Véta4d.1.1.1

C AL By g o ev AL Bi
Jsou-li A—l,B—l dvé racionalni ¢isla, pro néZ plati A—1 < B—l, existuje racionalni ¢islo
2 2 2 2

X . A X B
Ztak,ze 2 <2< 2
X2 4 X B,

Definice 4.1.1.1 (Husté€ usporadana mnozina)

Mnozinu M nazyvame hust€ uspofddanou mnoZzinou, ma-li aspoini dva prvky, je-
li uspofadana a ma-li tu vlastnost, Ze ke kazdym dvéma prvkim a € M, f € M, pro néz

plati @ < B,existuje alespon jeden takovy prvek € € M, ze ¢ < & < L.
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Podle véty 4.1.1.1 je ptirozené usporadana mnozina raciondlnich Cisel
uspotadana husté, naproti tomu neni piirozen¢ usporadana mnozina celych cisel
usporadana husté, protoze ke kazdym dvéma prvkim N a N + 1 z mnoziny Z

neexistuje zadny prvek X z mnoziny takovy, aby pro néj platilo N < X < N + 1.

Z definice 4.1.1.1 vyplyva, ze mezi kazdymi dvéma prvky husté uspofadané
mnoziny lezi neomezené mnozstvi dalSich prvki, nebot’, jsou-li a, § takové dva prvky
husté uspofadané mnoziny tak, Ze o < [, existuje alespoil jeden dalsi prvek &, pro ktery
plati < & < BB, pak musi existovat i dalsi prvek &;, pro ktery plati « < & < . Husté

uspofadand mnozina je vZdy nekonecna.

Kdybychom se omezili pouze na mnozinu racionalnich ¢isel, neméli bychom
7adné &islo, které by vyhovovalo podmince x? = 2. Proto musime zavést novy ¢iselny

obor, kterymi zaplnime mezery v mnoziné racionalnich ¢isel.

Vzhledem k tomu, Ze mnoZina racionalnich ¢isel je nespojita, budeme
Vv nésledujicich vétach a definicich zavadét nové pojmy, souvisejici praveé s nespojitosti
mnoziny racionalnich ¢isel.
Definice 4.1.1.2 (Rez, horni a dolni skupina)
Mnozinu M; € M nazveme fezem usporadané mnoziny M, ma-li tyto vlastnosti:
1. Neni prazdna, ale existuje alesponi jeden prvek mnoZiny M, ktery do M, nepatii.
2. Je-li a; € M libovolny prvek, ktery patii do M;, a @, € M libovolny prvek,
ktery do M; nepatii, je vzdy a; < a,.
Mnozinu M; nazyvame dolni skupina.

Mnozinu M, prvka z M , které do M, nepatii, nazyvame horni skupina.
Priklad 4.1.1.1:
Napitiklad mnozina M; = {x EQ;x < — %} je fezem mnoZiny racionalnich &isel,

protoze je neprazdna (napf. —% € M,) ataké Q \ M; je neprazdna (napt. 0 € Q \ M;).

Rovnéz plati, ze a; < a,, vezmeme-li a; € M; aa, € Q \ M;.

Potom muizeme nasi mnozinu M; nazyvat dolni skupinou a mnozinu Q \ M,

horni skupinou.
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Definice 4.1.1.3 (Skok a mezera)

Rez uspofadané mnoziny M, jehoz dolni skupina M; mé posledni prvek a jehoz
horni skupina M, ma prvni prvek, se nazyva skokem mnoziny M. Rez, jehoZ dolni
skupina M, nema posledni prvek a jehoz horni skupina M, nema prvni prvek, se nazyva

mezerou mnoziny M.

Priklad 4.1.1.2

Napriklad fez M; = {x € Q;x? < 2 V x < 0} na uspofadané mnoziné
racionalnich ¢isel je mezera, nebot’ x2 = 2 nepatfi do dolni skupiny, protoze x? =
nenalezi do mnoZiny raciondlnich ¢isel a neda se jednoznacné urcit nejblizsi ¢islo, které
by do této skupiny patftilo, proto fikame, ze dolni skupina nema posledni prvek. Pro
M, = Q \ M, plati totéz analogicky, nebot’ se neda jednoznacné urcit ¢islo takové, aby
naleZelo raciondlnim ¢islim a bylo co nejblize x2 = 2 a zaroven nalezelo do M,.

Rekneme tedy, Ze skupina M, nemé prvni prvek.
Véta 4.1.1.2 (Vlastnost husté uspofddané mnoziny)

Usporadana mnozina je husté uspofadana tehdy a jen tehdy, neobsahuje-li

skoky.
Podle této véty husté uspofadana mnozina racionalnich ¢isel neobsahuje skoky.

Na zéaklad¢ téchto vét mizeme fici, Ze mnozina racionalnich ¢isel je husté

usporadand spocetna mnozina.
Véta4.1.1.3
Ptirozen¢ uspotfddand mnozina racionalnich ¢isel obsahuje mezery.

V mnozing racionalnich ¢isel existuji vedle mezer jesté dalsi dva typy fezi. To

plati i pro kazdou jinou husté usporadanou mnozinu. Popisme tyto tii druhy fezi:

1. Dolni skupina M; nema posledni prvek a horni skupina M, ma prvni prvek «a.
2. Dolni skupina M; ma posledni prvek a a horni skupina M, nema prvni prvek.

3. Dolni skupina M; nema posledni prvek a horni skupina M, nema prvni prvek.

Prvni dva ptipady se od sebe v podstaté nelisi, protoze je lhostejné, zda poc¢itame

prvek a do M; nebo do M,. Nebudeme-li k tomuto prvku piihlizet, jsou obé skupiny
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V obou piipadech stejné. Abychom nemuseli zbytecné odliSovat tyto dva ptipady,

ucinime nasledujici umluvu:

Umluva: Dolni skupinu M; fezu hust& uspoiadané mnoziny budeme vzdy tvofit tak, aby

neméla posledni prvek.

Nyni méme jen dva druhy fezl husté uspofadané mnoziny M, a to fezy, jejichz
horni skupina mé prvni prvek a, a fezy, jejichz horni skupina nema prvni prvek. Tyto

fezy jsme v definici 4.1.1.3 nazvali mezerami.
Definice 4.1.1.4 (Rez raciondlni a iraciondlni)

Rez v mnoZiné raciondlnich ¢isel nazyvame racionalnim, jestlize jeho dolni
skupina neobsahuje nejvetsi Cislo, ale horni skupina obsahuje nejmensi Cislo. Rez
vV mnozin¢ racionalnich ¢isel nazyvame iracionalnim, jestlize jeho dolni skupina

neobsahuje nejvetsi Cislo a horni skupina neobsahuje nejmensi Cislo.

V dalsi ¢asti textu budeme fezy v mnozin€ racionalnich ¢isel oznacovat feckymi
pismeny a raciondlni fez, ktery je definovan racionalnim ¢islem <A, které je nejmensim

¢islem jeho horni skupiny budeme oznacovat a”.

Napiiklad p = {x € Q; x3 < 3}jefezvQab* = {x EQ; x< g}jefez
definovany Cislem B = g
Véta4.1.1.5

Je-1i dan fez a v mnoziné racionalnich ¢isel a libovolné kladné racionalni ¢islo

H, existuje Cislo A4 Vv dolni skuping a ¢islo A, V horni skuping fezu « tak, Ze
c/qz - c/ql = j'[

4.2 Vlastnosti poditani s fezy v mnoziné racionalnich ¢isel

S fezy mizeme zachézet podobné jako s Cisly, a tak pro né¢ mizeme definovat
pocetni tikony jako pro Cisla. V této podkapitole vybudujeme aritmetiku fezil,
dospé&jeme k podobnym vlastnostem jako u Cisel. Tyto vlastnosti ozna¢ime stejnymi

symboly jako u ¢isel, ale budeme je oznafovat hvézdickou.
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4.2.1 Scitani feza
Definice 4.2.1.1 (Rovnost fezil)

O tezech a, B fikame, Ze jsou Si rovny, pisSeme a = 3, kdyz kazdé ¢islo dolni
skupiny fezu « je zaroven také ¢islem dolni skupiny fezu £ a naopak. Piseme a = f3,

neni-li tomu tak, piSeme a # f5.

Rezy jsou si tedy rovny, kdyZ jsou jejich dolni skupiny totozné. Takto

definovana rovnost fezu je relaci ekvivalence.
Véta4.2.1.1

Jsou-li a, B dva fezy a utvorime-li mnozinu soucti a; + by, kde a, je libovolny
prvek dolni skupiny fezu a a b, libovolny prvek dolni skupiny fezu £, pak je tato

mnozina fez.
Definice 4.2.1.2 (Jednoznacnost s¢itani)

Rez sestrojeny ve véteé 4.2.1.1 se jmenuje soucet fezll @, f a znacise a + f5.

Soucet fezll @, f je svymi s¢itanci jednoznacné urcen.
Véta4.2.1.2

Soucet dvou racionalnich fezti definovanych racionalnimi Cisly A, B je

raciondlni fez definovany ¢islem A + B, tj. a* + b* = (a + b)".
Véta4.2.1.3

Pro s¢itani fezh plati komutativni a asociativni zékon, tj. pro libovolné dva, resp.

ti fezy plati:

a+pB=F+a

a+(B+y)=(@+p)+y
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Véta4.2.1.4
Jsou-li «, 8 dva libovolné fezy, existuje alespon jeden fez ¢ takovy, ze

a+§=Fp

Diusledek: Mnozina fezil v télese racionalnich ¢isel obsahuje prvek nulovy, tj. takovy
fez, 7ze @ + 0 = a a ke kazdému fezu a V t€lese racionalnich ¢isel existuje fez opacny,

tj. takovy fez —a, ze @ + (—a) = o.

Definice 4.2.1.3 (Rez kladny a zaporny)

Rez, jehoz dolni skupina obsahuje &islo 0, nazyvame kladnym. Je-li —a kladny

fez, nazyvame fez a zapornym.
Véta4.2.1.5

Je-li a libovolny fez v télese racionalnich ¢isel, nastane pravé jeden z piipada

a = o, a je kladné, —a je kladné.
4.2.2 Nésobeni fezil
Véta 4.2.2.1 (Soucin fezl)

Jsou-li a, B dva kladné fezy a utvoiime-li mnozinu obsahujici v§echna zaporna
racionalni ¢isla, nulu a vSechny souciny tvaru a,. by, kde a; je libovolné kladné ¢islo
dolni skupiny fezu a a b; libovolné kladné ¢islo dolni skupiny fezu 3, pak tato mnozina

je fez.
Definice 4.2.2.1(Jednoznacnost nasobeni)

Jsou-li fezy a, [ kladné, pak fez konstruovany ve vété 4.2.2.1 se jmenuje soucin

fezi a znadi se a. 8. Vedle toho pro kazdé a a 8 plati:
a.o=o0.f=0

a.(=p) = (-a).B = —(a.p)

Rez utvofeny ve vété 4.2.2.1 je jediny, tedy plati, Ze je jednoznaéné uréen.
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Véta4.2.2.2

Soucin dvou racionalnich fezti definovanych racionalnimi Cisly A, B je

raciondlni fez, definovany souc¢inem A. B, tj. plati a*. b* = (a.b)".
Véta4.2.2.3
Pro nasobeni libovolnych dvou ¢i tfi feza plati komutativni a asociativni zakony:
af=p«a
a.(B.y) = (a.B).y
Véta4.2.2.4
Jsou-li a, B libovolné fezy, pii¢emz a # o, existuje alespon jeden fez ¢ tak, ze
a.§=p
Véta4.2.2.5
Jsou-li a, § kladné tezy, jsouifezy a + f§ a a. f kladné.
Véta 4.2.2.6
Pro s¢itani a nasobeni feza plati distributivni zakon:
aB+y)=apB+ay

Mnozina ezl v télese racionalnich ¢isel je usporadanym télesem, protoze o jeho
prvcich mé smysl fikat, Ze jsou kladné, nebo zaporné a jsou splnény vlastnosti uvedené

ve vét€ 4.2.1.5a4.2.2.5.

4.3 Usporadani fezu

Podle definice 3.4.1.6% mizeme stanovit, ktery fez budeme pokladat za vétsi a

ktery za mensi.

2 . s ’ . - . vz v . vovr v v ’
Je-1i M uspotadany okruh a jsou-li x4, x, dva jeho prvky, fikame, Ze x; je vétsi nez x,, kdyz rozdil
X1 — x5 je kladny, a Ze x; je mens$i nez x,, kdyz rozdil x; — x, je zaporny.
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Véta 4.3.1

Jsou-li a, B tezy v télese racionalnich ¢isel, pak a > B tehdy a jen tehdy, kdyz
existuje Cislo dolni skupiny fezu a, které je ¢islem horni skupiny fezu . A a < 8 tehdy

a jen tehdy, kdyz existuje horni ¢islo fezu a, které je ¢islem dolni skupiny fezu .
Véta 4.3.2

Jsou-li a*, b* dva racionalni fezy, pak a < & tehdy a jen tehdy, kdyz a* < b*.
Véta4.3.3

Raciondlni ¢islo a4 je ¢islem dolni skupiny fezu a tehdy a jen tehdy, kdyz

a; < a. Raciondlni ¢islo a, je ¢islem horni skupiny fezu « a jen tehdy, kdyz a; > a.
Definice 4.3.1 (Reélné, raciondlni a iraciondlni ¢islo)

Misto ndzvu fez v mnoziné racionalnich ¢isel budeme fikat realné &islo.

Raciondlni fez se jmenuje raciondlni ¢islo a iraciondlni fez je nazyva iraciondlni ¢islo.

Touto definici jsme nezavedli nic nového, jen jiny nazev. Tento ndzev jsme
mohli zavést uz na zacatku této kapitoly, ale neucinili jsme tak, proto, abychom nepletli
nazev racionalni fez S ndzvem racionalni ¢islo. Nyni ovS§em mizeme tyto pojmy
ztotoznit. Proto také miizeme vSechny véty a definice vyslovené v této kapitole podle

tohoto upravit a ziskdme tak definice pro realna cisla.

Z tohoto plyne, Ze mnozina realnych ¢isel, je také uspotadané téleso, a to téleso

usporadané archimedovsky.
Véta 4.3.4

Jsou-li a, & dvé realna ¢isla a a kladné, existuje takové piirozené ¢islo n, Ze

n.a> 4.

Véta 4.3.5

Mnozina Q raciondlnich ¢isel je husta v pfirozen¢ uspoiradané mnoziné R

realnych cisel.
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Dukaz:

Jsou-li a, & dvé libovolna realna Cisla, pro néz plati a < &, pak podle véty 4.3.1
existuje racionalni ¢islo X, které patii do horni skupiny fezu a a souc¢asné¢ do dolni
skupiny fezu £, tj. podle véty 4.3.3 o < X < . Protoze dolni skupina fezu f nemé
posledni prvek, proto v ni existuje raciondlni ¢islo X' > X . Pro ¢&islo X' tedy plati

a< X <pB.
Dusledek:

Pfirozené uspofddana mnozina realnych ¢isel R je husté uspoiadana, nebot’ X’

patfi mezi realna cisla.
(Podle [Hru53], str. 221)

4.3.1 Spojité usporadani

V piredchozich podkapitolach jsme zkoumali fezy v pfirozené usporadané
mnozin¢ raciondlnich cisel, kde jsme dospéli k pojmu iraciondlni ¢islo. Zjistili jsme, Ze
V této mnoZziné¢ mame dva druhy ez, z nichZ jeden nam nepfinesl nic nového, a druhy

nas vedl k novému druhu ¢isel, tedy ke zminénym iraciondlnim ¢islam.

Ale v téhle podkapitole budeme zkoumat fezy v ptirozené uspoifadané mnoziné
redlnych ¢isel R. Redlna Cisla je tieba zkonstruovat tak, aby beze zbytku vyplnila
¢iselnou osu. Tim je mysleno, Ze kazd4 neprazdna omezend mnozina méla v tomto

¢iselném oboru supremum a infimum.
Véta 4.3.1.1 (Dedekindova véta)

Ptirozené usporadana mnozina realnych ¢isel R neobsahuje mezery.
Definice 4.3.1.1 (Spojitd mnozina)

Hust¢ uspotadana mnozina, kterd neobsahuje mezery, se nazyva spojita.
Definice 4.3.1.2 (Mnozina omezena, omezena shora a omezena zdola)

Mnozinu M reélnych Cisel nazyvdme omezenou shora, existuje-li takové realné

¢islo 1, Ze pro kazdé z € M plati z < £
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MnozZinu M redlnych ¢isel nazyvame omezenou zdola, existuje-li takové realné

¢islo n, ze pro kazdé z € Mplati z > n.
Je-li mnoZina omezena shora 1 zdola, se nazyva omezena.
Véta 4.3.1.2 (Vlastnosti suprema a infima)

a) Je-li M neprazdna a shora omezena mnozina realnych ¢isel, existuje jediné
realné Cislo a majici tyto vlastnosti:
1) Prokazdé z € M plati 3 < a.
2) Zvolime-li libovolné realné &islo a’ < a, existuje alespoii jedno Cislo 3 € M

tak, ze z > a'.

b) Je-li M neprazdna a zdola omezena mnozina realnych ¢&isel, existuje jediné
realné ¢islo 4 majici tyto vlastnosti:
3) Prokazdé z € M plati 3 > 4.
4) Zvolime-li libovolné realné ¢islo 4’ < &, existuje alespoii jedno ¢&islo z € M

tak, Zze z < &',
Definice 4.3.1.3(Supremum, infimum)

Cislo a z véty 4.3.1.2 se nazyva supremum mnoziny M, &islo 4 se nazyva

infimum mnoZiny M.
Véta 4.3.1.3 (Spocetnost mnoziny realnych ¢isel)
Mnozina vSech redlnych ¢isel neni spocetna.

Vsechny cCiselné obory jsou konstruovany jako mnoziny, ty je tieba volit tak, aby
jejich vzajemné vztahy odpovidaly predstavam, které o daném ¢iselném oboru mame.
Jak uz jsme fekli v ivodu této podkapitoly, realna Cisla je tieba konstruovat tak, aby
kazda neprazdna a omezena mnozina méla supremum a infimum, které nélezi do

mnoziny realnych cisel.
Definice 4.3.1.4 (Dedekindtv fez)

Dedekindiv fez je kazda dolni mnozina v piirozené usporadané mnoziné, ktera

obsahuje své supremum, tedy pokud toto supremum existuje.
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Mnozina vSech Dedekindovych fezli na mnozin¢ racionalnich ¢isel presné
odpovida vyse zminénym pozadavkiim, coz tedy znamena, ze ji Ize pouzit jako

izomorfni kopii redlnych ¢isel.

55



Zaver

Tato prace méla za kol objasnit, jak se konstruuji jednotlivé Ciselné obory.
V prvni kapitole jsme si zavedli pfirozena ¢isla pomoci Peanovych axiomi, vyslovili

jsme vlastnosti s¢itani a nasobeni prirozenych Cisel a také vlastnosti jejich usporadani.

rowr

V kapitole druhé, jsme si zavedli celé Cisla jako dvojice €isel prirozenych, uvedli
vlastnosti operaci s¢itani a nadsobeni a jejich uspotradani. V této kapitole je také nove
definovano cislo nula a ¢islo opacné a jejich vlastnosti vii¢i s¢itani a nasobeni. Pro
konstrukci tohoto oboru, bylo také nutné objasnit princip vnotfeni komutativni

pologrupy do grupy, nebot’ toto nam zdivodni, pro¢ jsme cela ¢isla zavedli jako dvojice

piirozenych.

Tteti kapitola je vénovana racionalnim ¢islim, ktera zavadime jako dvojice
celych ¢isel, ukazujeme zde opét vlastnosti s€itani a nasobeni a jejich usporadani. Pro
konstrukeci racionalnich ¢isel, je nutné jeste uvést princip vnoteni komutativniho okruhu
do télesa, kterym je objasnéno, pro¢ si zavadime racionalni ¢isla, jako dvojice celych
¢isel. Oproti celym ¢isltim je zde nové proveditelné déleni a s nim souvisejici existence

inverzniho prvku pro operaci nasobeni, pievracené¢ho cisla.

Ve c¢tvrté kapitole jsme zkonstruovali realna ¢isla metodou Dedekindovych fezt.
V této kapitole je také vysvétlen pojem iraciondlni ¢islo. MnoZzinu iracionélnich ¢isel
chapeme jako rozdil mnoZiny redlnych a raciondlnich ¢isel. Stejné€ jako u ostatnich

kapitol 1 zde uvadime vlastnosti s¢itani, nasobeni a uspotradani redlnych Cisel.

Vzhledem k rozsahu prace, jiz nebyl prostor ke konstrukci oboru komplexnich,
resp. hyperkomplexnich ¢isel, ktera by se konstruovala podobné jako ¢isla celad a
raciondlni, tedy bychom si je zavedli jako dvojice redlnych, resp. Komplexnich ¢i

urcitého typu hyperkomplexnich ¢isel.

Pokud v praci nebylo uvedeno jinak, byly veskeré pouzité véty a definice

pfevzaty z publikaci uvedenych v seznamu pouZité literatury.
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Resumé

The thesis deals with the method of construction of numerical domains. The thesis is divided
into four chapters. In the first chapter, we occupy ourselves with an implementation of natural
numbers with the aid of Pean’s axioms, which | implement the basic characteristics of the
domain with. In the second chapter we define the integer domain as pairs of natural numbers
via method of embedding of Abelian half-group into group. In the third chapter | devote myself
to the rational domain and its construction with the help of integer numbers. The issue is an
establishment of rational numbers as pairs of integer numbers. In the last chapter we deal with
the real domain whose construction is made by the method of Dedekind’s cuts. There is also a

reference to the real domain as a difference between sets of real and rational numbers.
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