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Tato bakalafska prace se zabyva tématem dé&litelnosti v oborech integrity. Obory
integrity spadaji do matematické discipliny algebra, kterou se zabyvaji matematické
osobnosti od nepaméti. Mezi nejvyznamnéj$i matematiky feSici problematiku obori
integrity patfili v neposledni fad¢ Johann Carl Friedrich Gauss a Euklidés z Alexandrie,

po kterych jsou pojmenovany nejvyznamnéjsi skupiny oboru integrity.

V této praci najdeme vymezeni pojmi oborl integrity, zpracované priklady
délitelnosti v oborech integrity a ukdzky specidlnich obori integrity. Pro svoji praci jsem

vybral Gaussovy a Euklidovy obory integrity.

Hlavnim tématem této prace je délitelnost a ta souvisi s pojmy nejvétsi spolecny
délitel a nejmensi spoleény nasobek. Proto je témto pojmim vénovana nejveétsi Cast
mé prace. Pro zajimavost jsem do své prace umistil ukazku vypoctu nejvétsiho spole¢ného

délitele a nejmensiho spole€ného nasobku v nejrozsifenéjSich matematickych softwarech.
Prace je rozdé€lena na sedm kapitol, které obsahuji praktickou a teoretickou ¢ast.
Prvni kapitola se zabyva vymezenim pojmu obor integrity.

V druhé¢ kapitole najdeme definice zakladnych pojmu souvisejicich s obory integrity

a délitelnosti v nich.

Tieti kapitola je vénovana Johannu Carlu Friedrichu Gaussovi a jeho oborim

integrity.

Ctvrta kapitola pojednava o Euklidovi z Alexandrie, Euklidovu algoritmu
a Euklidovych oborech integrity.

V paté kapitole najdeme piiklady vypoctu nejvétSich spole¢nych délitelt
a nejmensich spoleénych nasobkii pomoci Euklidova algoritmu v riznych oborech
integrity véetné prostoru polynomti.

Sesta kapitola je vénovana oboru integrity nespliiujicimu podminku koneénosti
fetézce vlastnich délitelt, ktery tudiz neni Gaussovym oborem integrity.

Posledni sedma kapitola pojedndva o oboru integrity, ktery nesplituje podminku
existence nejvetsiho spoleéného nasobku a neni Euklidovym oborem integrity. Navic neni

ani Gaussovym oborem integrity.
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1 OBORINTEGRITY

Algebraickou strukturu (J; +,) nazyvame oborem integrity pravé tehdy, kdyz je

komutativnim okruhem, ve kterém neexistuji netrivialni délitelé nuly. [Prochazka, 1990]

Obor integrity je jedna z fady algebraickych struktur, ve které jsou definovany dvé binarni

operace a to s¢itani (4+) a nasobeni (-). Aby algebraicka struktura byla oborem integrity,

musi spliiovat nasledujici axiomy:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Komutativnost operace s¢itani: (Va,b € 7):[a + b = b + a].
Nezalezi na potradi s¢itancti.
Asociativnost operace s¢itani: (Va,b,c € 7):[(a+b) +c=a + (b + ¢)].
Nezalezi na poradi provedenych operaci se s¢itanci.
Existence neutralniho prvku e operace s¢itani:
(Va€d,de€ed):la+te=e+a=al
Souctem libovolného prvku s neutralnim prvkem dostavame piivodni prvek.
Existence inverzniho prvku a~! operace s¢itani:
(Va€d,3ated):la+tat=atl+a=e¢].
Souctem libovolnému prvku a prvku inverzniho dostavame prvek neutralni.
Komutativnost operace nasobeni: (Va,b € 7):[a-b = b - a].
Nezalezi na potadi Cinitelt.
Asociativnost operace nasobeni: (Va, b,c € 7):[(a-b)-c=a- (b-c)].
Nezalezi na poradi provedenych operaci s ¢initeli.
Distributivnost: (Va,b,c € 7):[(a+b)-c=a-c+b-c].
Moznost rozndsobeni s¢itanci.
Neexistence netrividlnich délitelti nuly:
(Va,b€T):[a+=0Ab+0=>a-b+0].

Nulovy sou¢in miiZzeme ziskat pouze nulovymi ¢initeli.

Ptikladem oboru integrity je mnozina celych c¢isel Z vybavend operacemi s¢itani

a nasobeni.

Dutkaz, ze mnozina Z tvoii obor integrity, obecné neprovadime. Ukazeme na nahodnych

numerickych hodnotach, ze splituje 8 axiomti oboru integrity.

1) Komutativnost operace s¢itani:

(Va,beZ)(a+b=b+a)
napt. 5+7 =7+ 5= 12.
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2) Asociativnost operace scitani:
(Va,b,ceZ)[(a+b)+c=a+(b+c)]
napt. 3+4)+6=3+(4+6)=13.

3) Existence neutralniho prvku e K operaci s¢itani:
at+e=e+a=a
ate=a [—a

e=0 = |[Va€Z3Ie€ETZ.

4) Existence inverzniho prvku a™! k operaci s¢itani:

l=al+a=e

a+a
al+a=0 /-a

al=—-a =[Va€eZ3ateTZ.

Odtud vidime, Ze inverzni prvek je prvek opacny.

5) Komutativnost operace nasobeni:
(Va,b€Z):(a-b=b-a)
napt. 5-7 =7-5=35.

6) Asociativnost operace nasobeni:
(Va,b,c €Z):[(a-b)-c=a-(b-c)]
napt. (3:4)-6=3:-(4-6) =72.

7) Distributivnost:
(Va,b,c €Z):[(a+b)-c=a-c+b-]
napt. (7+6)-5=7-5+6:5=065.

8) Neexistence netrivialnich délitelt nuly:
(Va,b€eZ):(a+0Ab+0)=>a-b+0
napt. 5-7 # 0.
Dalsim piikladem oboru integrity je fundamentalni Giplna soustava zbytkt (FUSZ) podle

prvociselného modulu m = 5 vzhledem ke s¢itani a nadsobeni.
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2 DELITELNOST V OBORECH INTEGRITY
V této kapitole se budeme =zabyvat délitelnosti v Komutativnich oborech integrity.
Komutativnim oborem integrity rozumime netrividlni komutativni a asociativni
okruh (O; +,-) bez déliteld nuly a s jednotkovym prvkem. Je to tedy algebraicka struktura,
ktera splituje nasledujici axiomy:

1. Komutativnost operace scitani: (Va,b € O):[a+ b = b + a].

2. Asociativnost operace s¢itani: (Va,b,c € O):[(a+b)+c =a+ (b + ¢)].

3. Existence neutralniho prvku e operace scitani:

(Va€0,3e€0):la+e=e+a=al.
4. Existence inverzniho prvku a~operace s¢itani:
(Va€0,3at€0):lat+al=al+a=c¢e].
5. Asociativnost operace nasobeni: (Va,b,c € 0):[(a-b)-c=a-(b-c)].
6. Distributivnost operace nasobeni:
(Va,b,c € 0):[(a+b)-c=a-c+b-c].
7. Komutativnost operace nasobeni: (Va, b € O):[a-b = b - a].

8. Jednotkovy prvek: (Va € 0,3j € O):[a-j = a].

Oborem integrity rozumime mnozinu prvka spliujici vyse uvedené axiomy a zna¢ime jej I.
Symbolem [* pak rozumime mnozinu invertibilnich prvkd oboru integrity I,
kde invertibilnim prvkem rozumime prvek splfiujici vlastnost existence inverzniho prvku
vzhledem K operaci nasobeni, tedy
(Va€el,3a*e€:[a-at=at-a=e]
Vsechny invertibilni prvky okruhu [ tvofi multiplikativni grupu, protoze spluji
nasledujici vlastnosti:
e Existence neutralniho prvku
Z axiomil oboru integrity vyplyva, ze v kazdém oboru integrity existuje
neutralni prvek.
e Asociativita
Z axiomtl oboru integrity vyplyva, Ze v kazdém oboru integrity plati zakon
asociativity.
e Existence inverzniho prvku
Z axiomu oboru integrity vyplyva, Ze v kazdém oboru integrity existuje

inverzni prvek.
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e Soucin dvou invertibilnich prvki je opét prvek invertibilni.
Invertibilni prvek je takovy prvek, ke kterému existuje prvek inverzni
(operace nasobeni) a zaroven soucinem takovych prvki je prvek jednotkovy
(neutralni). Z axiomi oboru integrity plyne, Zze ke kazdému prvku v oboru
integrity existuje prvek inverzni a proto i k souéinu dvou invertibilnich
prvkl musi existovat prvek inverzni.
O prvcich a, b € I tikame, ze prvek a déli prvek b nebo Ze je prvek b nasobkem prvku a,
existuje-li ¢ € I takové, ze b = a - c. [Blazek, 1985]
Tuto skutecnost zapisujeme symbolem a|b, ¢imz ziskdvame na mnoziné [ binarni relaci
délitelnosti.
Relace délitelnosti je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Tvofi tedy neostré linearni
usporadani.
Dtikaz, ze relace délitelnosti v Z tvofi neostré linearni usporadani:
1) Reflexivita: (Vx € M): (xRx) tj. x je v relaci s x.
(Vx €Z): (x]|x)

plati Vx € Z = je reflexivni.

2) Symetri¢nost: (Vx,y € M,x # y): (xRy = yRx)
(Vx,y €Z,x # y): (x|ly = ylx).
Neplati, protoze 2 | 6 ale 6 + 2 = neni symetricka.
Antisymetri¢nost: (Vx,y € M,x = y): (xRy = yRx)
(Vx,y €Z,x = y): (x|y = ylx).
Plati Vx,y € Z = je antisymetricka.
3) Tranzitivita: (Vx,y,z € M): (xRy AyRz = xRz)
(Vx,y,z € Z):(x|ly ANylz= x|z)
tj. x|y Aylz) >y =ax Az = by, kde (a,b €Z) = z = bax = x]|z.

Plati Vx,y,z € Z = je tranzitivni.

Symbolem a t b vyzna¢ujeme, ze prvek a nedéli prvek b.
Prvky a, b € I jsou spolu asociovany (a || b), pokud plati a|b a zaroven b|a.
Prvky asociované s jednotkovym prvkem 1 se nazyvaji délitelé jednotky. Mnozinu vSech

déliteld jednotky znacime U(I).
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Pokud je algebraicka struktura I oborem integrity, potom plati:
1. Pro vSechny prvky oboru integrity I plati, ze a|a.
(Va € I): (ala)
2. Pro vSechny prvky oboru integrity I plati, Ze 1|a.
(Vael):(1]a)
3. Pro vsechny prvky oboru integrity I plati a|c, pokud a|b a b|c.
(Va,b,c € I):[(alb A b|c) = a]c]
4. Existuji prvky a a b oboru integrity I, Zze a|b, ale b } a.
(Qa,be:(albAbta)
5. Pro vS8echny prvky oboru integrity I plati a|bc, pokud a|b.
(Va,b,c € I):(alb = a|bc)
6. Pro vSechny prvky oboru integrity I plati a|bc, pokud a|b a b|c.
(Va,b,c € I):[(alb Ab|c) = a|bc]
7. Pro vSechny prvky oboru integrity I plati, Ze ac|bc, pokud a|b a ¢ # 0.
(Va,b,c € I):[(alb Ac # 0) = ac|bc]

2.1 VLASTNI DELITEL, IREDUCIBILNI PRVEK A PRVOCINITEL

Prvek a € 1 se nazyva vlastni délitel (trivialni délitel) prvku b, pokud al|b,a & I*
a prvek a neni asociovan s prvkem b.

Ireducibilnim prvkem nazyvame prvek a € I, jestlize a # 0, a € [* a prvek a nema
zadné vlastni délitele.

Prvek a € I se nazyva prvocinitel, pokud a + 0, a € I* a navic pokud prvek a déli

soucin, tak déli alesponi jeden z Ciniteld.

2.2 SPOLECNY DELITEL

Jsou-li a4, ay,...,a, libovolné prvky z I, nazyva se prvek u €[ jejich spoleénym
délitelem, pravé kdyz u|a,, ula,, ..., u|a,.[Blazek, 1985]

Pod pojmem nejvétsi spoleny délitel rozumime prvek x € I, ktery je spolecnym
délitelem mnoziny M a navic je délen kazdym dal$im spole¢nym dé€litelem u mnoziny M .
Nejvétsiho spole¢ného délitele mnoZiny M znacime x € nsd (M), nékdy téz x € D(M).

[x = nsd(aq,ay, ...,a, )] =
[(x|a1,x|a2, o Xx|ay) A ((Vu € M): ((u|a1,u|a2, .o ulay) = (ulx)))]

Mnozina M je jistd podmnozina n0sné mnoziny oboru /.
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2.2.1 PRIKLAD NEJVETSiHO SPOLECNEHO DELITELE
Najdéte nejvétsiho spoleéného délitele Cisel 1152 a 648.
nsd(1152,648) =?
1152 =2-2-2-2-2-2-2-3-3
648 =2-2-2-3-3-3-3
nsd(1152,648) =2-2-2-3-3=72

Nejvétsim spolecnym délitelem Cisel 1152 a 648 je 72.

Tento postup nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele se pouziva na zakladnich Skoléach.
Neni ale prili§ vhodny. Nejprve je totiz tieba nalézt prvociselny rozklad obou c¢isel
atomize byt obecné velmi obtizné. Nastésti existuyje v daném piipadé mnohem
efektivnéj§i metoda vypoétu nejvétsiho spoleéného délitele (Euklidiv algoritmus),

kterou se budeme zabyvat pozdéji.

2.3 NESOUDELNE PRVKY
Prvky a,b €1 se nazyvaji prvky nesoudélné, pravé kdyz nsd(a,b) = 1. Prvky
a,,a, ..., a, €1 nazveme nesoudélné, pravé kdyz nsd(aq,ay, ..., a,) = 1, a nazveme
je prvky po dvou nesoudéIné, praveé kdyz

(Vi,j €{1,2,..,n},i # j):[nsd(a;, a;) = 1]. [Blazek, 1985]

Nesoudélnymi prvky jsou napiiklad prvocisla.

2.3.1 PRIKLAD NA NESOUDELNA CiSLA
Dokazte, ze ¢isla 648 a 175 jsou nesoud€lna, neboli ze je jejich nejveétsi spolecny délitel
roven ¢islu 1. K vypoctu pouzijeme stejné jako vyse prvociselny rozklad.
nsd(648,175) =?
648 =2-2-2-3-3-3-3
175=5-5-7
nsd(648,175) =1

Nejvétsim spolecnym délitelem Cisel 648 a 175 je 1. To dokazuje, ze jSou nesoudélna.

2.4 SPOLECNY NASOBEK

Jsou-li a4, a,,...,a, libovolné prvky z I, nazyva se prvek v € jejich spoleénym
nasobkem, praveé kdyz a4 |v, a5 |v, ..., a,|v. [Blazek, 1985]

To znamena, ze spole¢nym nasobkem prvkt mnoziny M je takovy prvek a, ktery je délen

v§emi prvky mnoziny M, ale nemusi byt sou¢inem vsech prvkiti mnoziny M .



DELITELNOST V OBORECH INTEGRITY

NejmensSim spoleénym nasobkem rozumime prvek x € I, ktery je spoleénym nasobkem
mnoziny M a navic tento prvek x déli kazdy dalsi spole¢ny nasobek v mnoziny M.
Nejmensi spole¢ny nasobek mnoziny M znac¢ime x € nsn(M), nékdy téz x € n(M).

[x = nsn(aq, ay, ...,a, )] =
[( alx,az|x, ..., a,|x) A ((Vv € M): ((a1|v, a|v, ..., a,|v) = (xlv)))]

Mnozina M je jistd podmnozina nosné mnoziny oboru /.

2.4.1 PRIKLAD NA NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK

Najdéte nejmensi spolecny nasobek ¢isel 25, 15 a 9.

Vypoclet provedeme s vyuZitim prvociselného rozkladu zndmého ze zékladni Skoly. Stejné
jako pro nejvétsiho spolecného délitele, tak i pro nejmensi spolecny nasobek existuje
efektivné;si metoda.

nsn(25,15,9) =?

25=55
15=3-5
9=3-3

nsn(25,15,9)=5-5-3-3 =225

2.5 ASOCIOVANE ROZKLADY

Necht’ [ je obor integrity. Dale at a =p; *py * ..*Pp@a =qy * Q2 * ... * @i, JSOU rozklady
prvku a € I v soudin ireducibilnich prvki. Rekneme, Ze tyto rozklady jsou spolu

asociovany, pravé kdyz m = n a pfi vhodném ocislovani ¢initeli plati:

pi l giproi=1,2,..,n. [Blazek, 1985]

2.6 PODMINKY OBORU INTEGRITY
Podminkami oboru integrity jsou podminky ENSD, P, J, I a KRVD.
e ESND - Pro kazdé dva prvky oboru integrity existuje nejvétsi spolecny
délitel.
e P - Kazdy ireducibilni prvek oboru integrity je prvocinitel.
e J-Kazdy ireducibilni rozklad je jednoznacny.
e |- Kazdy nenulovy prvek z [ — I* je souc¢inem prvka ireducibilnich.

e KRVD - Neexistence nekoneéné posloupnosti ay, a,, ... prvkii oboru I tak,
7e a;44 je vlastni délitel a;, V i € N.
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3 GAUSSOVY OBORY INTEGRITY

Obor integrity I se nazyva Gaussuv obor integrity (faktorialni obor integrity nebo obor
integrity s jednoznaénym rozkladem), pravé kdyz pro kazdé a € I,a # 0,a } 1 existuje
rozklad v soucin ireducibilnich prvka a kdyz libovolné dva rozklady prvku a jsou spolu
asociovany. [Blazek, 1985]

Kdyz obor integrity I splituje podminku koneénosti fetézce vlastnich déliteld (KRVD)
a existuje k libovolnym dvéma prvkum v I nejvétsi spoleény délitel (podminka ENSD),
tak se jedna o Gaussuv obor integrity.

Gaussiiv  obor integrity je pojmenovan po némeckém matematikovi a fyzikovi

Johannu Carlu Friedrichu Gaussovi.

3.1 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

Johann Carl Friedrich Gauss se narodil 30. dubna 1777
v némeckém Brunsviku (Braunschweig). Uz od raného mladi
ho bavila matematika a i pfes pfani svého otce, aby se stal

kamenikem, vystudoval Univerzitu v Gottingenu. Béhem studii

na této univerzité¢ dokazal nékolik vét, které byly uz déavno

N

objeveny, ale stale se ¢ekalo na dokazani jejich pravdivosti. Byly £
Obrazek 1 -
to zdkladni matematické operace a binomicka véta. Johann Carl Friedrich Gauss
n
n n n n
(x+a)*= Z ( )x"a”"" = ( )x"ao + ( )x”_la1 + ..+ ( )xoa"
e k 0 1 n

Jeho pfinos matematice se zacCal ukazovat hned po dokonceni studii na univerzité.
Jako prvni se vénoval eukleidovské geometrii (geometrie bez vzdalenosti), kde dokazal,
ze je kazdy pravidelny n-uhelnik, kde n je rovno Fermatovu prvocislu, sestrojitelny pouze
pravitkem a kruzitkem.

Také se vénoval teorii Cisel. Objevil aritmetiku zbytkovych tfid a statistické zakonitosti,
které popsal znamou kiivkou, kterd je po ném pojmenovana (Gaussova kiivka). Diky jeho
praci se teorie Cisel stala samostatnou matematickou disciplinou.

Nevénoval se pouze matematice. Mezi jeho zajmy patfila 1 astronomie. Dlouha Iéta byl
feditelem hvézdarny v Gottingenu a prednasSel astronomii na taméj$i univerzité. Ve svych
23 letech dokazal spocitat drahu planetky Ceres, kterou astronomové ztratili z dohledu
a urcit, kdy ji bude mozno zase sledovat.

Dale se vénoval i fyzice, ve které se spole¢né s profesorem Wilhelmem Weberem snazil

0 novy pohled na magnetismus a Kirchhoffovy zakony.

11



EUKLIDOVY OBORY INTEGRITY

4 EUKLIDOVY OBORY INTEGRITY
Obor integrity I se nazyva Euklidiv obor integrity pravé tehdy, kdyZ existuje zobrazeni
N (n¢kdy téZ v) mnoziny I-{0} do mnoziny pfirozenych ¢isel N (nazyvame ho Euklidova
norma) takové, Ze pro libovolné prvky a,b € I, b # 0 plati soucasn¢:

1. alb= N(a) <N(b)

2. (An,veD:la=bn+vA(w=0VN()<N(b))]. [Blazek, 1985]

To znamena, ze pokud prvek a déli prvek b a zaroven prvek b déli prvek a,
tak se Euklidova norma prvku a rovna Euklidové normé prvku b.
alb Abla © N(a) = N(b)

4.1 EUKLIDUV ALGORITMUS
Euklidav algoritmus je postup, ktery se pouZziva pro zjisténi nejvétsSiho spolecného délitele
dvou prvki. Tyto prvky mohou byt cela ¢isla (Z), pfirozena ¢isla (N), Gaussova cela ¢isla
ve tvaru z = a + bi, kde a, b € Z, zna¢ime (Z[i]), komplexni &isla ve tvaru k = a + bv/n
pro néktera n € N, kde a, b € Z, ¢i komplexni ¢isla ve tvaru z = a + bivn pro n¢kterd
n € N, kde a, b € Z, a v neposledni fad¢ i polynomy ve tvaru

Quy=ay-x"+ay - x" '+ +a,_,-x°kdeq; €Q, n,i €N.

Tento algoritmus je pojmenovan podle feckého matematika a geometra Euklida.

Euklidav algoritmus: Necht’ jsou a a b dva nenulové prvky Euklidova oboru integrity I.

Pak v I existuji prvky 1o, N1, -, My V1, V2, -.., Uy tak, ze v, = nsd(a, b) a plati:

a=>b-ny +v, N(v,) < N(b)

b =v-n+v, N(v;) < N(vy)

V1 =V N+ VU3 N(v3) < N(v,)
Vioq =V N + Vigq N;y1) < N(v;)
Un_2 =VUp_1 " Mp-1+ vy N(vn) < N(vn—l)

Vp_1 = Uy * N + 0. [Blazek, 1985]
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Dukaz:

V ptipadé, ze b|a mame samoziejmé vy, = b = nsd(a, b). V ostatnich ptipadech vyplyva
existence Cisel v;,n; € I Z druhé podminky Euklidova oboru integrity, tedy
@An,veD:la=bnp+vA(v=0VN({)<N())]

Staci tedy dokazat, ze v,, = nsd(a, b).

Zposledni rovnosti uvedené vyse v Euklidovu algoritmu v,_; =v,-n, plyne,
7€ Vp|vp—1. Dale z ptedposledni rovnosti v,_, = Up_1 * g + Uy plyne, ze vy, |v,_s.
Timto zpGsobem postupujeme dale. Nakonec dostavame z druhé rovnosti v, |b a z prvni
vyla. Vidime, Zze prvek v, je spolecnym délitelem prvki a a b. Necht' t je libovolny
spole¢ny délitel prvka a a b. Pak z prvni rovnosti Euklidova algoritmu plyne t|v;, zZ druhé
rovnosti t|v,, az nakonec z posledni rovnosti t|v,. Prvek v, je proto nejvétsim spolecnym

délitelem prvka a a b.

4.2 EUKLIDES Z ALEXANDRIE
Euklidés z Alexandrie (n€kdy téz Eukleides ¢i Euklid) byl

fecky matematik zijici ve 3. stoleti pf. n. 1. Euklidés
je autorem dila Stoicheia (Cesky Zaklady, anglicky
The Euclid’s Elements), ve kterém popisuje zaklady

matematiky a geometrie. Dilo Stoicheia je rozdéleno

do tfinacti knih a je povazovano za zaklad euklidovské

geometrie. Obrazek 2 - Euklidés z Alexandrie
V prvni knize toho dila stanovil zakladni definice, postulaty a axiomy geometrie, které jsou

dané a nemusi se dokazovat. V dalSich knihach tohoto dila dokazuje pomoci téchto

vvvvvv

(geometrie v rovin€), podobnosti a shodnosti trojuhelnik,

" ELEMENTS stereometrii (geometrie Vv prostoru), povrchim a objemim

\ W
Geometry. t&les. ..
‘"‘k,v 1 1 : . o . W
“woosmovs |V tomto  dile najdeme i Euklidav algoritmus. Je zafazen
of REGULARSOLIDS,

v osmé¢ knize, ktera se zabyva teorii Cisel.

Pblifhed by ¢ Y
J""" Leeke and RGE LE, Students
e MATHEMATICKS.

| LON PON
Printed, byR, & W._LE Y sOuR N for RICHARD
TomLiNs arthe Sseand Bl in Pesrser,
M DG LXI,

Obrizek 3 —
Anglicky pteklad dila Stoicheia
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5 PRIKLADY NA NSD A NSN V ROZNYCH OBORECH INTEGRITY

V této kapitole se budeme zabyvat nejvétSim spoleCnym délitelem a nejmensim spoleénym

nasobkem prvkil riznych mnozin, které tvoii obor integrity. K vypoctu budeme pouzivat

Euklidtv algoritmus.

5.1 MNOZINA CELYCH CiSEL Z

V nésledujici ¢asti se budeme vénovat nejvétsim spolecnym délitelim a nejmensim

spole¢nym nasobklim Vv oboru integrity celych ¢isel.

5.1.1 NEJVETSI SPOLECNY DELITELV Z

Spoctéte nejvetsiho spolecného délitele Cisel 440895 a 332640.

nsd(440895,332640) =?

V prvnim kroku Euklidova algoritmu délime ¢islo 440895 c¢islem 332640.

440895 = 1-332640 + 108255

V nasledujicim kroku budeme délit ¢islo 332640 pomoci zbytku z pfedchoziho kroku.

332640 = 3 -108255 + 7875

Euklidav algoritmus opakujeme, dokud nedostaneme nulovy zbytek. Nejvétsim spoleénym

délitelem je pak posledni nenulovy zbytek.
108255 = 13- 7875 + 5880
7875 = 1-5880 + 1995
5880 = 2-1995 + 1890

1995 = 1-1890 +
1890 = 18-105+0
nsd(440895,332640) = 105

Nejvetsim spoleénym délitelem Cisel 440895 a 332640 je ¢islo 105.

5.1.2 NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK V Z

Spoctéte nejmensi spole¢ny ndsobek Cisel 326 a —896.

nsn(326,—896) =?
Nejmensi spole¢ny nasobek spocteme pomoci vzorce:
a-b

nsn(a, b) = W

Nejdiive musime ur€it nejvétsiho spolecného délitele. Postup bude stejny jako

Vv ptedchozim ptikladu.
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nsd(326,—896) =?
—896 = (—2) - 326 — 244
326 = (—1) - (—244) + 82
—244 = (-2)-82—-80
82 = (—1) - (-80) +
—-80=(—-40)-2+0
nsd(326,—896) = 2
Nyni uz mtizeme dosadit do vzorce pro vypocet nejmensiho spole¢ného nasobku:

326 (—896) _ —292096

326, -896) = -
nsn( ) = sd(326,-896) 2

= —146048.

Nejmens$im spolenym nasobkem cisel 326 a —896 je cCislo —146048. Spravnym

vysledkem je i Cislo opacné k Cislu —146048 tedy ¢islo 146048.

5.2 Z[i] JAKO OBOR INTEGRITY

V této Casti se budu zabyvat oborem integrity Gaussovych celych ¢&isel Z[i]. Gaussova cela
Cisla maji tvar Z[i] ={z=a+ bi,kde a,b € Z}. Nejprve zjistime, zda mnoZzina
Gaussovych celych ¢isel tvoii obor integrity.
Mnozina Z[i] je podmnozinou télesa vSech komplexnich ¢&isel (C,+,-). To ndm zaji$t'uje
zachovani jednotlivych vlastnosti operaci s¢itdni a nasobeni v mnoziné Z[i]. Musime
ukazat, ze mnozina Z[i] je uzaviena na operace s¢itani a nasobeni.
Zaméfime se na operaci s¢itani:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.
Na prvni pohled je patrné, Ze je operace s¢itdni uzaviend v mnoziné Z[i].
Nyni ov&fime uzavienost pro operaci nasobeni v mnoziné Z[i]:
(a+ bi) - (c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.
Vidime, Ze i operace ndsobeni je uzaviena na mnoziné Z[i].
Je tedy patrné, Ze mnozina Z[i] je oborem integrity Gaussovych celych &isel.
Nyni jesté ovéfime, jestli se jedna o Euklidiv obor integrity. Aby mnoZina Z[i] byla
Euklidovym oborem integrity, musi v ném existovat Euklidova norma N a pro libovolné
prvky a,b € I, b # 0 musi spliiovat dvé podminky:
1. alb=> N(a) < N(b)
2. @n,veD:la=bm+vA(w=0VN(@)<N(b))].
Euklidova norma u Gaussovych celych Cisel x = a + bi je definovana takto:
N(a + bi) = a® + b?.
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Ovétime prvni podminku.

Pro prvky mnoziny Z[i], kde a+ bi #0 a c+di # 0 je Euklidova norma prvku
a+bi =a®?+b? a Euklidova norma prvku c+di = c?+d?, takze N(a+ bi),
N(c +di) € N.

Déle vezmeme prvek (a + bi) - (¢ + di) a ur¢ime jeho Euklidovu normu:

N((a + bi) - (c + di)) = N((ac — bd) + (ad + bc)i) =

= (ac — bd)? + (ad + bc)? =
= a?c? — 2abcd + b?d? + a?d? + 2abcd + b?c? =
=a?(c®+d?) +b%(c?+d?) = (a®> +b?) - (c?+d?) =
= N(a + bi) - N(c + di).

Oznacime prvek z = e + fi = (a + bi) - (¢ + di).
Je patrné, 7e (a + bi)|(e + fi) aN(a + bi) < N((a + bi) - (c + di)) = N(e + fi).
Mnozina Z[i] spliiuje prvni podminku Euklidova oboru integrity.
Nyni ovéfime platnost druhé podminky Euklidova oboru integrity v mnoziné Z[i].
Necht' x = a + bi ay = ¢ + di jsou dva nenulové prvky mnoziny Z[i].

Ziejmeé existuji cela ¢isla g4, g, takova, Ze:

ac + bd <1
c2 +d? Q1_2
bc — ad <1
c2+d? 1 A

Pakq=q, + i €Z[i]ar =r + i =x—yq €Z[i].

Jeliko? N(r) < N() pravé kdyz N
elikoz N(r y) pravé kdyz D) NG

Oznatime X = a — biay = ¢ — di (prvky x ay jsou prvky asociované s prvky x a y).

< 1, staci pocitat

Déle plati N(x) = x - x = N(x).

Diikaz:
x=a+bi >Nx)=a’>+b?’=a?’+(-b)?=NE)=>a—-bi=x

x-Xx = (a+bi)-(a—bi)=a?— abi + abi + b> = a® + b?> = N(x)
N(x)=x-x = N(x).
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N(r)
N)

Nyni zjistime ¢emu se rovna zlomek

.2
N(r):N(x—yq):N((" ye ?)zzv(x:v—yiq): (i_ )
NG) T NG NG) N NG

Podle volby ¢isel g4, g, dostdvame pro q = q; + q3:

N Xy _N(ac+bd +(bc—ad ))_
N(y) TN="\ezraz T \cargz ™ ©2)Y)~
2

(ac+bd ) bc — ad 2 1 1 1
=(———g¢ +(——q) <-+-=-<1
ct+dt ! t+d> 7 4 4 2

Tim je splnéna druha podminka Euklidova oboru integrity pro prvky mnoziny Z[i].

ProtoZe plati obé¢ podminky Euklidova oboru integrity, mizeme fici, Ze obor integrity

Gaussovych celych ¢isel je Euklidovym oborem integrity.

5.2.1 NEJVETSI SPOLECNY DELITEL V Z[i]

Spoctéte nejvetsiho spole¢ného délitele Cisel 126 + 64i a 48 — 72i.

nsd(126 + 64i,48 — 72i) =?
Nejprve musime ur¢it Euklidovu normu obou ¢isel:
N(126 + 64i) = 1262 + 642 = 19972

N(48 — 72i) = 482 + (—72)% = 7488.
Nejvétsiho spolecného délitele nalezneme pomoci Euklidova algoritmu. Z Euklidovych
norem vidime, Ze ma ¢islo 48 — 72i mensi Euklidovu normu nez ¢islo 126 + 64i. Budeme
delit ¢islo 126 + 64i Cislem 48 — 72i.

1. 126 + 64i =1, - (48 — 720) + v,
126 + 640 126 + 640 48+72i

M= 8720 48—72i 48+72i
6048 + 9072i + 3072i + 4608i%? 1440 + 12144i
~ 2304 + 3456i — 34560 — 5184i2 7488 -
1440 12144
= 7288 " 7488~ &

v, = 126 + 64i — 1, - (48 — 72i)
U, = 126 + 64i — 2i - (48 — 72i) = 126 + 64i — 96i + 144i% =
=126 — 32i — 144 = —18 — 32i

126 + 64i = (2i) - (48 — 72i) + (—18 — 32i)
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Vidime, ze zbytek —18 —32i je nenulovy. V této fazi Euklidova algoritmu jesté
nemuzeme urcit nejvétsiho spolecného delitele Cisel 126 + 64i a 48 — 72i. Zbytek ma
Euklidovu normu 1348, ktera je mensi nez Euklidova norma cisla 48 — 72i (7488),
pocitame tedy spravné. Pokrac¢ujeme dale v Euklidovu algoritmu.
Nyni budeme délit ¢islo 48 — 72i zbytkem —18 — 32i.
2. 48—-72i =1, (18 —32i) + v,
48 — 72i 48 —72i —18+ 32i
T2 = T8 —32i C —18—32i —18+32i
_ —864 + 15360 + 12961 — 2304i? 1440 + 28320
324 — 576i + 5761 — 1024i2 1348

1440 N 28310
"~ 1348 1348

v, = 48 — 72i — 1, - (=18 — 32i)
v, =48 — 72i — (1 + 2i) - (=18 — 32i) =
= 48 — 72i — (—18 — 32i — 36i — 64i?) =
=66—4i—64=2—4i

1+ 2i

48 —72i = (1 4+ 2i) - (=18 — 32i) + (2 — 4i)
Jako v predchozim kroku tak i nyni je zbytek 2 — 4i nenulovy a tudiz stale nemtizeme urcit
nejvétsiho spoleéného délitele. Zkontrolujeme tedy Euklidovu normu zbytku 2 — 4i (20).
Je tedy mensi nez Euklidova norma c¢isla —18 — 32i, pocitame spravné a muzeme
pokracovat v Euklidovu algoritmu. Budeme délit ¢islo —18 — 32i zbytkem 2 — 4.
3. =18 —-32i=1n3-(2—4i)+v;
—18—-32i —-18-32i 2+4i

n3 =

2—4i  2—4i 244

—36 — 72i — 64i — 128i> 92 — 136i

- 4+8i-8-162 20
92 136i ,
=%—W=5—7l

vy = (—18 — 32i) — (2 — 4i) - n3
v3=(—-18-32i)—(2—-4i)-(5-7i) =
= —18 —32i — (10 — 14i — 20i + 28i?) = 2i
—18 —32i = (5 —-7i) - (2 — 4i) + (20)
Stale je zbytek nenulovy. Euklidova norma zbytku v; = 2i (4) je opét mensi nez
Euklidova norma cisla 2 — 4i, pomoci kterého jsme d¢lili ¢islo —18 — 32i. Pocitame tedy

spravné. Dale budeme pokrac¢ovat v Euklidovu algoritmu. Délime Cislo 2 — 4i zbytkem 2i.
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4, 2 —4i=mn, 20 +v,
2—4i 2—-4i —-2i —4i—8
=T T T T 4
vy = (2 —4i) — (20) -1y
V= (2—4)—(20) (=2—0)=2—4i+4i—2=0

=—2-i

2—4i=(-2-i)-2D)+0
Nyni jsme ziskali nulovy zbytek a mizeme urcit nejvétsSiho spolecného délitele cisel
126 + 64i a 48 — 72i.

Z dil¢ich vysledk si pro piehlednost sestavime Euklidiv algoritmus.

126 + 64i = (2i) - (48 — 72i) + (—18 — 32i)

48 — 721 = (1 4+ 2i) - (—18 — 32i) + (2 — 4i)

—18 —32i = (5 —7i) - (2 — 4i) +|(20)
2—4i=(-2-i)-(2D)+0
nsd(26 + 52i,34 — 114i) = 2i
Z Euklidova algoritmu je patrné, Ze nejvétSim spolecnym délitelem cisel 126 + 64i
a 48 — 72i je ¢islo 2i. Dale je spravnym vysledkem 1 ¢islo komplexné sdruZené k €islu 21,
tedy —2i.
Pro kontrolu si provedeme zkousku.
1. 2i musidélit 126 + 64i

126 +64i 126+ 641 —2i _—252i+128 ..
2 2 2 4 - !
2. 2i musi délit 48 — 72i
A8 —72i A8 —72i —2i —96i — 144
- o = —36 — 24i

2i 2i —2i 4

Cislo 2i déli obé ¢&isla, je tedy jejich spoleénym délitelem.
5.2.2 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL V Z[i] (2)
Spoctéte nejvetsiho spolecného délitele Cisel 26 + 52i a 34 — 114..

nsd(26 + 52i,34 — 114i) =7
N(26 + 52i) = 3380

N(34 — 114i) = 14152
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1. 34—114i =7, - (26 + 52i) + v,
34— 1140 34— 114{ 26— 520 _

M= 56+52i  26+520 26-521
50444732
= 3380 = :

v, = (34— 114i) — (26 + 520) - 1,
v, = (34— 114i) — (26 + 52) - (-1 — i) = 8 — 36i

34 — 114i = (-1 —1i) - (26 + 52i) + (8 — 36i)
2. 26+52i=1,-(8—360)+uv,
26 +52i  26+52i 8+360

M2 =78 36/  8-36i 8+36i
_ 664 -1352
= 1360 = L

v, =(26+52i))—(8—-360)-(—1+i)=—-2+8i

26 +52i =(—1+1i)-(8—36i)+ (—2+ 8i)
_8-36i 8-36i —2—8i
T 248 —-2+48 -2-8i
_ —304+8i .

N3

68 —
U3 =(836—-1i)—(—2+8i) 15
v3 =(8—-36i) —(—2+8i) - (—4) =—-4i
8 — 360 = (—4) - (=2 + 8i) + (—4i)
4, =24+ 8i =1, (—4i) + v,
—2+8i —2+8i 4 —32-8i
—4i —4i 4 16

Na = —2—1

—-32-8i

Zde mame dvé moznosti zaokrouhleni. Zlomek Ize zaokrouhlit na —2 — i nebo

na —2. Na vysledek nema ani jedno zaokrouhleni vliv (mize nam vyjit ¢islo opaéné nebo
komplexné sdruzené, ale stile mame spravny vysledek). Déle budeme pocitat
se zaokrouhlenim na —2 — i.
vy = (—2+8i) — (—4i) - n,
Uy =(—2+8i)—(—4i)- (—2—-i) =2
—2+8i=(-2—1) (—4)+2
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5. —4‘i:775‘2+U5
_TH_
Ns = 2 l

U5:—4i—2'n5
vg = (—40) =2+ (=20) =0

—4i=(-2i)-240

Z dil¢ich vysledkt sestavime pro piehlednost samotny Euklidiv algoritmus bez dil¢ich
vysledkd.

34 —114i = (=1 — i) - (26 + 52i) + (8 — 36i)
26 +52i = (—1+1i) - (8 — 36i) + (=2 + 8i)
8 — 36i = (—4) - (=2 + 8i) + (—4i)
—2+48i =(=2-10)(—4i) +[2]
—4i=(-2i)-2+0
Odtud vidime, ze nsd(26 + 52i,34 — 114i) = 2.
Pro kontrolu si provedeme zkousku.

1. 2 musi délit 26 + 52i

26 + 52i _
T —13+26i
2
2. 2 musi délit 34 — 114i

34 —114i
— 17 — 57i

Cislo 2 déli obé &isla, je tedy jejich spoleénym délitelem.

Nyni jesté ukazeme, jak se zméni vypocet, kdyz ve ¢tvrtém kroku zaokrouhlime na —2

misto na —2 — i. Vypocet budeme provadét od ¢tvrtého kroku.
_ —2+4+8i 2480 4

TR T

_ —32-8i .

6 =

Uy = (—2 4+ 8i) — (—4i) - n,
Uy = (=2 +8i) — (=40 - (-2) ==2

—24+8i=(-2)-(—4i)—-2
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5. —4i = Ns - (—2) + vg
—4i ]
Ns = 5 = é
vs = —4i — (=2) - 715
vs = (~40) — (-2)- (20) = 0
—4i=Qi)-(-2)+0

Poslednim nenulovym zbytkem je ¢&islo —2. Dospéli jsme Kk ¢islu opaénému nez
Vv pfedchozim ptipadé. Vysledek —2 je také nejvétsim spoleCnym délitelem Cisel 26 + 52i
a 34— 114i.

5.2.3 NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK V Z[i]

Spoctéte nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 1 + 3ia 3 — 3i.

nsn(1+3i,3 —3i) =?
Nejvétsi spole¢ny nasobek ur¢ime pomoci vzorce:
a-b
nsd(a, b)’

Nejdiive musime urcit nejvétsiho spoleéného délitele. Budeme tedy postupovat

nsn(a,b) =

jako v ptedchozich piikladech, dokud nedostaneme nulovy zbytek.
nsd(1+ 3i,3 —3i) =?
N(1+3i) =10

NGB -3i) =18

1. 3—-3i=n,-1+3i)+v,
3-3i 3-3i 1-3i
“1+3i 1+3i 1-3i
—6—12i
e Y
v =0B-3D)—-(1+30)m

v =(B-30)-(1+3) - (-1—-i)=1+i

N1

3-3i=(C-1-0)-1+3D)+1+10)
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2. 14+3i=n,-(A+i)+v,
1+3i 1+3i 1—i 4+2i ,
L
v, =1+3i)—-(-1+4+1i):n,
v,=1+3)-Q2+)-A+i)=0

1+3i=Q2+i)-(1+i)+0

Pro ptehlednost si opét sepiSeme Euklidiv algoritmus.
3-3i=(-1-9)-A4+3D)+|1+10)
1+3i=Q2+i)-(1+i)+0
nsd(1+3i,3—3i) =1+

Nyni miizeme spocitat nejmensi spolecny nasobek dosazenim do vzorce.
(1+3i)-(3—-31)) 12+6i
1+3i,3-3i) = - ~ = — =
nsn( ! 2 nsd(1 + 3i, 3 — 3i) 1+i

_12+6i 1—1_18—61_9 ;
o1+ o1-i 2
nsn(1+3i,3—3i) =9 —3i

o~

Nejmensim spole¢nym nasobkem je 1 ¢islo 9 + 3i, které je komplexné€ sdruzené s Cislem
9 — 3i.
5.2.4 NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK V Z[i] (2)
Spoctéte nejmensi spole¢ny nasobek Cisel 125 a 67 —i.
nsn(125,67 —i) =?
N(125) = 15625

N(67 —i) = 4490

Nejdiive spoéteme nsd (125,67 — i).

1. 125=n,-(67 —i) + v,
125 125 67+i 8375+ 1250
M= e i e7—i 6741 4490 =
vy = (125) — (67 — i) - m4
v = (125) = (67 — i) - (2) = —9 + 2i

125 =2-(67 — ) + (=9 + 20)
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67 — i 67 — i

—9 -2
2= 9 i T T9+2i —9—2i
—605 — 125i | _
e B
v, =(67—1)— (=9 +2i) 1,

v, =(67—10)—(=9+2i)-(=7-1) =
=67—-1—(63—-14i+9i+2)=2+4+4i

67 —i=(=7—1) (=9 +20) + (2 + 4i)

3. —9+2i =13 (2+4i)+v;

9420 —9+42i 2—4i
W= 4 T 244 2—4i
_ —10+40i _ _

_—20 =—-1+42i

Zde lze zaokrouhlit na —1 + 2i nebo na 2i. Na vysledek nema ani jedno zaokrouhleni vliv

v3 = (—9+2i) — (2 +4i) n;
v3=(—94+20)—Q2+4i)-(—1+2i)=

—942i—(—2+4i+4i—8)=1+2i

—9+2i=(—14+2i)-(2+4)+(1+20)
4, 2+4i=mn, - (14 20) +v,

244 2440 1-2 10
M =1y 2i " 1+2i1-2i 5 2

vy =(2+4) - (1+20)-(2)=0

24+4i=(-2-i)-(1+20)+0

Z dil¢ich vysledk si pro ptehlednost sepiSeme samotny Euklidiv algoritmus.
125 =2-(67 —i) + (-9 + 2i)
67 —i=((=7—-10)-(—9+2i)+ (2 +4i)
—9+2i=(-14+2i)-Q2+4)+|(1A+20)

24+4i=(-2-1)-(1+20)+0
nsd(125,67 —i) =14 2i
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Nyni mtizeme dosadit do vzorce pro vypocet nejmensiho spolecného nasobku.

. 125-(67—10) 8375—125i 1—2i
nen(125,67 =0 == o =T 1va 1-2i

_ 8125  16875i
-5 5

Nejmensim spole¢nym nasobkem ¢isel 125 a 67 — i je ¢islo 1625 — 3375i.

= 1625 — 3375i

5.3 Z[V2]JAKO OBOR INTEGRITY
V této Casti se budu zabyvat mnoZzinou Z[\/f] Cisla této mnoziny maji tvar
Z[\/f] ={z=a+bV2 kdea,b € Z}.
Na prvni pohled je patrné, ze pii obvyklych operacich s¢itani a nasobeni téchto Cisel
dostavame obor integrity (Z[\/E], +,-). Operace v tomto oboru integrity jsou uzaviené.
(a+bV2)+ (c+dV2)=(a+c)+ (b +dNV2
(a+bVv2) - (c+dV2) = ac + adV2 + bcV2 + 2bd = (ac + 2bd) + (ad + bc)V2
Nyni ovéfime, 7e je obor integrity (Z[v2],+,) Euklidiiv obor integrity. Musi tedy
existovat Euklidova norma N a platit obé podminky Euklidova oboru integrity.
Euklidova norma v Z[v2] = {z = a + bV2, kde a, b € Z} je definovéna takto:
N(a + bV2) = |a? — 2b?|.
Ovétime prvni podminku a|b = N(a) < N(b), kde a,b € Z[\/E]
Pro prvky mnoziny Z[v2], kde a+bvV2 #0 a c+dv2 # 0 je Euklidova norma
prvku a + bv2 = |a® — 2b?| a Euklidova norma prvku c+dv2 = |c? —2d?|,
takze N(a + bv2), N(c +dv2) € N.

Déle vezmeme prvek (a + bv2) - (¢ + dv/2) a uréime jeho Euklidovu normu.
N ((a + b\/i) . (c + d\/i)) =N ((ac + 2bd) + (ad + bc)\/z) =

= (ac + 2bd)? — 2(ad + bc)? =
= a®c? + 4abcd + 4b*d? — 2a*d?* — 4abcd — 2b*c? =
= a?(c? — 2d?) — 2b%(c? — 2d?) = (a? — 2b?) - (c? — 2d?) =
= N(a+bV2) - N(c+dv2)

Oznatime prvek z = e + fV2 = (a + bv2) - (c + dV2).

25



PRIKLADY NA NSD A NSN V RUZNYCH OBORECH INTEGRITY

Je patrné, Ze (a + b\/i)|(e + f\/z), proto plati:
N(a+bV2) <N ((a +bv2) - (c+ dx/?)) = N(e + fV2).

Mnozina Z[\/f] spliuje prvni podminku Euklidova oboru integrity.
Nyni jesté ovétime druhou podminku Euklidova oboru integrity
@n,ve:la=bp+vA(w=0VNw)<N(b))]

Necht x = a + bv2 ay = ¢ + d+/2 jsou dva nenulové prvky mnoziny Z[\/?]

Ziejmé existuji cela ¢isla g4, q, takova, Ze:

ac — 2bd <1
2 —2q2 N|=73
bc — ad <1
cz—2q2 =7

PakCI=CI1+qz\/§EZ[\/i]ar=r1+r2\/§=x—yq EZ[\/?].

Protoze N(r) < N(y) privé kdyz o2 Nr)
rotoze N (r y) pravé kdyz ) NG

Oznaéime X = a — bvV2 ay = ¢ — d~/2 (prvky x a y jsou prvky asociované s prvky x a y).

< 1, staci spocitat

Déle plati N(x) = x - x = N(x).

N(r)
N()

Nyni zjistime ¢emu se rovna zlomek

)L
N(r):N(x—yq):N((" Y ;V>:N<x7—y7q>: <x7 ) )
NG NO) N(y) (ND))” NGy 1

Podle volby ¢isel g4, g, dostavame pro g = q; + q5:

N Xy _N(ac—Zbd +(bc—ad )\/z)_
N(y) 1) = c? — 2d? N c?—2d? 12 a

2

(ac+bd )2 bc — ad 1 1 1
e ct+dt P 4 4l 4
N(r)
——=<1= N(r)<N(y)
NG Y

Tim je splnéna druhd podminka Euklidova oboru integrity pro prvky mnoziny Z[\/i ]
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ProtoZe plati ob&é podminky Euklidova oboru integrity, mizeme fici, Ze obor integrity na

mnoziné Z[\/i] je Euklidovym oborem integrity.
Obdobn¢ bychom postupovali i pro mnozinu Z[\/?], ktera také tvoii Euklidiv obor

integrity. Norma v Z[v3] = {z = a + bV/3, kde a, b € Z} je definovana takto:
N(a + bV3) = |a? — 3b2|.

5.3.1 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL V Z[V2]
Spoététe nejvétsiho spoleéného délitele &isel —50 + 3v2 a 22 + 15+/2.
nsd(—50 + 32,22 + 15v2) =?
N(—50 + 3v2) = 2482

N(22 +15vV2) = 34

1. =50+3v2 =1, (22 +15V2) + v,

_ —50+3v2  —50+3v2 22-15V2
22+ 15vV2  22+15v2 22-15V2

—1100 + 750v2 + 66v2 — 90  —1190 + 816v2

n

484 + 3302 — 330V2 — 450 34
1190 816
= —3—4+3—4\/§— —35 + 2442

v; = (=50 +3v2) — (22 + 15v2) - 4
v; = (=50 +3v2) — (22 + 15v2) - (=35 + 24V2) =
= 50 +3v2 — (770 + 5822 — 525V2 + 720) = 0

Euklidtv algoritmus tedy vypada takto:

—50 4+ 3vV2 = 3 +4V2) -{(22 + 15v2) |+ 0

nsd(—50 + 3v2,22 + 15v2) = 22 + 15V2.

Nejvétsim spolednym délitelem &isel —50 + 3v/2 a 22 + 15v/2 je &islo 22 + 15v/2.
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5.3.2 NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK V Z[V2]

Spoététe nejmensi spoleény nasobek ¢isel —50 + 3v/2 a 22 + 15+/2.

nsn(—=50 + 3v2,22 + 15v2) =7

Nejmensi spole¢ny nasobek uréime pomoci vzorce:
a-b
nsn(a,b) = —————.
' nsd(a,b)

Nejvétsiho spole¢ného délitele zname z piedchoziho ptiikladu, tak rovnou dosadime.

)=(—50+3\/§)'(22+15\/7)=_50+3\/§
22 +15V2 —

Nejmensi spoleény nasobek &isel =50 + 3v/2 a 22 + 15v/2 je &islo —50 + 3+/2.

nsn(—50 + 3v2,22 + 15v2

5.3.3 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL V Z[v3]
Spoététe nejvétsiho spoledného délitele isel 10 + 2+/3 a 54 + 44+/3.
nsd(10 + 23,54 + 44v3) =?
N(10 +2V3) =88

N(54 + 44V3) = 2892

1. 544443 =1, (10+2V3) + v,
_ 54+44V3  54+44V3 10-2V3
"7 T0+2v3  10+2v3 10-2v3
_ 540 —108v3 + 440v3 — 264
100 -20V3+20V3-12

276 +3324/3 276 332 -~ .
=~ 88 s Tgs V3 3tH

v; = (54 +44v3) — (10 + 2v3) -
v, = (54 +44v3) — (10 + 2v3) - (3 + 4V3) =
=54 + 44v3 — (30 + 6V3 + 403 + 24) = =213

54 + 443 = (3 + 4V3) - (10 + 2V3) + (—2V3)
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2. 10+2V3 =1, (-2V3) +v,
:10_;\2/5210_42-5%5;@:12-|_—1220\/§i_1_2\/§
v, = (10 + 2v3) — (=2v3) - 1,
v, = (10 + 2v3) — (=2v3) - (-1 -2V3) =
=10+2V3-2V3-12==2
10 + 2v3 = (-1 —2v3) - (-2V3) + (-2)
3. —=2V3=1n;3-(-2) +v;

N2

_-2\3
M3 = )

vz = (—2V3) = (-2) 13
v3=(-2V3) = (-2)- (V3) =0
-2V3=(V3)-(-2)+0

I

Pro piehlednost sepiseme Euklidiv algoritmus.

54 + 44v3 = (3 + 4V3) - (10 + 2V3) + (—2V3)
10 +2v3 = (-1 -2v3) - (-2V3) +[(=2)]

—2V3=(V3)-(-2)+0
nsd(10 + 23,54 + 44v3) = =2

Nejvétsi spolecny délitel &isel 10 + 2+/3 a 54 + 44+/3 je &islo —2.

5.4 Z[iv2]JAKO OBOR INTEGRITY

V této Casti se budu zabyvat mnoZinou Z[i\/i]. Cisla této mnoziny maji tvar

Z[i\/i] ={z =a+ biv2,kde a,b € Z}.
Mnozina Z[i\/f] byva nékdy psdna jako mnoZzina Z[\/—_Z] Tyto mnoziny jsou totozné
a jsou podmnozinou télesa vSech komplexnich ¢&isel (C, +,-). Fakt, Zze tato mnozina tvofi
obor integrity a spliiuje podminky Euklidova oboru integrity, bychom dokazali stejn¢ jako
v predeslych podkapitolach pro Z[v2] a Z[i].

Nadefinujeme si tedy jen Euklidovu normu N.
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Euklidova norma v Z[i\/i] = {z = a + biv2, kde a, b € Z} je definovéna takto:
N(a + biv2) = a® + 2b2.
Stejné tak pro mnozinu Z[iv3] = {z = a + biV/3, kde a, b € Z}, kde je norma definovana

takto:

N(a + biv3) = a® + 3b2.

5.4.1 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL V Z[iv/2]

Spoététe nejvétsiho spoleéného délitele &isel 24 — 17iv2 a 4 + 32i+/2.

nsd(24 — 17iv2,4 + 32iV2) =7
Nejprve musime ur¢it Euklidovu normu obou ¢isel.
N(24 —17iv2) =242 +2-17? = 1154
N(4 +32iV2) = 4% + 2 - 322 = 2064

Z Euklidovych norem vidime, Ze &islo 24 — 17iv/2 ma mensi Euklidovu normu a proto
snim budeme déglit &islo 4 + 32iv2. Euklidav algoritmus budeme opakovat, dokud
neziskame nulovy zbytek.

1 4+432iV2 =1, - (24 - 17iV2) + v,

_ 443202 443202 24+ 17V2
T 24— 17iVZ  24—17iV2 24+ 17iV2

LR

96+ 68iVZ + 768iVZ + 544i2 -2 —992 +836iVZ
576 + 408iVZ — 408iVZ — 289i2y2° ~ 576+578

992  836iV2 _
=~ Tisa T qisa Lti2

v =4+ 32iV2 — 1, - (24 — 17iV2)

v, =4 +32iV2 — (-1 +iV2) - (24 — 17iV2) =
=4 +32iV2 + 24 — 17iV2 — 24iV2 + 34i% =
=28-9iV2 —34=-6-9iV2
4+32iV2 = (=14 iV2) - (24 — 17iV2) + (=6 — 9iV2)
Vidime, 7e zbytek —6 —9iv2 je nenulovy. V této fazi Euklidova algoritmu jestd
nemuzeme urCit nejvétsiho spolecného délitele. Zbytek ma Euklidovu normu 198, ktera
je mensi nez Euklidova norma ¢&isla 24 — 17iv/2 (1154), pocitame tedy spravné. Budeme

pokragovat v algoritmu. Nyni budeme délit &islo 24 — 17iv/2 zbytkem —6 — 9i+/2.
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2. 24—17iV2 =1, - (=6 — 9iV2) + v,
_24-17iW2  24—17iN2 —6+9iW2
T e oz —6-94Z —6+9iv2
_ —144 + 21602 + 102iv2 — 306i> 162 + 318iv2 _

36 — 54iv2 + 54ivV2 — 162i2 198
162 318ivV2 . ,
=Togs T 108 " 1+202

v, =24 —17iN2 — 1, - (-6 — 9iV/2)
v, =24 —17iV2 — (1 + 2iv2) - (-6 — 9iV2) =
=24 —17iV2 — (=6 — 9iV2Z — 12iV2 — 36i2) =

=30+ 4iV2 —36 = —6 + 4iV2

24 —17iV2 = (1 + 2iV2) - (=6 — 9iV2) + (—6 + 4iV2).
Jako v pfedchozim kroku, tak i nyni je zbytek —6 + 4iv/2 nenulovy. Zkontrolujeme
Euklidovu normu zbytku N(—6 + 4iv/2) = 68. Je tedy mensi nez Euklidova norma &isla

—6 — 9i/2, po¢itame spravné a mizeme pokracovat v Euklidovu algoritmu. Délime &islo
—6 — 9i/2 zbytkem —6 + 4iv/2.

3. —6—9iV2=13-(—6+4iv2) +v;

_—6-9iV2  —6—9iWZ —6—4iV2 _
—6+4iV2  —6+4iV2 —6—4iV2

36+ 24iV2 +56iV2+ 72  —36+80iV2

36 +24iV2 - 24iV2-32i2 68

36  80iv2
= + \/_i—1+i\/§

68 68
v3 = (=6 —9iv2) — (=6 + 4iV2) - (-1 + iV2) =
=—6—9iV2 — (6 — 6iV2 — 4iV2 + 8i%) = —12 + ivV2 — 8i? =
=—4+iV2
—6—-9ivV2 = (=1 +iV2) - (=6 + 4iV2) + (-4 + V2)
Stale je zbytek nenulovy. Euklidova norma zbytku —4 + iv/2 (18) je op&t mensi nez

N3

Euklidova norma ¢&isla —6 + 4i+/2, pomoci kterého jsme délili &islo —6 — 9i+/2, pocitame
tedy spravné. Dale budeme pokradovat v Euklidovu algoritmu. Budeme délit cislo
—6 + 4iv/2 pomoci zbytku —4 + iv/2.
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4. —6+4iv2 =1, (-4+iV2) + v,

_ —6+4W2  —6+4iV2 —4—-iV2
METATWE T 4t ivz —a—ivZ
24 +6iV2 —16iV2+8 32-10iv2 32 10
= W2 1602 +8 l\/_z———i\/fiZ—i\/E
16 + 4iV2 — 4iNV2 + 2 18 18 18 =
vy = (—6+4iV2) — (=4 +iV2) -,
v, = (—6+4iV2) - (-4+iv2) - (2-iV2) =
= —6 + 4iV2 — (=8 + 4iV2 + 2iV2 + 2) = —2i2

—6+4iV2 = (2 - iV2) - (-4 +iV2) — 2iV2

Zbytek je stale nenulovy a Euklidova norma zbytku je oproti pfedchozimu mensi, po¢itame

tedy spravné a pokracujeme v Euklidovu algoritmu.

=4+ i2 —4+iV2 2iV2
s =" N

—8iv2 —4 4 8
= = _i\2=-1-i2
8 8 81\/_ :l\/_

Zde miizeme zaokrouhlit také na —iv/2. Ani jedno zaokrouhleni nema vliv na vysledek.
vs = (=4 +iV2) — (-2ivV2) - 14
vs = (=4 +iV2) — (=2iv2) - (-1 -iV2) =
=—4+iV2-QiV2-4)=-iV2
—4+ V2 =(-1-iv2) - (-2iV2) — iv2

Ani nyni nemame nulovy zbytek. Dale pokrac¢ujeme v Euklidovu algoritmu.

6. —2iV2 =g - (=iv2) + vg
—2iV2
Ne = — 2
ve = (=2iV2) — (=iv2) - (2) = —2iV2 — (=2iV2) = 0
—2iv2=(2)- (-iv2) + 0
Nyni jsme ziskali nulovy zbytek a mizeme urCit nejvétSiho spolecného délitele Cisel

4 +32iV2 a 24 — 17ivV2.

=2
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Z dil¢ich vysledk si pro ptehlednost sestavime Euklidiv algoritmus.

4 +32iv2 = (-1 + iV2) - (24 — 17iV2) + (=6 — 9iV2)
24 —17iV2 = (1 +2iV2) - (=6 — 9iV2) + (=6 + 4iV2)
—6—9ivV2 = (-1 +iV2) - (-6 + 4iV2) + (-4 + iV2)
—6+4ivV2 = (2-iV2) - (-4 + iV2) - 2iV2
—4+iV2 = (-1 -iV2) - (—2iv2)|=iV2
—2iV2 =(2) - (-iv2) + 0
nsd(4 + 32iV2,24 — 17iV2) = —iv2

Z Euklidova algoritmu je patrné, Ze nejvétsim spoleénym délitelem &isel 4 + 32iv/2
a24 — 17iV2 je ¢&islo —iv2. Dale je spravnym vysledkem ¢&islo komplexné sdruzené
k &islu —iv/2, tedy iv2.

Pro kontrolu si provedeme zkousku.

1. —iv2 musi délit 4 + 32iv2

4+32iV2 44322 W2 _ 4iV2—64

= = —32+42iV2
—iV2 —-iv2 V2 2
2. —iv2 musi d&lit 24 — 17iV/2
24 —17iV2 24 —17iV2 V2 24iV2 + 34
*/_: \/_.\/_: V2 =17 + 12iV2

—iV2 -2 W2 2
Cislo —iv/2 d8li obé &isla, je tedy jejich spole¢nym délitelem.

5.4.2 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL V Z[iV3]
Spoé¢téte nejvétsiho spoleéného délitele &isel —16 — 22i+/3 a 82i/3.

nsd(—16 — 22iV3,82iV3) =?
N(—16 — 22iv/3) = 1708

N(82iV3) = 20172
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1. 82ivV3 =7, (-16 —22iv3) + v,
_82iv3  82i/3  —16+22iV3 _
—16 — 22iv3  —16 —22iv3i —16 + 22iV/3
—1312iv/3 — 5412 5412 1312iV3 . 313
= = — —_ = —5—1
256 + 352iv/3 — 352i+/3 + 1452 1708 1708 ~——

vy = (82iV3) — (—16 — 22iV3) - 1,
v, = (82iV3) — (=16 — 22iV3) - (-3 - iV3) =
= 82iV/3 — 48 — 6613 — 1613 + 66 = 18
82iV3 = (-3 —-iV3) - (-16 —22iV3) + 18
2. =16 —22iv3 =1, 18 + v,

—16 — 22iV3 16 22 — _
nZ_T__E_El\E—_l_HE

v, = (—16 — 22iV3) — 18 - 1,
v, = (16 —22iV3) — 18- (-1 - iV3) =
= —16 — 22iV3 + 18iV3 + 18 = 2 — 4i\/3

N1

~16 — 22iV3 = 18 - (=1 — iv/3) + (2 — 4iV/3)
3. 18 =15 (2 —4iV3) +v;

18 18 2+4iV3 364723 |
BT a3 2-4iV3 2+4iV3  4+48
v; =18 —(2-4iV3) - (1+iV3) =

=18 —2—2iV3 +4iV3 —12 = 4 + 2iV3

+iV3

18 = (1+iV3) - (2 — 4iV3) + (4 + 2iV3)
4. 2—4iv3=1n, (4 +2iV3) + v,

_2-4iW3 2—-4iV3 4-2iV3
T Y23 442093 4—2iv3
8—4ivV3—16iV3-24 16 20iV3
_ iv3 iv3 _ 16 l\/_i_l_i\/§
28 28 28 —
v, =(2-43) - (4+2iV3) -y
v =(2-4iV3) - (4 +2iV3) - (-1-iV3) =
=2—4iV3+4+4iV3+2iV3 -6 =23

2—4iV3=(-1-iV3) (4 +2iV3) +2iV3
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5. 4+ 2iV3 =175 2iV3 +vs
4+2iV3 4+2i3 -2iv3 12-8iV3 | |
LT S TN BT, S v R Sl £
vs = (4 + 2iV3) — 2iV3 -
vs = (4+2iV3)—2iV3-(1-iV3)=4+2iV3-2iV3-6=-2
4 +2iV3 = (1-iv3)-2iV3 -2

6. 2iV3 =14 (=2) + v

2iV3
Me =5 = —iv3

ve = (20v3) = (=2) - 15
ve = (20V3) = (=2) - (=iv3) = 0
2ivV3 = (—=iv3) - (-2) + 0

Z dil¢ich vysledk si pro piehlednost sestavime Euklidiv algoritmus.

82ivV3 = (-3 —-iV3) - (16 — 22iV3) + 18
—16 — 22iv3 =18 - (=1 — iV/3) + (2 — 4iV3)
18 = (1 +iV3) - (2 — 4iV3) + (4 + 2iV3)
2—4iV3=(-1-iV3) (4 +2iV3) +2iV3
4 +2iV3 = (1-iV3) - 2iv3 [=2]
2iV3 = (=iv3) - (-2)+ 0
Odtud vidime, Ze vysledkem je ¢islo —2.
nsd(—16 — 22iV/3,82iV3) = =2

Pro kontrolu si provedeme zkousku.

1. —2 musi délit —16 — 22iv/3

—16 — 22iV/3
-2
2. —2musi délit 82i3

=8-11iV3

82iV3
_l;/_ = 41iV3

Cislo —2 déli obé &isla, je tedy jejich spoleénym délitelem.
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5.4.3 NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK V Z[iV3]
Spoétdte nejmensi spoleény nasobek &isel —16 — 22iv/3 a 82i+/3.
nsn(—16 — 22iv/3,82iV3) =?
Nejvétsiho spolecného délitele jsme spocitali v pfedchozim piikladé, mizeme tedy rovnou
dosadit.
nsd(—16 — 22iv/3,82iV3) = =2

nsn(—16 — 22iv3, 82iV3

(—16 — 22iV3) - (82iV3)
)= = -

5412 —1312iv3
B -2
Nejmensim spoleénym nasobkem &isel —16 — 22i+/3 a 82i+/3 je &islo —2706 + 656+/3.

= —2706 + 656V3

5.5 OBORINTEGRITY POLYNOMU
Necht' (T,+,") je komutativni téleso a n piirozené ¢islo. Funkci f(,) definovanou

predpisem

fo = anx™ + ap_1x™ 1+ L4 apx? + a;x + ag, kde a,, # 0,
nazyvame polynomem n-tého stupné o jedné proménné x nad télesem (T,+,).
Prvky a,, a,—1, ..., @y, aq,ay € (T,+,7) nazyvame koeficienty polynomu. Stupeni
polynomu fi,, znagime st|[fi].

Véta 1: Algebraicka struktura (T[x], +,-) je oborem integrity.[Drabek, 2001]

Tuhle vétu nebudeme dokazovat. Snadno bychom ukazali, Ze je splnéno vSech osm axiomu

oboru integrity.

Ukazeme, ze algebraicka struktura (T[x], +,-) je Euklidovym oborem integrity.

Euklidovou normou ve struktuie (T[x], +,-) je stupefi polynomu.

Prvni podminka tika, Ze f(x)|g@) = st[f(x)] < St[g(x)].

Protoze Euklidovou normou u polynomt je stupen polynomu, coZ je nejvyssi mocnina
U proménné (v nasem piipad¢€ x), budou nas zajimat pouze ¢leny s nejvys$si mocninou.
Necht’ fi) = apx™ @ gy = bpx™, kde m,n € N. Aby platilo f,)|g(), musi nutné platit
n < m. Takze

n<m= fulgw = St[f(x)] = St[g(x)]'

Plati tedy prvni podminka Euklidova oboru integrity.
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Véta 2: Budiz dany polynomy f,) # 0 a g z oboru integrity (T[x],+,-), kde je

Euklidova norma (g(,)) = 1, potom existuji polynomy R ) a Q) takové, Ze plati

fey = Qe * 9o + Riwyr Kde Ry = 0V st[Rin] < stg),
tyto polynomy jsou jednoznac¢né urcené. [Drabek, 2001]
Z véty 2 je patrné, ze je splnéna druha podminka Euklidova oboru integrity.
Plati obé podminky Euklidova oboru integrity a obor integrity polynomt je Euklidiv.

Dva polynomy fx) @ g(x) jsou spolu asociovany pravé tehdy, kdyz existuje nenulovy
prvek c € T takovy, Ze plati fi,) = ¢ g(x). V jakékoliv ivaze o délitelnosti polynomii
muzeme libovolny polynom nahradit polynomem asociovanym. Asociované polynomy

jsou ve smyslu délitelnosti ekvivalentni (rovnocenné).[Prochazka, 1990]

V nasledujicich prikladech uvazujeme polynomy s racionalnimi koeficienty.

5.5.1 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL POLYNOMU
Spoctéte nejvétsiho spolecného délitele polynomi Py @ Qx).
Puy = x>+ x* —6x3 = 7x* — 7x
Quy=2x*+2x*+x*—x—-1
nsd (P, Q) =?

Vypocet provedeme opét Euklidovym algoritmem. Aby nam nevychazely ve vysledcich
zlomky, miZeme polynomy P(,) a Q) nahradit polynomy asociovanymi. Tato ndhrada
nam nezméni nejvétsiho spoleéného délitele.
Polynom P,y = x> + x* — 6x3 — 7x* — 7x vynasobime Gislem 2 a ziskdme polynom
P’y = 2x° + 2x* — 12x3 — 14x* — 14x, ktery je asociovany s polynomem Py
a pii d€leni polynomem Q) = 2x* + 2x* + x? — x — 1 nam budou vychazet celo¢iselné

koeficienty.

1. 2x5+2x* —12x3 —14x%2 —14x =1, - Qx* + 2x3+x2 —x—1) + v,
(2x5 + 2x* — 12x3 — 14x% — 14x): 2x* + 2x3 +x2 —x—1) = x

—(2x5 + 2x* 4+ 1x3 — 1x? — 1x)

—13x3 — 13x% — 13x

Z déleni se zbytkem plyne, ze n; = xav; = —13x3 — 13x2 — 13x.
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Zkouska:
L =2x%+2x* — 12x3 — 14x? — 14x
P=x-(2x*+2x3+x2—x—-1)—13x3—13x?> —13x =
=2x>+2x*+x3 —x?—x—13x3 - 13x2 - 13x =
= 2x° + 2x* — 12x3 — 14x? — 14x
L =P

Tim mame prvni fadek Euklidova algoritmu. Na prvni pohled je patrné, Ze mdme nenulovy

zbytek v; = —13x3 — 13x? — 13x. Pokrac¢ujeme v Euklidovu algoritmu.
Nyni budeme dé&lit polynom Q) = 2x* + 2x3 + x* — x — 1 polynomem asociovanym
s polynomem v; = —13x3 — 13x? — 13x, tedy v'; = x3 + x? + x.

2. 2x*+2x3+xP—x—1=n, - (x3+x2+x) + v,
Qx*+2x3+ x2—x—-1): (3 +x*+x) =2x

—(2x* + 2x3 + 2x?)

—x2—x—-1
Vidime, 7e 1, = 2xav, = —x? —x — 1.
I po druhém kroku mame stéle nenulovy zbytek v, = — x% —x — 1.
Zkouska:

L=2x*+2x3+x*—-x—-1
P=2x-(x3+x2+x)— x>?—x—-1=
=2x*+2x3+2x2 —x?—x—1=
=2x*+2x3 +x*—x—-1
L=P.

Pokradujeme v Euklidovu algoritmu. Dé&lime polynom v'; = x3 + x? + x polynomem
v', = x% + x + 1, ktery je asociovan s polynomem v, = — x? —x — 1.

3. X3+ xt+x=n3-(x*+x+1)+us
3+x2+x):(x2+x+1)=x
—(x3+x%+x)

0

Vidime, ze 13 = xav; = 0.
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Na prvni pohled je patrné, Ze mame nulovy zbytek a mizeme urcit nejvetsiho spole¢ného

delitele polynomil Py @ Q).

Zkouska:
L=x®+x*+x
P=x-(x*+x+1D)+0=x3+x%2+x
L =P

Pro ptehlednost jesté sestavime Euklidiiv algoritmus.

Poy =x-(2x* +2x> +x* —x —1) — 13x3 — 13x% — 13x

2x4+2x3+x2—x—1=2x-(x3+x2+x)—|(x2+x+1)|

x3+x?+x=x-GBx*+x+1)+0
nsd(P(x),Q(x)) =x*+x+1

Nejvétsim spole¢nym délitelem polynomii Py @ Q) je polynom R,y = x* +x + 1.
5.5.2 NEJVETSi SPOLECNY DELITEL POLYNOMU (2)
Spoctéte nejveétsiho spolecneho délitele polynomil Py @ Qx).
Py = x> +4x* +4x + 3
Quy =x3+3x*+x+3
nsd(Peo, Quo) =7

1. x3+4x?+4x+3=n, - (x3+3x2+x+3)+v,
(3 +4x?+4x+3):(x3+3x2+x+3)=1

—(x3+4+3x2+1x +3)

x% 4 3x

Zkouska:
L=x3+4x*+4x+3
P=1-(x3+3x>+x+3)+x2+3x=
=x3+4x?+4x +3
L=P.
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2. x3+3x2+x+3=1n,-(x2+3x) +v,
(3 +3x2+x+3):(x>+3x) =x

—(x3 + 3x?)

=
+
w

Zkouska:

L=x3+3x*+x+3
P=x-(x?+3x)+x+3=x3+3x>+x+3
L=P.

3. x2+3x=1n3-(x+3)+us
(x2+3x):(x+3)=x
—(x? + 3x)

0

Sestavime Euklidiiv algoritmus.
x3+4x?>+4x+3=1-(x3+3x2+x+3) +x%+3x

x3+3x2+x+3=x-(x?+3x) +[x + 3]

x>+3x=x-(x+3)+0
nsd(x3+ 4x?> +4x +3,x3+3x2+x+3)= x+3

Nejvétsim spolecnym délitelem polynomi Py @ Q(y je polynom R,y = x + 3.

5.5.3 NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK POLYNOMU
Spoctéte nejmensi spolecny nasobek polynomil P,y @ Q).
Poy = x* = 2x% = 2x*+7x — 6
Q(x) =2x3—4x2—x+2
nsn(P o, Q) =7
Nejdiive spocteme nejvétsiho spolecneho délitele. S jeho pomoci poté spofteme nejmensi

spole¢ny nasobek.

nsd(Py), Q) =?
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2x* —4x3 —4x? + 14x— 12 =1, - 2x3 —4x? —x + 2) + v
(2x* —4x3 —4x? + 14x —12): (2x3 —4x? —x+ 2) =x
—(2x* — 4x3 — x? + 2x) -
—3x%+ 12x — 12

Zkouska:
L =2x*—4x3 — 4x? + 14x — 12
P=x-(2x3—4x?>—x+2)—3x2+12x — 12 =
=2x*—4x3 —x?+2x —3x?+12x— 12 =
=2x* — 4x® — 4x% + 14x — 12
L=P.

2x3 —4x?—x+2=n, - (x? —4x+4) + v,
(2x3 —4x?> —x+2): (x> —4x +4x) =2x+ 4
—(2x3 — 8x? + 8x)

4x% —9x + 2
—(4x? — 16x + 16)
7x — 14

Zkouska:

L=2x3—4x?—x+2
P=02x+4) - (x> —-4x+4)+7x — 14 =
=2x3—8x2+8x+4x2—16x+16+7x — 14 = 2x3 —4x? —x + 2
L=P.

7x2—28x+28 =n3-(x—2) +usg
(7x?> —28x +28):(x —2) =7x — 14
—(7x?% — 14x)
—14x + 28
—(—14x + 28)
0

Zkouska:
L =7x?—28x+28
P=(7x—-14) - (x—2) = 7x?> — 14x — 14x + 28 =
= 7x%—28x + 28
L=P.
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Z Euklidova algoritmu vidime, Ze nejvétSim spole¢nym délitelem polynomil P,y a Q(y)
je polynom R, = x — 2, ktery je asociovan s polynomem n; = 7x — 14. Mohlo by se
zdat, Ze je polynom n; = 7x — 14 ,,v¢tsi”, ale u polynomi je Euklidovou normou stupen
polynomu. Oba polynomy maji tedy stejnou Euklidovu normu a jsou stejné ,,velké”.

Obecné zapisujeme polynomy s co nejmensim koeficientem u ¢lenu s nejvys$si mocninou.
Nyni jest€ dopocteme nejmensi spoleCny nasobek polynomi P,y a Q) pomoci vzorce.

Peo - Qw
nsd(P ), Qex))
2x7 — 8x% + 3x°+26x* — 42x3 + 13x2% + 20x — 12
x—2 -
(x —2)(2x° — 4x°> — 5x*+16x3 — 10x> — 7x + 6)
= — =
= 2x% — 4x5 — 5x*+16x3 —10x*> —7x + 6

nsn(Px), Q) =

nsn(Px), Q) =

Nejmensim spole¢nym nasobkem polynomil P, a Q) je polynom:

Sy = 2x° — 4x® — 5x*+16x3 — 10x? — 7x + 6.
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5.6 VYPOCET NSN A NSD POMOCIi POCITACOVYCH PROGRAMU

V této podkapitole si ukazeme vypocet nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho

spole¢ného nasobku v programech MATLAB, Wolfram Mathematica a Wolfram|Alpha.

5.6.1 MATLAB

Program MATLAB je v dnesni dobé nejrozsifenéjsim
matematickym softwarem. Zvlada zakladni matematické
operace a vykreslovani grafii pomoci prednastavenych
funkci. Dale je moznost si dal§i operace naprogramovat, coz
uleh¢i praci pii pocitani velkého poctu stejnych prikladi.
Pomoci piikazu gcd(a,b) nam program spocte nejvetsi

spole¢ny nasobek cisel a a b. Vysledek je znacen ans

Obrazek 4 - Logo programu
MATLAB

(answer — odpovéd). Ged je zkratka anglického greatest common divisor, coz je v prekladu

nejvetsi spolecny délitel.

Lommand Wihdqw

(2]

Using Toolbox Path Cache.
To get started, select "MATLAE Help”™ from the Help menu.
>» gocd(129852,653248)

ans =

Type "help toolbox_path _cache”™ for more info

Obrazek 5 - Ukazka vypoc¢tu nsd v programu MATLAB

Pro nejmensi spolecny nédsobek funguje piikaz lem(a,b), ktery je zkratkou anglického

least common multiple (v pfekladu nejmensi spole¢ny nasobek).

Command Window

Using Toolbox Path Cache.

To get started, select "MATLAE Help”™ from the Help menu.

>> lem(375,213)

26625

Type "help toolbox_path _cache™ for more info

(2]

Obrazek 6 - Ukazka vypoctu nsn v programu MATLAB

Nevyhodou tohoto programu je vysoka pofizovaci cena, bohuzel nema Zadnou bezplatnou

Verzi.
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5.6.2 WOLFRAM MATHEMATICA
Program Wolfram Mathematica
nam, stejn¢ jako  program

MATLAB, umoziiuje pouZzivat

prednastavené operace a dalsi .
Obrazek 7 - Logo programu Wolfram Mathematica 8
Si miizeme naprogramovat. Pro
nejveétsiho spolecného délitele celych a komplexnich cisel slouzi piikaz GCD[a,b].
Pro nejvétsiho spoleéného délitele polynomu piikaz PolynomialGCD|[a, b]. Vysledek je

znaen Out, coz je v piekladu vystup. Vstup je znacen In.

In[12):= GCD[26 + 521, 34 - 114 1] il

out[13)= 2 1l

In[14)= PolynomialGCD[x"4 - 2X"3 -2x"2+7X-6, 2X*3-4%x"2 -x + 2] il

O[i4E -2 + X al
he

100% =

Obrazek 8 - Ukazka vypoctu nsd v programu Wolfram Mathematica

Pro nejmensi spolecny ndsobek pouzijeme piikazy LCM[a, b] a PolynomialLCM|a, b].

In[1]:= LCM[26 + 52T, 34 - 114 I] JJ

Owl)e 598 + 3406 i 3

In(z):= PolynomialLCM[x"4 - 2X*3 -2X"2+7X-6, 2X"3-4%"2-x+2] ] ‘

out[2)= (3—2x+x3) (2—x—4x3+2x3) H

100% =

Obrazek 9 - Ukazka vypoctu nsn v programu Wolfram Mathematica

Program Wolfram Mathematica nam bohuzel neposkytuje bezplatnou verzi.
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5.6.3 WOLFRAM|ALPHA

Wolfram|Alpha je internetovy server, by NE
3% WolframAlpha:

Obrazek 10 - Logo Wolfram|Alpha

ktery umoznuje fadu matematickych
operaci. Jedna se o obdobu programu
Wolfram Mathematica, ktery je volné dostupny na Internetu. Ve své bezplatné verzi
umoznuje piistup k preddefinovanym funkcim, které nam zobrazi vysledek zvolené
operace. Placena verze dale zobrazuje postup vypoctu a umoznuje dalsi uzite¢né funkce.

Pomoci piikazu gcd(a, b) nam vypocte nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a b v mnoha

¢iselnych mnozinach, véetné prostoru polynomu. Vysledek je zobrazen jako Result.

&WOlframAlpha s

| gcd(83+31i, 55-15i) B |

o O B == By = Examples * Random

Assuming i is the imaginary unit | Use i a5 a varizsble instead

Input:

PolynomialGCD[83 + 31, 55 — 15 ]

{ istheimaginary unit

Result:
1+7i
Computed by Wolfram Mathematica (¥) Download page
Obrazek 11 - Ukazka vypoétu nsd Gaussovych &isel na serveru Wolfram|Alpha
P WolframAlpha sz

| gCd(x"4+8XA3-4X~2-8X+3, X 3+9XA2+5x-3) B |
IR O B == B e | = Examples 2 Random

Input:

PolynomialGCD[x* + 8x” —4x* —8x+3, x> + 9x* +5x 3]
Qltrrac <

Result:

X +9x>+5x-3

Obrazek 12 - Ukazka vypoétu nsd polynomi na serveru Wolfram|Alpha
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Stejné funguje 1 piikaz pro nejmensi spole¢ny nasobek lem(a,b).

& WolframAlpha =es.

| lem(2+i, 8-) =]
s 8 T = Examples =2 Random
Assuming i is the imaginary unit | Use i a5 = variable instead
Input:

lem(2+4,8—14)
lem(ny, ny) isthe least common multiple of n; and ny »
¢ isthe imaginary unit »

Result:

1+8i
Obrazek 13 - Ukazka vypoctu nsn na serveru Wolfram|Alpha
Vsechny tii programy nam umoznuji pocitat nasobky a d¢litele vice nez dvou Ccisel

soucasng, staci do zavorky za piikaz zadat vice prvkd.

& WolframAlpha sz,

| gcd(126+641,48-72i,-16+14]) 8|

&-B- B Z;Y = Examples =4 Random

Assuming i is the imaginary unit | Use i as = variable instead

Input:

PolynomialGCD[126 + 64,48 — 72, —16 + 14 ]

{ istheimaginary unit »

Result:

2

Computed by Welfram Mathematica (¥) Download page

Obrazek 14 - Ukazka vypoétu nsd tfi prvki na serveru Wolfram|Alpha
Dale musime pocitat S tim, Zze vSechny tii ukdzané programy nejsou bezchybné, proto je

dilezité si vysledek zkontrolovat v dal$im programu nebo si udélat zkousku.
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6 OBOR INTEGRITY NESPLNUJiCi PODMINKU KRVD
Najit mnozinu prvkd, kterd tvoii obor integrity a splituje podminku konecCnosti fetézce
vlastnich délitelis (KRVD), neni problém. Takovych mnozin existuje cela fada (Z, Z[i], ...).
Zamgéiime se tedy na mnozinu prvka, kterd tvofi obor integrity, ale nesplituje podminku
KRVD, tudiz neni Gaussovym oborem integrity.
Necht' R je libovolny obor integrity. Symbolem S ozna¢ime mnozinu prvku, jejiz prvky
jsou formalni soucty ve tvaru

rneag+ra+ .+ a
kde n €N, ry, 15, ..., 1, jsou nenulové prvky oboru integrity R a a4, a,,...,a, jsou
nezapornd racionalni ¢isla Q, pfiCemz a; < a, < ... < ay.
Neutralnim (nulovym) prvkem v mnozin¢ S bude prazdny soucet pro n = 0 a budeme
ho znait o¢. Znafeni ¢ pouzijeme kvili odliSeni neutralniho prvku mnoziny S
od neutralniho prvku O v mnoziné vSech racionalnich ¢islech.
Nyni musime dokézat, Ze ndmi zvolend mnozina S tvoii obor integrity, to znamena ovéfit

platnost zdkladnich axiomii oboru integrity.

6.1 OPERACE SCITANI

Nejdiive si musime nadefinovat operaci s¢itani (+) na mnoziné S a ovéfit platnost axiomu
pro operaci sCitani, coz jsou komutativnost, asociativita, existence neutralniho a inverzniho
prvku.

Soucet dvou prvkd mnoziny S provedeme sepsanim prvkill za sebe a upravenim na vhodny

tvar prehazovanim jednotlivych ¢lent podle tohoto pravidla:

r-a+s-a=(0r+s)-a,kder,seRr+0,s#0,r+s+#0,a€Q,a=0.

Pokud r 4+ s = 0, pak je souet r - a + s - a roven neutralnimu prvku o.
Soucet formalni ftady pro x,y€S, kde x=r-a;+nr-a+ ..+1mn-a,

ay=s5y-a;+S,-a,+ ... +5, a,, kde m > n, vypada takto:
xX+y=r-a+ra+ .o +rcap+sica+S0a+ o Sy ap=
=r-a;+S1a+rnca+Sca+ oAty an o Sy Ay =
= +s) a+y+sy) a,+ ..+ +sy) ap+ .. +5p - ap.

Nyni mame definovanou operaci s¢itani a ovéiime platnost axiomd.
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1. Komutativnost operace s¢itani.
Pro kazdé dva prvky mnoziny S musi platitx +y =y + x.
X=T-a+ .. +1-0ay
y=S1:a1+ .. +Spay, kdem>n
L=x+y=rn-aq+ .. +1map,+s1-a1+ .. +sp-ay =
=raqt+Ssicrat o+ atSycapt o Sy, =
= +s)a+ .. +(p+sy) ap+ ... +Sy-an
P=y+x=s1-a1+ .. +sSp-ap+r-a+ .. +nm-a,=
=Sy +nrn-a;+ .. Fsprapt+rcapt oSy a, =
=(s1+r)a+ .. +(p+n)-ap+ .. 5y an
Pro i =0,1,2,.. jsou prvky r; a s; prvky oboru integrity R, proto r; +s; =s;+1;

(vyplyva z komutativnosti operace s¢itani oboru integrity R) a proto plati, ze L = P.

Pro kazdé dva prvky x,y € S plati x + y = y + x. Tim je dokdzano, Ze operace s€itani je

na mnozin€ S komutativni.

2. Asociativita operace sCitani.

Pro kazdé tfi prvky mnoZziny S musi platit (x + y) + z = x + (y + 2).

X=r-a
y=s5-a
Z=t-a

L=x+y)+z=0-a+s-a)+t-a=
=(r+s)-a+t-a=r+s+t)-a
P=x+y+z)=r-a+(s-a+t-a)=
=r-a+(s+t)-a=r+s+t)-a
L=P

Pro kazdé tii prvky mnoziny S je operace s¢itani asociativni.
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3. Existence neutralniho prvku pro operaci s¢itani.
Pro kazdy prvek mnoziny S musi platit soucet x + e =x, kde x €S
a e je neutralni prvek.
x+e=x [—x
e=0
Pro kazdy prvek mnoziny S existuje neutralni prvek vici operaci s¢itani.

Jiz diive jsme oznacili e = o.

4. Existence inverzniho prvku pro operaci s¢itani.
Pro kazdy prvek mnoZiny S musi platit x + x 1 = e.
x+x1=0l-x
Xt =—x
Pro kazdy prvek mnozZiny S existuje prvek inverzni, vtomto piipadé

se jedna o prvek opacny.

6.2 OPERACE NASOBENI
Nyni musime nadefinovat operaci nasobeni () a ovéfit platnost axiomi pro tuto operaci.
Operaci nasobeni budeme provadét podle pravidla:
r-a+s-b=rs-(a+b),kder,seR,r+0,s+0,a,b € Q,a,b=0.
5. Komutativnost operace nasobeni.
Pro kazdé¢ dva prvky mnoziny S musi platitx -y =y - x.
X=r-a
y=s-b
L=x-y=(0-a)-(s:b)=rs-(a+b)
P=y.-x=(s-b)-(r-a)=sr-(b+a)

L = P, protoze r,s jsou prvky oboru integrity R a plati pro né¢ rs = sr

(vychazi z komutativnosti operace nasobeni v oboru integrity R).
Prvky a a b jsou prvky mnoziny Q, ve které platia + b = b + a.

Operace ndsobeni je na mnoziné S komutativni.
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Asociativnost operace nasobeni.

Pro kazdé tii prvky mnoziny S musi platit (x - y) -z = x - (y - 2).

X=r-a
y=s-b
z=t-c

L=@-y)-z=[(0r-a)-(s-D)]-(t-c)=[rs-(a+Db)]-(t-c) =
=rst-(a+b+c)
P=x-(y-z2)=@-a)-[(s-b)-(t-0)]=0-a) [st-(b+c)]=
=rst-(a+b+c)

L=P

Operace nasobeni je na mnozin¢ S asociativni.
Distributivnost operace nasobeni.

Pro kazdé tfi prvky mnoziny S musi platit (x +y) - z=x-z+y -z

X=r-a
y=s-a
z=t-b

L=(+y)-z=[r-a)+G-a)]-(-b)=[r+s)-a]l-(t-b) =
=t-(r+s)-(a+b)
P=x-z+y-z=@-a)-(t-b)+(s-a)-(t-b) =
=rt-(a+b)+st-(a+b)=t-(r+s)-(a+b)

L=P

Operace nasobeni je na mnozin¢ S distributivni.

Dva formalni soucty, coZ jsou prvky mnoziny S, mezi sebou plné rozndsobime pomoci

distributivity a vySe uvedenych pravidel.
Jako posledni ndm zbyva ovéftit neexistenci netrividlnich délitel nuly.

8. Neexistence netrivialnich dé€litela nuly.

Pro vSechny prvky mnoZziny S musi platitx # o Ay # 0 = x -y # 0.

x=T'1°a1+ ...+7”n-an

y=51+bi+ .. +sp, by

Jsou-li x a y nenulové prvky mnoziny S, pak m,n =1 a v souinu x - y

nam mimo jiné zstane nenulovy ¢len (13,5,,) * (@, + by,).

Plati vS§ech osm axiomil a je jasné, ze mnozina S tvofi obor integrity.
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6.3 PopMiNka KRVD
Ukazali jsme, Ze mnozina S tvoii obor integrity. Nyni se zaméfime na podminku KRVD.
Z mnoziny S si vybereme podmnozinu S, jejiz ¢leny jsou ve tvaru

1

xp =1 kdei={0,1,2,..}

Aby nebyla splnéna podminka KRVD, musi platit, Ze x;,1|x; A x; f X;41, to znamena,
ze prvek x; .1 = a - x;.
Vezmeme si prvek (x;;,)? a budeme ho upravovat.
1 1
(X410 = (Kpg1) - (Xi40) = <1 : 2i+1> : (1 : 2i+1>

Tyto dva prvky roznasobime podle pravidla pro nasobeni prvkli oboru integrity S’

uvedeného vyse.

1 1 1 1 2
(1 ) 2i+1) ) (1 ) 2i+1) = (1 ) 1) ) <2i+1 + 2i+1) =1- <2i+1)

Na prvni pohled je patrné, ze dvojka v Citateli 1ze kratit s jednickou v exponentu dvojky

ve jmenovateli. Dostavame tedy:

(xi41)*=1- (%).

coz je prvek x;.

To znamena, ze v oboru integrity S” déli prvek x;,, prvek x;.

Pokud volime i = 1, dostavame x,|x;. Pro i = 2 plati x3|x,. Je patmé, ze 1 x4|x3, X5|x4,
Xg|Xs,...

Dostavame tedy nekonecnou fadu délitelt x5 |xq, x3|x5, X4|%3, X5|X4, Xg|Xs5,..., COZje
spor s podminkou KRVD.

Nalezli jsme obor integrity, ktery nespliiuje podminku KRVD.

Jednoduse prohlédneme, ze kdyZ oznacime

(22)” kde x; € S;,a € R,b € Z,

tak dostdvame nekone&né mnoho oborti integrity S;, které nesplituji podminku KRVD.

Xi=a-
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7 OBORINTEGRITY NESPLNUJiCi PODMINKY P A ENSD

Existuje tada oborl integrity, které splnuji podminky P (kazdy ireducibilni prvek
je prvocinitelem) a ENSD (existence nejvétsiho spoleéného délitele pro kazdé dva prvky).

Proto se zamétime na to, jestli existuje obor integrity, ktery tyto podminky nespliiuje.
Necht je r kladné liché ¢islo, které navic splituje dvé podminky:

1. 4|(r—1)

2. r neni druhd mocnina zadného celého cisla.
Témto podminkédm vyhovuji ¢isla 5,13,17, 21, 29, 33,37, ...
Dale feknéme, Ze ¢islo s je definovano jako s = +/r. Cislo s je tedy kladné iracionalni
¢islo.

Uvazujme obor integrity R = Z[s], kde s = +/r a prvky tohoto oboru integrity maji tvar
X =a+ bs, kde a,b € Z. Fakt, ze mnozina Z[s] tvofi obor integrity, bychom dokazali
stejné jako v kapitole 5.3 pro Z[\/E]

7.1 PRVKY Z[s] JSOU JEDNOZNACNE URCENE
Nejdiive ovetime, zda je zapis x = a + bs jednoznaény. Toto tvrzeni dokdZeme sporem.
Rekneme, 7e x = a + bsay = c + ds, kde ¢, d € Z.
Pokud je zapis jednozna¢ny musi platit:
a+bs=c+ds
a—c=(d-b)s.

Pokud d # b , dostavame spor s tvrzenim, ze ¢islo s je iracionalni (sou¢inem jakéhokoliv
Cisla s ¢islem iraciondlnim je opét Cislo iraciondlni, zatimco rozdilem dvou celych ¢isel

je ¢islo celé).

Z toho vyplyva, ze a = ¢ Ad = b a zapis x = a + bs je jednoznacny.

52



OBOR INTEGRITY NESPLNUJici PODMINKY P A ENSD

7.2 CiSLO 2 NEDELI KAZDY PRVEK Z[s]

Reknéme, 7e x = a + bs je prvek oboru integrity R, pro ktery plati 2|x. Musi tedy
existovat takovy prvek y = ¢ + ds, kde ¢, d € Z, ze x = 2y.

x =2y
a+bs=2-(c+ds)=2c+ 2ds

Z toho plyne, ze a = 2c a b = 2d. Odtud je vidét, ze 2|x, kde x = a + bs, pravé tehdy,
kdyz jsou a a b suda Cisla.

V dal§im textu si v daném oboru integrity R budeme definovat normu t (zde se nejedna
0 Euklidovu normu, protoZze se nepohybujeme v Euklidovu oboru integrity), o niz
dokézeme, ze je multiplikativni. Tato norma nadm pak v mnoha vécech poslouzi: ur¢ime
napiiklad invertibilni prvky v Z[s], ukazeme, ze neexistuji prvky s normou t¢) # 2

a dospéjeme k dikazu ireducibility prvku x = 2.
7.3 NORMA (ZOBRAZENI) V Z[s]

Reknéme, 7e x = a + bs € R a t(y) = a? — rb%. Aby zobrazeni t bylo normou, tak musi

byt multiplikativni tedy t(y.,) = tx) * t(y) pro vSechny prvky oboru integrity R.

XxX=a+bs
y=c+ds
x-y=(a+bs)(c+ds)=ac+ ads + bcs + bds?
Cislo s je definovano jako s =vr = s?=r.
Dostavame tedy, ze x - y = (ac + bdr) + (ad + bc) - s.
Nyni miizeme ovéfit multiplikativnost zobrazeni t.
Lay) = L) "ty
L= tey) = t((ac+bdr)+(ad+bc)-s) = (ac + bdr)z —7r-(ad + bc)z =
= a%c? + 2abcdr + b%2d?*r? — ra®?d? — 2abcdr — rb?c? =

= a®c? + b%d?*r? — ra?d? — rb*c?

P =t ty) = tatbs) * Ectds) = (@® —1b?) - (c* —rd?) =

= a?c? —ra®d? — rb?c? + r?b?d>?

L=P

Zobrazeni t: R » Z je multiplikativni.
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7.4 INVERTIBILNi PRVEKV R

S pouzitim multiplikativniho zobrazeni t dokazeme, ze prvek x € R je invertibilnim
prvkem (existuje knému inverzni prvek pro operaci ndsobeni), kdyz ¢ty =1

nebo £ = —1.
Reknéme, ze x - y = 1 pro n&jaké y € R. Dale musi platit Ze t(y) - t(y) = tiy) = ta) = 1
atedy tq) = £1.
To znamena, Ze t,) = £1, kde x = a + bs.
tx) = tatps) = a* — rb?

Protoze vr = s = r = s? tak dostavame:

txy = (@ +bs)-(a—bs) =x-(a—bs).
Proty)=1ljetedyx ' =a—bsaproty =—1jex "t =—a+bs.

Odtud je patrné, Ze pokud t¢,) = £1, kde prvek x € R, tak k nému existuje inverzni prvek

pro operaci nasobeni, tedy invertibilni prvek.

7.5 NEEXISTENCE PRVKU, KDE &(,) = +2

Nyni ukaZeme, Ze t) # 2 pro kazdy prvek oboru integrity R. Dilkaz provedeme

sporem.

Reknéme, Ze t) =a?—rb?> =22 pro libovolny prvek z R, kde x =a+ bs.

Protoze ¢islo r je kladné liché celé Cislo, tak ¢isla a a b musi byt soucasné licha nebo suda.
1. Reknéme, ze jsou Cisla a a b suda Cisla, tedy a = 2ma b = 2n, kde m,n € Z.

x =2m+ 2ns

Lt = Lemtans) = 4m? — 4rn? = 4p, kde p = m? — rn?

N[ =

p==

Zde dostavame spor, protoze podle predpokladu se pohybujeme v mnoziné celych

Cisel (t je zobrazeni do Z).
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2. Reknéme, Ze jsou &isla a a b lichd ¢&isla, tedy a=2m+1 a b=2n+1,

kde m,n € Z.
x=02m+1)+(2n+1)s
tw) = Hemen+enins) = Cm+ 1D? —r(2n+1)? =
=4m?+4m+1—4rn®> —4rn—r
Protoze 4|r — 1, miizeme Clen r — 1 psat jako 4q.

ty =4m* +4m —4rn* —4rn—4q =4p, kdep=m* + m—rn* —rn—gq

p=1=

N| =

Zde dostavame spor, protoze podle predpokladu se pohybujeme v mnoziné celych
Cisel.
Dostavame, Ze neexistuje prvek x € R, pro ktery by platilo t,) = 2.
7.6 PRVEK x = 2 JEIREDUCIBILNiV R
Nyni ukazeme, ze prvek x = 2 je ireducibilni prvek oboru integrity R.
x =2
toy =ty =4

Diive jsme ukazali, Ze invertibilnim prvkem v oboru integrity R je prvek +1. Dale jsme

ukazali, Ze neexistuje prvek, pro ktery by platilo t(,) = 2.
Plati tedy, Ze 4 = t(2) = txy) = t) * ti)-
Protoze t(,) # 2, tak mohou nastat dv€ moznosti:
1. tu =*xlaty)==14,kdex € R*atg) & R* nebo
2.ty =zx4aty)==1,kdex € R at, €ER"

V obou ptipadech je patrné, Ze jeden prvek je invertibilni a druhy nikoli, protoze k prvku

x = 2 neexistuje inverzni prvek vii¢i operaci nasobeni.

To znamena, ze prvek x = 2 € R* A2 # 0. Jedna se tedy o prvek ireducibilni.
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7.7 PODMINKA P

Nyni mame vSe pfipraveno, abychom ukazali, Ze obor integrity R = Z[s] nespliiuje

podminku P.

Podminka P tika, Ze kazdy ireducibilni prvek v R musi byt prvo€initel a prvocinitel
je prvek, ktery déli jednoho z Ciniteld, pokud déli jejich souéin. To znamend, Ze

ireducibilni prvek x = 2 musi délit y nebo z pokud déli yz.
Zvolime y,z € R:
y=1+s
z=—-1+s
yz=0+s) - (-1+s)=—-1+s—s+s?=r—1.
Podle ptfedpokladu 4|r — 1 je rozdil r — 1 sudé ¢islo a 2|yz.
Prvek x = 2 musi tedy délit jeden z prvki y a z.
Podle kapitoly 7.2 je vSak patrné, ze 2 t y ani 2 t z.

Dostavame ireducibilni prvek oboru integrity R, ktery ale neni prvocinitelem. Tim neni

splnéna podminka P.

7.8 PopMINKA ENSD

Nyni ovéfime, jestli obor integrity R spliiuje podminku KRVD (podminka KRVD nam
pomuze ukazat, ze neplati podminka ENSD).

Ozna¢me x = a + bs a y = ¢ + ds prvky mnoziny Z[s]. Jestlize x|y, tak musi t¢y)|t(y).

Ptitom x je vlastnim délitelem y, pravé kdyz t(,) je vlastnim d€litelem t(y.

Bud’' y = x - z, kde z € Z[s]. Pak t(,,y = yy = xz - XZ = xX - ZZ = t(y) * t(5). Protoze t je
zobrazeni na mnozinu celych Cisel, je patrné, ze t(y) < t(,y. Odtud je patrné, Ze obor
integrity R na mnoziné Z[s] splituje podminku KRVD.

S vyuzitim nasledujici véty ukédzeme, Ze neni splnéna podminka ENSD.

Véta 3: Necht’ R je obor integrity. Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

i. R je obor integrity s jednozna¢nym rozkladem
ii. R spliuje podminku KRVD a ENSD
iii. R spliuje podminku KRVD a P.[Bican, 1979]
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Z véty 3 vyplyva, ze pokud jsou splnény podminky KRVD a P, tak musi byt splnéna
i podminka ENSD nebo naopak.

Tedy obor integrity R nespliuje podminku ENSD, protoze nesplituje podminku P.

Nalezli jsme nekone¢né mnoho obort integrity, které nespliuji podminku P ani podminku
ENSD. Prvky téchto oborl integrity maji tvar x = a + bs, kde a,b €Z a s =+,
kde r je kladné liché celé ¢islo, které neni druhou mocninou zadného celého ¢&isla

a zaroven plati 4|r — 1.
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ZAVER

ZAVER
Ve své praci jsem se snazil ukazat zajimavou ¢ast odvétvi matematické algebry,

které byva obcas nazyvano teorie komutativnich okruht.

Ptiklady v mé praci jsou pouze uvodem do nespoétu obort integrity a jejich

délitelnosti.

Cilem této prace bylo seznameni se s problematikou Gaussovych a Euklidovych

obort integrity a jejich dé€litelnosti.

Také jsem se snazil ukazat vyuziti Euklidova algoritmu v rGznych oborech integrity,
jako je obor integrity celych Cisel, obor integrity Gaussovych celych Cisel, obor integrity

komplexnich ¢isel s odmocninou a obor integrity prostoru polynoma.

Své poznatky ziskané studiem délitelnosti v oborech integrity mohu pouzit ve své
budouci profesi a seznamit mladé nadSené matematiky s jinym zplisobem hledani
nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensiho spolecného ndsobku, nez je prvociselny

rozklad.

Zavérem bych chtél jesté jednou pod€kovat mému vedoucimu bakalafské prace
Doc. RNDr. Jaroslavu Horovi, CSc., za jeho cenné rady, pfipominky a metodické vedeni

prace.
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RESUME

RESUME

This thesis (Examples of the divisibility of integral domains) deals with the area of
mathematics, which is called algebra. More precisely, it is a part of algebra, which is called

commutative rings.

The main idea of this thesis is divisibility of integral domains. It mainly deals

with Gaussian domain (Gaussian ring) and Euclidean domain (Euclidean ring).

It also contains a number of examples of finding a greatest common divisor and a least
common multiple in various fields of integral domain. These integral domains are e.g. the

integer domain, the Gaussian integer domain, the ring of polynomials and others.

One part of my thesis is devoted to the calculation of a greatest common divisor and a least
common multiple in mathematical software like the Wolfram Mathematica, the MATLAB
and the Wolfram|Alpha.

The final part of this thesis is devoted to integral domains, which do not meet the condition
of finality series of proper divisor or the condition of existence of the greatest common

divisors.
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