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1 Uvod

Podstatou studia matematické analyzy je diferencidlni a integralni pocet, jejichz
mnohé zékladni pojmy jsou definované pomoci limit. Proto je limita jednim
z nejzakladnéjSich pojmt matematiky a jejich znalost je nutna k porozuméni matematické
analyze. Napiiklad limita funkce je prosttedkem pro transformaci z algebry na kalkulus,
respektive matematickou analyzu.

Tato bakaléatska préace si klade za cil shrnout problematiku limit a zpisoby jejich
vypoctu. Jelikoz se jednd o matematickou latku jiz mnohokrat zpracovanou, snazila jsem
se, aby text prace byl piehledny a srozumitelny. Ke srozumitelnému zpracovani by mély
piispét zejména ilustrativni piiklady. ReSené piiklady nejsou pro pochopeni dalsiho
vykladu bezpodmine¢né nutné, ale mohou c¢tenafi ucinné pomoci pochopit predchazejici
vyklad. Dtkazy jsou uvedeny pouze v téch ¢astech textu, jez jsou dilezité pro pochopeni
pravé vyklddané problematiky limit. Pfi Cteni této bakaldiské prace se predpoklada
predchozi znalost zékladii matematické analyzy.

Bakalatska prace je koncipovana tak, ze jeji prvni ¢ast se tyka obecné teorie limit.
V prvni kapitole jsou definovany pojmy souvisejici s limitou. Nasledujici kapitoly se
zabyvaji limitou posloupnosti a limitou funkce. Kapitoly jsou dale ¢lenény podle vlastnosti
danych limit a podle zpisobu vypoctu jednotlivych limit. V dalsi ¢asti textu je pozornost
vénovana zvlastnim piipadim vypoctu limity funkce s uzitim L Hospitalova pravidla a
Taylorova polynomu.

Vystupem prace by mél byt uceleny a piehledny vyklad problematiky limit a
moznosti jejich feSeni. K ovéfeni platnosti definice limity funkce (metoda eliminace
kvantifikatori) bude vyuzit software Mathematica. Obdobn¢ bude tento software vyuzit pii
ovéfeni uziti Taylorova polynomu pro vypocet limity slozit¢jSich funkci a pii1 zjiSténi

minimalniho stupné Taylorova polynomu k urceni spravného feseni limity funkce.



2 Definice limity

Limita je matematicky pojem popisujici tendenci, které podléhaji hodnoty vySetfované
funkce nebo posloupnosti, blizi-li se k danému bodu.

[1]
Okoli bodu:

Pro spravné pochopeni definice limity je nutné nadefinovat pojem okoli bodu. Okolim
bodu x,, takzvanym §-okolim, je rozumén otevieny interval (x, — &,x, + &), kde & je
kladné ¢islo. Je to mnozina vSech bodl x € R, jejichz vzdélenost od bodu x, je mensi nez
&. Matematicky piedpis pro X patiici do §-okoli bodu x, je dan takto:

X € (xg—08,x9+6), xg— 86 <x <xy+ dnebo |x — xy| < 6.

Pravym okolim bodu x, je polouzavieny interval (x,, x, + &), kde § > 0. Levym
okolim bodu x je poté polouzavieny interval (x, — &, x,), kde § > 0.

Okolim bodu f(x;), neboli e-okolim, se rozumi otevieny interval (f(x,) — €, f(xg) +
€), kde € je kladné ¢islo. Okoli bodu f(x,) je mnozina vSech bodi f(x) € R, jejichz
vzdalenost od bodu f (x,) je mensi nez €.

[2]
Prstencové okoli bodu:

Existuji funkce, které maji limitu v bodé¢ x, a nejsou vtomto bodé definovany.
V téchto ptipadech se bodem x, nezabyvam piimo, ale pracuji s tzv. prstencovym neboli
redukovanym okolim bodu x.

Mnozina {x € R:xy — & < x < Xy + € A X # Xy} se nazyva prstencové okoli bodu x,

a znaci se P(xy, €).

Nasledujici tfi tvrzeni jsou platna pro okoli bodu (viz. Obr. 1).
e Pro vSechna x zprstencového §-okoli bodu x, patii funkéni hodnoty f(x) do
g-okoli bodu a.
e Pro vSechna x z prstencového §-okoli bodu x, padne graf funkce f do pasu omezeného
ptimkami f(x) =a+¢,f(x) =a—¢.
e Nerovnost |f(x) — a| < ¢ je splnéna pro vSechna X, pro ktera |x — x| < 6.

[2]
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Obr. 1. Grafické znazornéni e-okoli funkéni hodnoty bodu x, a §-okoli bodu x,.



3 Limita posloupnosti

Tato kapitola se vénuje limité posloupnosti. Nejprve jsou definovany zakladni pojmy
problematiky a nasledné jsou uvedeny vzorové vypocty limit zakladnich posloupnosti.
Vypocet limity posloupnosti slouzi k uréeni, zda je posloupnost konvergentni c¢i
divergentni.

Definice posloupnosti:

Funkce f definovana na mnoziné vSech pfirozenych ¢isel N se nazyva posloupnost.
Hodnota funkce f v ¢&isle n se zna¢i a, = f(n) a nazyva se n-ty ¢len posloupnosti.
Posloupnost se znaci {a,, a,, as, ... } nebo {a, }r-.

3]
Definice limity posloupnosti:

Posloupnost {a,},~; ma vlastni limitu a, jestlize k libovolnému realnému ¢islu € > 0
existuje prirozené ¢islo n, tak, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n > ngy je splnéna nerovnost
la,, — a| < €. PiSeme:

lim a, = a.

n—-oo

Posloupnost {a,}n-; ma nevlastni limitu +00(—00), jestlize k libovolnému realnému
Cislu K existuje pfirozené Cislo n, tak, Zze pro kazdé prirozené ¢islo n > ny je splnéna
nerovnost a,, > K(a, < K). Piseme:

lim a,, = +o0(—).
n—oo

[3]

Pokud né&jakou vlastnost maji v§echny ¢leny posloupnosti (aZ na koneény pocet), pak
tuto vlastnost maji skoro v§echny ¢leny posloupnosti.

JestliZe méa posloupnost vlastni limitu, nazyvad se konvergentni. Pokud mé limitu

nevlastni, nebo limita neexistuje, nazyva se divergentni posloupnosti.



Ptiklad konvergentni posloupnosti: a,,
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Obr. 2.  Grafické znazornéni posloupnosti a,

Ptiklad divergentni posloupnosti: a, = n
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Obr. 3.  Grafické znazornéni posloupnosti a,, = n divergujici k hodnoté +oo.
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Bolzanovo-Cauchyovo kritérium konvergence:
Posloupnost {a,}n-; konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ny € N
tak, ze pro vSechna m,n € N, m,n > n, je:

la,, —a,| < &.

[4]
3.1 Vlastnosti limity posloupnosti
3.1.1 Jednoznac¢nost limity
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.
[5]

Diikaz: Postupuji sporem a predpokladam, Ze posloupnost a,, ma dvé rtizné limity a, b, kde
a # b. Okoli bodl a, b tedy nejsou totozna. Podle definice limity posloupnosti by kazdé
z téchto okoli mélo obsahovat skoro vSechny ¢leny posloupnosti a,,. To ale neni mozné,

protoze pokud je okoli bodt zvoleno dostate¢né malé, bude se a = b — spor.

3.1.2 Nerovnosti v limitnim piechodu

Necht existuji limity lim a, = a, lim b,, = b.Je-li a < b, pak pro skoro vSechna n
n—-oo n-oo

musi byt a,, < by,. Jestlize pro skoro vSechna n je a,, < b,,, pak musi byt a < b.

[5]

3.1.3 Véta o sevieni
Necht’ pro skoro vSechna n je a, < ¢, < b,,. Pak plati nasledujici tvrzeni:
je-li lim a,, = lim b,, =a, pak také lim ¢, = a.
n—00 n—co n—oo
[5]
Priklad: Jsou zadany tfi posloupnosti:

3n __1+3n

[o9] [o0) 0 1
(ki =7 ki == {ediey = (CD" 2+ 3.

Oveétte, Ze plati véta o sevieni.

Reseni: Nejprve jsem si nakreslila graf, na kterém je vidét, Ze posloupnost C, je seviena
zbyvajicimi posloupnostmi.
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Obr. 4. Grafické znazornéni posloupnosti a,,, b, a ¢, konvergujicich k hodnoté 3.
Ov¢éteni jsem provedla nasledovné:
vn€N:a,<c,<bh,

1+ 3n

vn € N: 3n <( 1)”1+3<
n ‘n+1° 2n -

3 1 1
vneEN:3——— < (—1D)"—+3<3+—
2n n

n+1
— <(_1)ni<_
n+1~ 2n"n
Pro n sudé:
3 <1<1
n+l1l 2n n

Tyto nerovnosti plati pro v§echna n suda.

Pro n liché:

3 1 1
“nr1s 2 n
3 1
n+1>2n
3 1 0
-
n+1 2n
S5n—-1 0
_— >
(n+1)2n
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Druhé nerovnost plati pro vSechna n licha. Prvni nerovnost po algebraickych tipravach

také plati, protoze V Citateli i jmenovateli vzdy dostaneme kladné ¢islo.

3.1.4 Omezenost konvergentni posloupnosti
Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
[5]
Obracena véta ale neplati, protoze omezena posloupnost nemusi konvergovat. Piikladem

takové posloupnosti je {(—1)"};.

3.1.5 Véta o limitnim piechodu v aritmetickych operacich

Jestlize lim a,, = a € R, lim b, = b € R, pak

n—-oo n—oo

Sl IS

a
lim(a, + b,) =a+b, lim(a, b,) =a-bajelib # 0, pak také lim — =
n—-oo n—-oo

n—-oo n

[5]

3.1.6 Konvergence monotéonnich posloupnosti

Kazda posloupnost neklesajici a shora omezena je konvergentni a mé limitu rovnou
jejimu supremu (nejmensi horni zavora shora omezené ¢iselné mnoziny M).

Kazda posloupnost nerostouci a zdola omezena je konvergentni a ma limitu rovnou
jejimu infimu (nejvétsi dolni zavora zdola omezené ¢iselné mnoziny M).

Monotonni posloupnost je konvergentni prave tehdy, je-1i omezena.

[5]

3.1.7 Konvergence vybrané posloupnosti

Kazda posloupnost vybrana zkonvergentni posloupnosti f{a,} slimitou a je
konvergentni a ma limitu a.

Posloupnost {a,} konverguje k nule pravé tehdy, kdyz posloupnost {|a, |} konverguje
kK nule.

An+1

Je-li lim
n—oo

< 1, pakplati lim a, = 0.
n—->oo

an

[5]

3.1.8 Charakterizace spojitosti funkce pomoci posloupnosti
Funkce f:Df c R — R je spojita vbodé x, € Dy pravé tehdy, kdyz pro kazdou
posloupnost {x, } € Dy konvergujici k bodu x, konverguje posloupnost {f (x,)} funkénich
hodnot k bodu f (x,).
[5]
13



3.2 Vypocet limity posloupnosti
V nasledujicich podkapitolach budou vypocteny vzorové piiklady limit posloupnosti.
Dan¢ priklady jsou pouze uvedenim do metod vypoctu limity posloupnosti, a nejsou tedy

plnym vyctem moznosti vypoctl této oblasti.

3.2.1 Racionalni lomené posloupnosti

U racionalnich lomenych posloupnosti jsem sledovala stupné polynomu v ¢itateli (k-ty
stupen), resp. jmenovateli (I-ty stupen). Podle nich jsem poté zjistila vyslednou limitu
posloupnosti. O vysledku lze pfedem fici toto:

P (n
lim ﬁ, kde Pj(n) je mnohoélen stupné k a Q, (n) je mnohoclen stupné L.
n-w Qr(n)
P.(n +0o0 prok >,
k ={a+0 prok=1,
Qu(n) 0 prok < L

lim
n—->00

[5]
Piiklad 1:
. n®+3n3+4
nl—r>1c>lon4 +8n3—-2n2-6

Reseni: Nejprve jsem vytkla z itatele a jmenovatele zlomku nejvyssi mocninu n

nachazejici se ve jmenovateli. Poté jsem tyto ¢leny mezi sebou zkratila. Vyraz n pro
n — oo je roven oo (viz. Obr. 3) a zlomek % pro n — oo je roven 0 (viz. Obr. 2). Z této

uvahy uZz pfimo vyplyva vysledek limity.

4 -4 —
n® +3n3 + 4 _ n(n+n+n4

Priklad 2:
(n+1)(n—4)
im
n-o 2n? —3n + 18
Reseni: V tomto piipadé jsem nejprve roznasobila vyrazy v ¢itateli a poté jsem jiz

postupovala stejné jako v predchozim ptiklade.

,(, 23 4
(bn+1)(n—4) 6n2—24n+n—4_1_ n(6_7—ﬁ)_
nve 202 —3n+ 18 nee 22 —3n+18  now :( 3 18)_
n2(2-24+=
n n
 6-0-0,
~"2-0+0

14



Priklad 3:

(4D - (-1
lim
n-w (n+1)* + (n — 1)*
Resent: Citatel je zfejmé polynomem n-stupné mensiho nez 4 (vyraz n* se odeéte). Stupent
jmenovatele je praveé 4 a podle pfedchozi véty o raciondlnich lomenych posloupnostech je
limita rovna nule
C (n+ D =-(n—-1*
im
n-o (n+ 1)* 4+ (n — 1)*

=0.

Priklad 4:

(2n+ 1! + (2n — 1)!
e (2n + 1)l — (2n - 1)!

Reseni: U posloupnosti s faktoridly jsem rozlozila &len tak, abych mohla vyrazy
s faktorialy vytknout a nasledné zkratit. Poté jsem ¢leny mezi sebou vynasobila a limitu

fesila obdobné jako limitu v ptikladé 1.

i n+ D'+ (2n-1)! _ (2n+1)(2n)(2n—1)'+(2n—1)'
ot Cn+1D!'-(2n-1)! = b 2n+1)2nNER2n-1)!'—-2n-1!
(2n—1)'{(2n+1)(2n)+1} . (2n+1)(2n)+1  4An?+2n+1

Tate Zn—-DUQn+ D2 — 1] nte@n+ D@2n) -1 ntwdnZ+2n—1

i (4+,21+nlz) 4+0+0,

n—oo (4+z_i2)_"4-+0—0
n n

Ptiklad 5:
 nd+Vn+d
lim ——

n-o  4/2n2 —1

Reseni: Tuto limitu jsem fesila obdobné jako ptiklad 1, jen jsem si musela uvédomit, Ze

vyraz V2n? — 1 lze upravit nasledovné: v2n? — 1 = /nz 2—— —n /2—;
1
2 242 1
n®+vn+4 n(n * n+n2) _ tynt _2

lim ——— = lim = llm
n—oo 2n2 _ 1 n—oo 1 n—oo
"( 2 _P) J2- 7
_ ©o+v0+0,
”n f—z — 0

15



3.2.2 Posloupnosti, ve kterych se vyskytuje vyraz (-1)"
Obsahuje-li limita vyraz (—1)", byva vhodné rozebrat pitiklad pro dva piipady: n licha
a n suda, aby bylo zjisténo chovani vybranych posloupnosti opatienych kladnym

(zapornym) znaménkem.
Priklad 1:

2
an = (_1)11 E

Reseni: Pro n licha jsem dosadila za ¢len n vyraz 2n — 1, pro n suda vyraz 2n. Poté jsem

fesila limitu podobné jako v kapitole 3.2.1.

lim(—l)zn‘l—2 = lim — n(%) = - 0 =0
n—-oo 2n—1 n-oow n(2+%) 240

n() _o_

1
lim(-1)*""—=1i =
fm (D™, = im oy =32

Obé¢ vybrané posloupnosti maji stejnou limitu, tj. ¢islo 0 a obsahuji vSechny ¢leny pivodni

posloupnosti. Proto posloupnost (—1)”% musi mit limitu 0.

an

2,4
2,0
1,6
1,2
0,8
0,4 ®
0,0

0,4 ® . hd

-0,8 L]

-1,2

-1,6

2,0 ?

-2,4 n

0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obr. 5. Grafické znazornéni posloupnosti (—1)" %
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Priklad 2:

6n—1

5Sn+ 2

Resent: Vypoéet limity posloupnosti jsem provadéla obdobné jako v piikladé 1. Vysledky

a, = (D"

limit pro suda a licha n jsou rozdilné a proto mohu o této limité posloupnosti fici, Ze

neexistuje.
7
6(2n—1) -1 12n —7 n(12 -+ 12-0 6
lim (—1)2"1 ( ) =1 lim — = lim — ( n) =— =—=
n-oo 52n—1)+2 noo 10n—3 n-ow n(lO—é) 10-0 5
n
1
_ ,,62n) -1 12n-1 n(12—g) 12-0 6
lim(—1)*" ————— = lim = lim = =
n-co 52n) +2 n->010n+ 2 n—>oon(10_z) 10-0 5
n
an
1,6
LZg====="==" T e | e | e " e
0,8 ®
0,4
0
-0,4
-0,8 ,
L
12 L4 o 'Y
-1,6 n
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Obr. 6. Graf posloupnosti (—1)™ %

3.2.3 Specialni posloupnosti

Casto uZivana limita posloupnosti:

n

lim (1 + —) =el.
n—oo n
Existuji i obménéné podoby tohoto vzorce:
a n 1 an
lim (1 + —) = lim (1 + —) = eY,
n—-oo n n—-oo n
a n+b
. _ a
111_{1010(1+—n+b) e%,a,b eR

[5]
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Priklad 1:

n

5
lim (1 +—) = e5.
n-oo n

Priklad 2:

n-7

2
lim (1+ ) = e?.
n-co n—7

Priklad 3:

4n+3
lim (1 + —>
n—oo n
Reseni: Pokud se v mocniné objevuje soudet ¢lent, Ize si limitu rozdélit na soucin dvou
3
limit. VV tomto ptipadé se vyraz (1 + %) limitné blizi k1 (za ptfedpokladu, ze se

V exponentu objevi zaporné ¢islo, bude se limita blizit k o).

4n+3 4n 1 3
lim (1 + —) = lim (1 + —> - lim (1 + —) = e,
n—oo n n—oo n n—oo n

V komplikovanéjsich ptikladech je snaha o algebraické tipravy, pfi kterych se vyuziva

vzorce pro umocnéni mocniny (a”)® = a’s.

Lze psat:
4n+3
4n+3 1 nl1 x

lim (1 + —) = lim l(l + —) l = e4,

n—oco n n— oo n

. ) ) 1\" . 4n+3

nebot’ podle vySe uvedeného vzorce lim (1 + —> =e a lim =4
n—oo n n—oo n
Priklad 4:

om+8\"
lim ( )
n-co \n + 9
Resent: Nejprve jsem si v ¢itateli vytvofila ,,chytrou” jedni¢ku, abych ziskala pozadovany
m

vyraz (1 — ﬁ) . Potom jsem pouzila vzorec pro umocnéni mocniny a limitu spocetla.

Som+8\" m+8+1-1\""  /m+9 1\

hm( ) = lim (—) :llm( — ) =

n-o \n + 9 n-oo n+9 nbo\n+9 n+9

n
n

1 1 n+9m
=lim<1— ) = lim (1— > =e
n+9 n-co n+9

-7
n—-oo
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4 Limita funkce

Limita funkce je jeden ze zdkladnich pojmi matematické analyzy. V této kapitole
uvedu definice limity funkce podle Cauchyho a Heineho. Cauchyova definice limity
vyuzivd pojem okoli bodu, Heineho definici lze zavést pomoci jiz uvedené limity
posloupnosti. Déle se budu zabyvat vypoctem limit funkci, uvedu definice a vypocty limit
pomoci 1'Hospitalova pravidla a Taylorova polynomu. Podkapitolu tykajici se vypoctu
limit funkci jsem rozdélila podle typu funkci na Sest ¢asti.

Definice funkce: Necht' M je mnozina realnych ¢isel. Jestlize kazdému Cislu x € M je
pfifazeno podle jistého predpisu f pravé jedno realné Cislo y, je y funkei x

y = f(0).
3]

Cauchyho definice limity: Necht’ funkce f je definovana v nékterém okoli bodu x,
ne vSak nutn¢ v bod¢ x, samotném. Pak funkce f ma v bodé¢ x, limitu ¢ praveé tehdy, kdyz
ke kazdému € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro vSechna x plati:

O0<|x—xp| <d=|f(x)—c|<e.
Matematicky zapis:
lim f(x) =c.
xX=Xo
[2]

Heineho definice limity: Necht' funkce f je definovana v jistém okoli bodu x, pro
X # xo. Funkce f ma v bodé x, limitu ¢ pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x,}
plati: (x,, = xo A x, # x9) = f(x,) = c.

Matematicky zapis:

lim f(x) =c.

X—>Xo

[2]

Cauchyho a Heineho definice limity funkce jsou ekvivalentni.

Nevlastni limita funkce vbodé: Funkce f(x) mad vbodé x, nevlastni
limitu +oco (—o0), jestlize ke kazdému ¢islu K existuje ¢islo § > 0 tak, Ze pro kazdé x, kde
x < |x — xo| < 6 je splnéna nerovnost f(x) > K(f(x) < K).

Matematicky zapis:

lim f(x) = +o0 (—).

X—Xg

[3]
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Limita funkce v nevlastnim bodé: Funkce f(x) v nevlastnim bod¢ +oo (—o0) ma
limitu c, jestlize ke kazdému cislu € > 0, existuje ¢islo X tak, Ze pro kazdé x > x (x < x)
je splnéna nerovnost |f(x) — c| < e.

Matematicky zapis:

xl_lgloo f(x) =c.
3]

Nevlastni limita funkce v nevlastnim bodé: Funkce f(x) ma v nevlastnim
bod¢ +o00 (—o0) nevlastni limitu +oo (—00), jestlize ke kazdému ¢islu K existuje ¢islo X
tak, Ze pro kazdé x > X (x < X) je splnéna nerovnost f(x) > K [f(x) < K].

Matematicky zépis:

Am fQx) = oo,
3]
O nevlastni limitu se tedy jedna, kdyZ je ¢ = t+oo. Pokud je x, = +oo, jedna se o limitu
Vv nevlastnim bodé. Kdyz se ¢ = oo ax, = +oo, jedna se o nevlastni limitu v nevlastnim

bodé.

Limita funkce v bodé zleva (zprava): Je-li v definici limity funkce v bodé x €
(xo — 8,x0) [x € (x0, %0 + &)], jedna se o definici limity funkce v bodé zleva (zprava).
Matematicky zapis:
Jim f) = ¢ (oo), Jim, () = ¢ (00),

[3]

Limity funkci v bod¢ zleva nebo zprava jsou také nazyvany jako jednostranné limity.

4.1 Vlastnosti limity funkce
4.1.1 Jednoznacnost limity
Funkce f ma v bod¢ x, nejvyse jednu limitu.

Toto tvrzeni plati 1 pro jednostranné limity, nevlastni limity a pro limity v nevlastnich

bodech.
[2]
4.1.2 Limitni pFechod v aritmetickych operacich
Necht existuji limity:

lim f(x) =a, lim g(x)=0>b.
X—-Xg

X—=Xg
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Pak plati:
lim (f(x) + g(x)) =a+ b, lim (f(x) . g(x)) =a-b,je-li b # 0, pak také
X—Xq X—=Xo

lim Lx) = 4
x-x0 g(x) b

)

ma-li operace na pravé strané smysl.

[5]

4.1.3 Limita sloZené funkce

Necht’ plati:
lim g(x) = y,, lim f(y) = a.
X—=Xo Y=Yo
Dale se piedpoklada, ze existuji ¢isla 6; > 0,8, > 0 tak, ze funkce g(x) je definovana
Vv prstencovém okoli P(x,, 8;) a plati g(x) # y, pro vSechna x € P(x,, ;) a funkce f(y)

je definovana v okoli P(yy, 8,). Pak pro slozenou funkei f(g(x)) plati

Jim f (g(0) = lim f() = a.

4.1.4 Véta o sevieni
Necht existuje ¢islo § > 0 tak, ze pro vSechna x € P(x,, 8) je f(x) < g(x) < h(x).
Pak plati nasledujici tvrzeni:

je-li lim f(x) = lim h(x) = a, pak také lim g(x) = a.
X—Xg X=X X—Xg

[5]
4.1.5 Dusledky véty o sevieni
Necht existuje ¢islo § > 0 tak, Ze plati
|g(x)| < h(x) pro kazdé x € P(xy,d), lim h(x) = 0. Pak také lim g(x) = 0.
XX X—=Xo
f(x) < g(x) pro kazdé x € P(xy,6), lim f(x) = oco. Pak také lim g(x) = oo.
X—Xq X—=Xo
g(x) < h(x) pro kazdé x € P(xy,6), lim h(x) = —oo. Pak také lim g(x) = —oo.
X—Xg X—=Xo
[5]

4.1.6 Ostatni vlastnosti limity funkce
Jestlize existuje lim f(x), pak plati lim |f(x)| = | lim f (x)|.
X—Xg X—Xg X—=X0

lim f(x) = 0 prave tehdy, kdyz lim |f(x)| = 0.
X—X0 X—=Xo
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Je-li lim f(x) = 0 a existuje-li ¢islo § > 0 tak, ze |g(x)| < K pro x € P(x,, ),

pak lim (f(x)g(x)) = 0.

Necht' lim f(x) = 0 a necht’ existuje ¢islo § > 0 tak, Ze plati:
X—Xg

f(x) > 0prox € P(xy,8) N D(f). Pak 11 of(x)

1
f(x) > 0pro x € P(xy,8) N D(f). Pak lim of(x) —

1
Jestlize 11m| (x)| = o0, pak 11 = 0.
/ P

Necht existuje lim f(x) =a # 0.
X—Xo
Pak existuje P(x,, &) tak, Ze plati nasledujici tvrzeni:

je-li lim f(x) =a > 0,resp. <0, pakje f(x) > 0, resp. <0
X—Xg

pro vSechna x € P(x,, ).

[5]

4.2 Vypocet limity funkce
Pro piehlednost nésledujiciho textu jsem vSechny vypocty limit funkci rozdélila podle
typu funkci. Dané ptiklady jsou pouze uvedenim do metod vypoctu limity funkce, a nejsou

tedy plnym vyctem moZnosti vypoctil této oblasti.

4.2.1 Mocninné funkce

Mocninna funkce ma piedpis f:y = x%. Pro a € R plati:

400, a <0,
lim+xa —{ 1, a=0,
0 0, a>0,

0, a<o,
xl—i}-lpooxa = { L, a=0,

+o, a > 0.

[4]
Priklad 1:
li 342
ARG+ 2)
ReSeni: Pii feleni limity jsem vychdzela z pfedchazejicich tvrzeni. Z téch vyplyva, ze
lim x3 =0,

x—0%

22



¢islo a = 3, tj.a > 0. Za vyrazem x> se ale objevuje ¢&islo 2 (konstantni funkce), a proto
jsem uzila véty o limité souctu.
lim (x3+2)=0+2=2.
x—-07%
Piiklad 2:
li 342
S A
Reseni: V piikladu jsem si nejdiive vyraz x =3 napsala jako x% Dosadila jsem za x vyraz
,, 07« a dostala jsem zlomek, v jehoz jmenovateli se objevuje velmi malé kladné ¢&islo, a

proto se limita tohoto ¢lenu rovna +oo.
lim (x3 +2) = i (1+2> 1+2" +o042"=+
im (x = lim |— =,— =,+ o = +00,
x—0*t x—0*t x3 O+

y
40 -

30 -
20 -

10 -

T T T C T T 1

-10

0 -

-30 -

40 -

Obr. 7.  Graf mocninné funkce f:y = x73 + 2.

4.2.2 Polynomické funkce
Polynomické funkce maji predpis f:y = a,x™ + a,_1x™ 1 + -+ a,x? + ayx + a,.
Pi1 vypoctu limity funkce v nevlastnim bodé se nejdiive vytkne ¢len s nejvetsi mocninou.
. . . v PN o . p v , 1
Vznikne rozvoj, ve kterém je soucet limit ¢lent roven jedné, protoze vyraz il pokud
x — 00, md limitu rovnou 0. Vypocet limity se pak tyka jen ¢lenu s nejvétsi mocninou.

lim (a,x™ + a,_x™ 1+ -+ ax? + a;x + ag) =

X—+oo
m a1 G, e 1 a1 a1y
= Am apXx n-2 n-1 n)
x>k a, X a, x a, x a, x
= lim a,x™
x—+oo

L 4o0,a, >0

pronsudé: lim a,x" ={ Y

x—+ow —Oo,an<0,
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{ioo, a, >0,

pro n licha: hm a,x" Foo.a, < 0.

[3]
Priklad:
lim (—2x* + 3x% — 5x + 2)

X—+00
Reseni: Nejprve jsem si vytkla vyraz s nejvyssi mocninou, coZ je v tomto piipadé —2x*.
Poté jsem pokracovala ve vyse popsanych algebraickych upravach.

31 51 1
lim (—2x*+3x? —5x +2) = hm( 2x%) - (1—— —2+_-___>=

X—>+00 2 x

= lim (—=2x*) = ,(=2) - 400" = —00,
xX—+00

-600 -

-800 -

-1 000 -

-1200 “y

Obr. 8. Grafické znazornéni funkce f:y = —2x* + 3x2 — 5x + 2.
4.2.3 Racionalni funkce
Predpisem racionalni funkce je f:y = %, kde P(x), Q(x) jsou polynomy.

.- ; ¥ N , O, - , s
Pokud limita ve vlastnim bodé x, bude rovna neur¢itému vyrazu S vhodné pouzit

algebraické tupravy, nebot’ ¢islo x, je kofenem obou polynomu a lze psat P(x) =

(x —xg) - Py (x), Q(x) = (x — x0) - Q1 (x). Poté je mozné zkratit vyrazy (x — x,) a prejit

P, (x
k vypoctu limity lim kde stupné polynomt P; a Q4 jsou niZsi, nez byly stupné

(
x-x0 Qq (x )

ptivodnich polynomii.

lim P(x) ; (x —x0) - P1(x) m P, (x)
X-X Q(x) x—>x0 (x—2x0) " Q, (x) x-x0 Q1 (x)

[4]
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Priklad:

. x3—-2x—4
xgg x2 —4

Reseni: Za ¢len x jsem dosadila &islo 2 a vysel mi neurdity vyraz ,,g“. Vyd¢lila jsem oba
mnohoc¢leny vyrazem (x —2) a vyrazy mezi sebou vykratila. Potom jsem opét za X

dosadila ¢islo 2 a dosla k vysledku ;

. x3—2x—4_1_ (x—2)-(x2+2x+2)_1. (x*+2x+2) 10 5
w2 xZ—4 2 (x—2)-(x+2) 2 (x+2) 4 2

20 7y
15 -

10 -

Obr.9. Grafracionalni funkce f:y = x3_2x_4.

x2-4
v e . , K. .
Kdyz limita po dosazeni x, bude rovna vyrazu . kde k # 0, je tieba studovat

jednostranné limity. Pokud ob¢ jednostranné limity existuji a jsou si rovny, existuje i limita
oboustrannd (a je samoziejm& nevlastni). V ostatnich ptipadech oboustrannd limita

neexistuje.

Priklad:
Y 3x—5
Pkt x2—7x + 12

5., , . g . 4 , C o r .
Reseni: Za vyraz X jsem dosadila Cislo 3 a dostala jsem ,,6“. Vyraz ale neni pocitan mezi
tzv. ,,neurcité¢ vyrazy*. Nahlizim na n¢j jako na signal, Ze nemuze jit o vlastni limitu, a Ze
0 pfipadné existenci limity nevlastni musim rozhodnout vypoétem obou jednostrannych

limit. Proto jsem z mnohoclenu ve jmenovateli vytkla vyraz (x — 3). Danou limitu jsem
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1 ” R , 3x-5 C o < <

rozdélila na soucin dvou limit. Limita s vyrazem ;j po dosazeni ¢isla 3 za €len X vysla
—4. Pfi nasledujicim vypocétu jednostrannych limit jsem zjistila, ze limita zprava se
nerovna limité zleva, coZ znamena, Ze neexistuje oboustranna limita, ale jednostranné

limity existuji.

lim 3x—5 — lim 3x =5 =lim3x_5- 1
x>3x%2—7x+12 x-3(x—3)(x—4) x3x—4 x-—3
o 3x—=5 1 )
:}cl—rg x—4 }cl—rgx—B =(—4)-}C1_rgx_3
] 1
i L AR T
x->3x — 3 . 1
lim = —o0,
x-3~x — 3
_ 3x—5 .
e TS T A
_ 3x—5 .
M vz () = e
) 3x—5 ) 3x—5 ) 3x -5 o
e 12T A 1z PO Mgy g oo

Limita racionalni funkce v nevlastnim bod€ +oo, se fesi takto:

. P(x) o apxX™ tan_ x4t ayx? + ax +ag

x—too Q(X) x—too bmxm + bm_lxm_l + -+ b2X2 + blx + bO

1 —_—

a xn . 1 n— e
I " ( taax Tt a,x" 1 taam . a,x"
= lim = lim =
x—+00 boxm-(1+ bm—l 4ot bl + bO x—+oo bmxm
m b, x bpx™ 1 " byx™
. x" an . n-m
lim — —=—" lim x .
x>t by x>t x™ b, x-too

Pokud je n > m, je limita lir}rq x™™ nevlastni. Kdyz je n = m, je limita rovna jedné
X—>1T 00

a vysledkem je s—” a pokud n < m, je limita rovna nule.
m

Priklad:
lim 5x% + 4x — 2
x—>+00 3x* — 2x + 3
Reseni: Nejprve jsem si vytkla ¢leny s nejvétsimi exponenty. Stejné polynomy mezi sebou
vykratila a zbylou limitu jsem rozdélila, podle véty o limité¢ souinu, na dvé limity. Prvni

limita se rovna nule a druhd jedné.

26



4 2 4 2
Sx’ +4x—2_ 5x2'(1+5_x_W)_ y 5-(1+5;-52)
x—1>r£1003x4—2x+3_x—1>rpoo34 2 1Y xoie 2 2 1
xt (1= 353+ 1) 32 (1= 355+ 1)
1+ 5~ 527)
= lim —- lim =,0-1"=0
x—>+00 3X4% x>+ (1_L+i)
3x3 " x*

4.2.4 TIracionalni funkce

Iracionalnim funkcim se také tikd odmocninné funkce, protoze se V jejich zapisu
vyskytuje odmocnina.

K ur€eni limity lomené iracionalni funkce v bodé x,, u které po dosazeni za X vyjde
vyraz ,,%“, se nejdiive rozsiii zlomek funkce vhodnym vyrazem a pak dojde ke kréceni.
Vétsinou se pii rozsifeni zlomku pouziva znalosti nasledujicich vzorct:

a’?—b?>=(a+b) - (a—b),
a®+b3=(axb) (a®Fab + b?),
a®—b*=(a-b) (@t +a*?b+a*3b%+ -+ D" 1)

Rozsifeni vhodnym vyrazem se také pouziva u limit v nevlastnich bodech, ve kterych

se nachazi rozdil dvou funkci, které se limitn€ blizi +oo.
3]
Priklad 1:
x-3  x4-=9
Resent: V piikladé jsem rozsifila zlomek vyrazem (\/m + 5), a tim jsem se zbavila
odmocniny v Citateli. Potom jsem vykratila stejné vyrazy a dosadila za ¢len x ¢islo tii.

’ y g e . 1
Vysledna limita je rovna o

Vx2+16—-5 = Vx*+16—-5 vx?+16+5

Mg "My Umrieas
— lim x?+16 — 25 i x? -9 _
“3(x2—9)- (Vx2+16+5) *3(x2-9)(VxZ+16 +5)
. 1 1 1

*3\VxZ+16+5 VO+16+5 10
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0,12 Y

01 -
0,09 -
r T T T T C 08 T T T T 1 x
5 a4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Vx2+16-5
Obr. 10. Graf funkce f:y = xx;r—_g

Piiklad 2:

lim (\/xz +3 - x)

xX—+00

Resent: Nejdfive jsem rozsifila limitu ¢lenem (Vx2 + 3 + x). Ze jmenovatele zlomku jsem
. , 3 . . s : , y
vytkla x a dostala jsem vyraz " Protoze tuto limitu poc¢itdm pro X jdouci k nekonecnu,

bude limita tohoto ¢lenu rovna 0.
Vx2+3+x  x*+3-x%

lim X2+3—X = lim X2+3—X —= lim — =
x—>+oo( ) x—>+oo( ) ,1x2+3+x x—>+oo,/x2+3+x

3
= lim = lim —=0.

x—+0o 3 x—+00 2X
X 1+ X2 +1

Pro vypocet limity lomené iraciondlni funkce v nevlastnim bod¢ je postup obdobny

vypoctu limity raciondlni v nevlastnim bod¢€. Vytyka se ¢len s nejveétsi mocninou a poté se

pocita limita jen pro tyto vyrazy.

Priklad 3:
_ x2—x+1
lim
x>+ 3x2 +/x3 + 2

Resent: Z ¢&itatele i jmenovatele jsem si vytkla ¢len s nejvétsi mocninou, tedy x2. Protoze

se v Citateli 1 jmenovateli vyskytuje polynom stejného stupné, mohu je vykratit. Vyrazy xin

maji pro x = +oo limitu 0.
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x2—x+1 xz'(1_1+1) 1_%"‘%

lim = lim X x%) gy —xx2 1
x>t 3x2 4 yx3 42 xote 1, 2) x>t 1,2 3
x4-{3+ E'+';z 34+ }:+';Z

4.2.5 Exponencidlni a logaritmické funkce
Exponencialni funkce ma ptedpis f:y = a* ,kdea € Raa > 0.

Pro exponencialni funkci plati tato tvrzeni:

+00, a € (0,1),
lim a* =4 1, a=1,
o O’ a > 1,
0, ae(0,1),
lim a*={ 1, a=1,
e +o, a>1.
. S . , . lim f(x)
Jestlize existuje  lim _f(x),pakplati lim _a/® = ge-%oE)’ "7,
x—Xo () x—x0(00)
[4]
Piiklad 1:
2
lim 4x7*°
xX—+00

Reseni: Nejprve jsem si spoéitala limitu vyrazu (x% + 3) a poté jsem pouzila vétu o limité

sloZzené funkce.

_ 2 2 ) 243
lim <_2+3):,.—+3"=0+3=3=> lim 4x2"° = 43 = 64,
x—+00 \X + oo X—+00

Pokud jsou dany limity dvou polynomickych funkci f(x) a g(x), kde limita funkce f

je rovna Cislu 1 a funkce g je rovna nekonecnu, pouziva se pro vypocet limity vzorec

1\* . < x 2
(1 + ;) = e nebo jeho obménené verze.

Piiklad 2:

3x+2

I <4x - 1)
xlgh> 4x + 3

Reseni: Pii feleni piikladu jsem nejdiive algebraicky upravovala samotnou funkci (v
Citateli jsem si vytvofila ,,chytrou” jednicku). Poté jsem pouzila vétu o limité¢ sloZené

funkce.

4x + 3 B 4x + 3 B 4x + 3
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4x+3

i (1 ) — ot i 3x+2_3:>
T e\ T 4x+3 ¢ A +3 2
3x+2
4x_1 3x+2 4 4x+3m 3
i = 1i — = 4z = 73
:>xl—l>rpoo(4x+3) xl—l>rpool(1 4x+3> l (et =e™

U limity logaritmické funkce (ptedpis f:y = log, x) plati tato tvrzeni:
Jestlize existuje  lim ) f(x) =a ,kdea >0,
X

—xo (£

pak lim [Inf(x)]=In lim _f(x).
) x—%o(£0)

x-xo (£

lim Inx = —oo,
x-0*

lim Inx = +oo.
X—+00

Priklad 3:
1
lim x?-1ln (1 +—2>

X—>+00 X

Reseni: V' piikladu jsem pouzila pravidlo pro poéitani s logaritmy: k -Inx = Inx*. Po

, " C oy 1\~
uprave jsem v limité zaznamenala vzorec (1 + ;) .

x2

lim x2-1n<1+l2) = lim ln<1+i2) =lne =1.
X—+00 X X—+00 X

1 -

0,9 -

0,8 -

0,7 -

0,6 -

0,5 -

0,4 -

3

y

(e}

4.2.6 Goniometrické a cyklometrické funkce

Limita goniometrické a cyklometrické¢ funkce v bod¢, v némz je definovana, se urci
jako hodnota funkce v bodé. Vyjimkou jsou cyklometrické funkce arcsin x a arccos x, kde

v bod¢ (—1) existuje jen limita zprava a v bodé 1 jen limita zleva. Funkce tgx a cotgx
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nemaji limitu v bodech, v nichz nejsou definovany. V nevlastnim bod¢ goniometrické

funkce limitu nemaji.

3]
Pro limity goniometrickych a cyklometrickych funkei plati:
hrr;’ﬁ tgx = —oo, lerIrl_ tgx = oo,

x—>—7 x_)i

lim cotgx = +o0, lim cotgx = —oo,
x—-0t x>~

lim arct = lim arctgx =~

im arctgx = ——, lim arctgx = —,

X—>—00 g 2 X—+00 g 2

lim arccotgx = m, lim arccotgx = 0.
X—>+00

X——00

(13

Pokud po dosazeni x = x, do funkce vznikne vyraz typu ,,% , musi se funkce f(x)

upravit na funkci g(x), ktera je v bod¢ x, definovana vhodnym rozsifenim (kracenim)
zlomku, nebo pravami pomoci goniometrickych vzorct.

3]
Piiklad 1:

. sinx —cosx
lim —————
x_% CcoS 2x

Reseni: Znalosti vzorce jsem si vyraz (cos 2x) rozlozila na (cos? x — sin? x). Dale jsem
vyraz rozlozila podle vzorce (a? — b?) a spolecné ¢leny vykratila. Do upravené limity

jsem nasledné za x dosadila ¢islo % a limitu vypocetla.

sinx — cosx ~ sinx —cosx ) sinx — cos x
im———=lim—— —— = lim - -
x>%  COS 2x xorCos?x —sinx  x T (cosx —sinx) - (cos x + sinx)
. -1 -1 V2
= lm = —
b4 i T . T
x>z COSX +sinx  cos 7 +sing 2
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Obr. 12. Grafické znazornéni funkce f:y = %

Priklad 2:

cos X sin ad
xﬁ_% CcoS X

5 v ’ v . X . X . w7 v ’
Resent: Pouzila jsem vzorec cosx = cos? >~ sin? S a jeho dalsi rozlozeni podle vzorce
a’?—=b?>=(a—>b)-(a+h).
cos% — sinZ
2 2

cosz— sinE cosi— sinE
2 2 2 2

lim = lim = lim =
T n X _ . X m X X, . X
x>—z  COSX xo-gc0s? 5 —sin?5  xo-y (cos 5 = sin f) - (cos 5+ sin 2)
, 1 1 1
= lim = = =

. X T, . T
x~-7C0s75 +siny  cosz +sing
Priklad 3:
2x — 5tgx
im—————
x-0 3tgx —x
Reseni: Z funkce jsem si vytkla vyraz X, ktery se vykrati a ziistane jen limita, ve které se

. . , t - . . v v ;1 . . v
objevuje vyraz %. Vzniklou limitu jsem feSila pomoci 1'Hospitalova pravidla, coz

znamena, ze jsem zderivovala Citatele a jmenovatele zv1ast. Tim jsem dostala vyraz e

Po dosazeni za ¢len X vyjde limita rovna ¢islu (— Z) Problematika 1"Hospitalova pravidla

je vysvétlena v podkapitole 4.3.

S5tgx
2x —5tgx x-(Z— x) 2-5 3

im—————=1im = =—_,
x-0 3tgx —x x—»Ox_(3t§x ) 3—-1 2

-1
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Pti vypoctech je dobré mit na paméti vzorec pro vypocet limit goniometrickych funkei:

. Sinx
lim—— =
x-0 X

tgx
Pokud je na tento fakt pamatovano, pak téz lin& gT = 1, nebot’
X—

. tgx . sinx 1 ~ sinx 1
lim— = lim——- = lim - lim =1-1=1.
x-0 X x>0 X C€COSX x>0 X x-0COSX

Z vySe uvedeného je ziejmé, Ze se nemusi pouzit 1"Hospitalovo pravidlo.

4.3 L’Hospitalovo pravidlo
Necht' a € R* (R véetné + o0) a necht’

lim f(x) = lim g(x) = 0, respektive lim|f(x)| = lim|g(x)| = oo.
xX—>a x—a x—a xX—a
Exdistuje-li Tim L-C2 | pak existue také Tim 202 a plati
xistuje-li xl_l;[;llg,(x),pa existuje také xl—r}clzg(x) a plati
- fx) ()
lim =1

xoag(x)  xeag (x)

Analogicky toto tvrzeni plati 1 pro jednostranné limity.

[5]
Ditkaz: Tvrzeni se pro jednoduchost dokazuje pro jednostrannou limitu (zprava).
Je)
g )’
intervalu (a,a+¢), kde &>0. Na tomto intervalu jsou funkce f,g spojité.

Protoze existuje lim,_,,+ je funkce g” nenulova a funkce f,g maji derivace na

Pokud lim,,_,,+ f(x) = lim,_,,+ g(x) = 0, lze pfedpokladat, ze plati f(a) = g(a) =0.
Funkce f, g jsou pak spojité na intervalu {(a, a + €). Pro kazdé x € (a,a + ¢€) funkce f, g
spliiuji podminky Cauchyovy véty na intervalu (a, x). Plati tedy:

f&) _f)-fl@ _f)
gx) glx)—gla) g'()
Prox - at*je c —» a™ atedy:

pro vhodné ¢ € (a, x).

f@ _ L FG)

x—at g(x) B xlgl*' g'(x)'

Cauchyova véta:
Necht’ funkce f, g jsou spojité na intervalu (a, b), maji vlastni derivaci na intervalu
(a,b) a g” # 0 vintervalu (a, b). Pak existuje bod c € (a, b) takovy, Ze plati

f)—fl@ _f)
gb)—gl@ g

[4]
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Pokud derivace f*,g" splnuji pfedpoklady 1'Hospitalova pravidla, mize se na podil
derivaci opét pouzit toto pravidlo a pokracovat tak dlouho, dokud nezistane podil, pro
ktery jsme schopni urcit limitu funkce.

Kdyz limita podilu derivaci neexistuje, 1'Hospitalovo pravidlo se nemiize pouzit.
Avs$ak neznamena to, ze limita podilu funkci neexistuje.

Pokud se limita sou¢inu dvou funkci, z nichz jedna ma limitu rovnou 0 a druha

nevlastni limitu, d4 upravit na podil, 1ze pouzit 1"'Hospitalovo pravidlo.

lim £(x) - g(x) = ,0 - ()" = lim f(lx) 2”%,,'
g0
R
@

[4]
Jestlize f, g maji nevlastni limitu, pak pro rozdil funkci plati (f — g) = (o0 — o), kde
rozdil ,,00 — o0 je dalsi tzv. neur€ity vyraz. Proto se tento rozdil upravi takto:

1 1 l_]lf
f-9=1-T=A
AR

kde dostaneme limitu typu %

[5]
Pokud ma funkce f nevlastni limitu a funkce g limitu rovnou 0, tak pro mocninu f9je
limita rovna ,,00%“, aviak tato mocnina neni definovana. Upravou ziskame vyraz ,,e®®*“ a
ten se tesi jako soucin ,,0 - 00
Inf
1
f9= edInf —po g
Obdobné je tomu v piipade, ze funkce f ma limitu rovnu ¢islu 1 a funkce g ma
nevlastni limitu. Pak se limita funkce f9 blizi ,,1“. Po provedeni stejné Upravy jako
v predeslém piipadé 1ze pro vypocet limity funkce pouzit "'Hospitalovo pravidlo.
Jestlize maji funkce f, g limitu jdouci k 0, vyraz f9se blizi k ,,0°“. Tento vyraz neni

definovén, a tak se opét musi provést tprava pomoci pfirozeného logaritmu.

[5]
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Priklad 1:
e =1
lim
x—0 X

S e ; 0. D
Reseni: Limita je po dosazeni 0 za X typu ”6‘ . Funkeci uz jsem nemusela upravovat a mohla

jsem ihned pouzit I"'Hospitalovo pravidlo. Po zderivovani mi vypadl ¢len ve jmenovateli a

po dosazeni 0 vysla limita rovna 1.

e —-1 o, . e 0
lim =,=“=lim— =lime* =e" =
x-0 X 0 x-0 1 x—0

Pii feSeni piikladu jsem automaticky vyuzila 1"'Hospitalovo pravidlo a specialn¢ fakt,
7e pro vSechna x € R plati (e*)” = e*. Je vhodné se zamyslet, kde se uvedeny vztah bere.
Pii jeho dokazovani se vychazi ze znalosti derivace funkce y = e* v bod¢ x = 0, tj. limita

e —1 e*—1

, nebo pfi jiném oznaceni pirGstku lim ,
h x-0 X

f7(0) = lim

coz je nase vychozi limita.
Pfi studovani vét o derivaci lze na tuto limitu narazit mnohem dfive, neZ bude
k dispozici 1"'Hospitalovo pravidlo, a to jiz pii dokazovani vzorce pro derivaci funkce
y = e*. Zde ovSem nezbyva nic jiného, nez limitu vypocitat elementarnimi prostiedky
S vyuzitim nerovnosti a véty o limité seviené funkce. Cely postup je dosti zdlouhavy a neni

snadny. Takovyto postup je podrobné uveden v Jarnikové knize Diferencialni pocet I. [6]

Piiklad 2:

lim xInx
x—0

Reseni: Pii dosazeni za ¢len X mi limita vysla rovna neuréitému vyrazu ,,0 - (—oo0)“. Proto
jsem funkci upravila tak, aby se u limity vyskytoval vyraz ,,g“. Na takto upravenou limitu

uz jsem mohla aplikovat 1"Hospitalovo pravidlo, provedla jsem tedy derivaci jmenovatele i

Sitatele a vykratila jsem mezi sebou x a x2. Po dosazeni uz jsem poté dostala vyslednou

limitu funkce.
1
. _ « __ . lnx _ — “« __ . E — . —_—
Jimp, xlnx =,0+ (—e0)" = lim, ===, 5" = lim, =7 = lim (=) =0.
x x2
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Priklad 3:

1 X
lim (1 + —)
X—+00 X
Reseni: Obdobnou limitu jsem jiz pocitala u posloupnosti v podkapitole 3.2.3, zde jsem
n
pouzila vzorec lim,_ e (1 +%) = el. Ale tento vzorec jsem pouzivala, aniz bych

dokazala jeho spravnost. Proto provedu vypocet této limity funkce a z vysledku bude
n
patrné, ze vzorec lim,_, (1 + %) = el je spravny. Limita funkce je typu ,,1%*. Proto

x-ln(1+%)

jsem funkci upravila na exponencialni funkci tvaru e . Pocitala jsem limitu jen pro

argument exponencialni funkce, tedy pro x In (1 + i) Opét jsem dostala po dosazeni za X

neurcity vyraz a funkci jsem upravila tak, abych mohla pouzit 1"'Hospitalovo pravidlo. Po
zderivovani mi limita vySla rovna 1, ale protoze jsem pocitala limitu jen pro argument
exponencialni funkce, musela jsem vyuzit vétu o limit¢ slozené funkce. Vypoctenou limitu
jsem si oznacila jako ¢len y a protoze se rovna 1, pocitala jsem limitu pro x jdouci k 1.
Limita vyrazu e” se pak rovna e, tedy e.

-1
1 In (1 + %) —
lim xln(1+—>=,,+00-0"= lim ———=~=,—"“"= lim
x—+00 X x—+00 l 0 _
X

Piiklad 4:

lim ———

x-0Xx — sinx
< ., , 3 : e _ 0 : :
Reseni:. Po dosazeni 0 za Clen X jsem zjistila, Ze jde o limitu typu ,,5“. Zderivovala jsem

. . S . , - Occ .
Citatele 1 jmenovatele a dosadila jsem za x 0. Opét jsem ziskala limitu typu 5+ Proto jsem

pouzila 1'Hospitalovo pravidlo podruhé. Po zderivovani se situace opakovala, a tak jsem
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opét vypocitala derivaci Citatele i jmenovatele. Po dosazeni za x=0 jsem vypocitala
vyslednou limitu.

_ x3 0, . 3x2 0, .. 6x 0 .6 6
lim———— =, - “=lim— =, = “ = lim— =,=“=Ilim = = 6.
x-0Xx — sinx 0 x-01 —cosx 0 x-0Ssin x 0 x-»0cosx cos0

4.4 Uziti Taylorova rozvoje
pravidla dojde ke znaénému zkomplikovani nové vzniklého vyrazu. U téchto funkci je
potom lepsi provést vypocet limity pomoci Taylorova polynomu. Tato metoda vypoctu
limity Casto dojde k vysledku mnohem rychleji nez vypocet limity funkce pomoci
1"Hospitalova pravidla.
Definice Taylorova polynomu:

Pokud je funkce f definovana v jistém okoli bodu x, € R a existuje-li pro nékteré celé

Cislo n = 0 kone¢na derivace f™(x,), nazyva se funkce

n

®)
Taj:o,n(x) = ka—('xo) (x — xo)k, kde x € R,
k=0 '

n-ty Tayloruv polynom funkce f o stiedu x,. Pokud je ze souvislosti jasné o jakou funkci f
a o ktery bod x, se jedna, mize se Taylortv polynom znacit struénéji: T, (x).

[7]

Tayloriv polynom se pouZziva k limitni aproximaci dané funkce. Tato aproximace je na

vvvvvv

stied v bodé€ 0, nazyva se Maclauriniv polynom.
[5]
Taylorova véta:
Necht' funkce f(x) je definovana v intervalu (a,b) a vintervalu (a, b) ma spojité
derivace vSech fadu. Pak pro kazdé dva body x, x, € {(a, b) existuje bod & mezi body x a

Xo takovy, Ze plati:

1 1
f(x) = fxo) + f(x0)(x — x0) + Ef (x0) (x — xo)z + -+ af(n)(xo)(x —x)" +

+R‘l’l+1 (.X),
kde R, 1 (x) je nazyvan zbytek po n-tém ¢lenu v Lagrangeové tvaru a plati pro néj
1
Ry (x) = mf(nﬂ) (&) (x — x)™1.

[5]
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Zbytek po Taylorové rozvoji funkce f se muize také znadit o(h(x)) (funkce h(x)
predstavuje ¢len (x — x4)™). Toto znadeni pouzivé Ilja Cerny v knize Inteligentni kalkulus
1, kde definuje chovéni &lenu o(h(x)) v Taylorové polynomu.

Necht’ x, € R, necht’ n = 0 je celé ¢islo a necht’ funkce f ma v bodé x, Spojitou n-tou
derivaci. Pak plati

() = Ty n(0) + 0((x = x0)™ pro x = xo.

Je-li x, € R a jsou-li f,h dvé funkce definované v jistém prstencovém okoli P(x,),

bude vyraz
f(x) = o(h(x)) prox - x,
znamenat, ze

fx)

xowo R(X)

Jsou-li f, g, h tii funkce definované v jistém prstencovém okoli P(x,), bude zapis

fx)=gkx)+ o(h(x)) pro x = x,

0.

znamenat, ze

f(x) — g(x) = o(h(x)) pro x - x,.

Zakladni vlastnosti ¢lenu o (h(x)):
f) = o(h(x),g9(x) = o(h(x)) = f(x) + g(x) = o(h(x)),
f) = o(h(x)),g(x) = o(k(x)) = f(x)g(x) = o(h(x)k(x)),

P h(x)
Je-l1 ixl_glom

A pro kazdé a € R, plati
f() =o(h(x)) = f(x%) = o(h(x%)) prox > 0, ax - +o.

# +oo,je f(x) = o(h(x)) & f(x) = 0(k(x)).

Taylortiv polynom se pouziva, pokud pii vypoctu limity funkce f(x) v bodé x, je
vysledkem neurcity vyraz ,,%“ nebo ,,g“. Limita funkce f(x) se poc€ita pomoci Taylorova
polynomu, pokud metoda s uzitim 1"Hospitalova pravidla nevede k vysledku.

U urcitych funkcije nékdy vyhodné pouzit nejdiive 1'Hospitalovo pravidlo pro
zjednoduSeni vyrazu a poté pokraovat ve vypoctu pomoci Taylorova polynomu.

[7]
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Priklad 1:

. J1+tgx —V1+sinx
lim 3
x—0 X

Reseni: Pokud se funkce aproximuje pomoci Taylorova polynomu, je nejlepsim fesenim
nejprve urcit derivace dané funkce a poté z nich sestavit Tayloriv polynom tak, Ze se za x,
dosadi mez limity (stfed Taylorova polynomu).

Slozitou funkci jsem rozdélila na jednodussi funkce f(x), g(x), h(x). Ve funkci f(x) =
x3 (funkce ve jmenovateli) se nachazi polynom tfetiho stupng, z &ehoZ plyne, Ze pro
uspésny vypocet limity pomoci Taylorova polynomu, postaci urcit tieti stupenn polynomu i
u ostatnich funkci, aby doslo k pozadovanému kraceni. Nakonec jsem jednotlivé ptivodni
funkce (f(x),g(x) ah(x)) nahradila vypoétenymi polynomy a urcila limitu nového

vyrazu jdouci k Xo.Vyraz o(1) znaéi jakoukoliv funkci konvergujici k nule.

Vypocet Taylorova polynomu funkce g(x) = /1 + tgx:

1 1 1
g =|a+g0z] =50 +g07

cos? x
‘W=zt i =-Ta+un: !
g =1 8% “oszxl T 1 8%) * os?x cos?x
1 1 1 3 tgx cos 2 x
+§(1+tgx)_f-251nxcos‘3x=—Z(1+tgx)‘5 y 8 -
OS"X  (1+tgx)2
1 31 tgx cos™? x
g®x) = —Z(1+tgx)_2 2 & |
COS™X  (1+tgx)2

3 5 1 _3
= §(1 —tgx) 2cos ?2xcos™*x _Z(l +tgx) 2 4sinxcos™>x +

1 1
(cos™2x-cos™?x+ 2tanxcos 3 x -sinx)(1 +tgx)2 — tgx - cos™2 x% (1+tgx) 2cos %x
+

1+tgx

3 1 tg x

5 3
8 (1—-tgx)2cos®x (1+tgx)z-cos*x

1 1
(1+tgx)5+2tg2x(1+tgx)5_ tgx
cos* x cos? x

1
N 2 cos*x (1+tgx)z

1+tgx
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tgx

3 1
— — +

5 3
8 (1—-tgx)zcos®x (1+tgx)2-cos*x

1
2(1+tgx) +4 tg?x (1 +tgx)2 cos®x +tgx
1

+ 2 cos*x (1 +tgx)2 _
1+tgx B

3 1 tg x 1
= 2 + -+

cos*x (1 +tgx)2

5 3
8 (1—-tgx)zcos®x (1+tgx)2-cos*x

2tg%x tgx B

+ 1 3
cos?x(1+tgx)z2 2(1+tgx)2-cos*x

1 3tgx 1
S + =+

cos*x (1 +tgx)2

3
8 5 3
(1—-tgx)zcos®x 2(1+tgx)z-cos*x

2tg%x

+ 1
cos?x (1 +tgx)2

1 1 11
4 8 3
pro xo = 0 plati T5(,/1 + tgx) = 1 +—x o = x4 = ) x3 + o(x%)

Vypocet Taylorova polynomu funkce v1 + sin x:

1 1 1
h'(x) = [(1 + sin x)f] "= > (1+sinx) 2cosx

1 1 1 3
h”(x) = [E (1 + sinx) 2 cos x] "= _Z(l + sinx) 2 cosx cosx +

1 1
+ > (1+ sinx) 2(—sinx) =

1 _3 1 _1
_Z(l + sinx) 2coszx—z(1 + sinx) 2sinx
1

1 R 1 . \-L
h®(x) = [_Z(l + sinx) 2 cos? x — 5(1 + sinx) 2 sinx

3 5 1 _3
—(1 + sinx) "2 cos x cos? x + (— Z) (14 sinx) 22cosx (—sinx) +

1 3 1 1
—(1+sinx) 2cosxsinx + (— E) (1+sinx) 2cosx =

3 _> 1 _3 _3
— (1 +sinx) 2 cos®x + = (1 + sinx) Zsinxcosx+z(1+sinx) 2sinx cosx —
1 _1
—§(1+sinx) 2CoSX

40



1 1 1

pro xo = 0je T3(V1 + sinx) = 1 +%x —%xz —%x3 + o(x?)
Funkce \/ 1+ tgx — V1 + sin x se rovna rozdilu Taylorovych polynomi funkci /1 + tg x

av1+sinx:

1 1 o1
J1+tgx —V1+sinx = 1+%x—%x2+%x3+0(x3) —
11 1
2. ._4 2 8 3 3y | =
1+1!x TETE +o(x°) | =
12
=8 3 + o(x®) =1x3 + o(x3)
3! 4
Po dosazeni do limity jsem dostala:
1 1 1
o Ity —VIdsing 70 to(x®) 70°+0(0°) Z1+o(1) 1
20 %3 Txm0 2 Fo(®) | 03+0(0%)  1+0(1) 4

ReSeni pFikladu pomoci programu Mathematica:
Pouzité funkce a proménné:
e f[ x], gl_x], h[_x] - pfeddefinovava funkce, se kterymi budu pracovat
o Plot[f, {x, Xmin» Xmax}] - vykresli graf funkce f(x) v mezich od X, dO Xpax
(PlotRange slouzi k nastaveni rozsahu os X a y).
e Printlexpr] - vypiSe zadany vyraz na obrazovku (v mém ptipadé se jedna o
vypsani limity funkce a jeji vypocet).
e Limit[expr,x — x¢] - vypocita limitu vyrazu f(x) pro X jdouci k x,.
e DynamicModule[{x,y, ...}, expr] - definuje dynamicky objekt a jeho dynamické
proménné (v mém piipadé€ je to proménna n neboli stupen polynomu).
e Deploy[expr] - pfeddefinuje objekt (co se v objektu dé&je), mize zahrnovat dalsi
piikazy jako naptiklad Slider, InputField, Locator a Button.
e Style[expr, options]| - slouzi k nastaveni vychoziho stylu. Pomoci ného jsem
nadefinovala velikost a rozsah objektu (FieldSize) a automaticky opétovny vypocet
vzorcl, ve kterych se objevuje  prome€nnid, pokud ji  zménim

(ContinuousAction->True).
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e Panel[expr, title] - vykresli panel, ve kterém se budou nachazet zadané vyrazy (v
mém piikazu to znamena vykresleni objektu pod vypoctem limity, piikaz
ImageMargins urcuje okraje tohoto objektu).

o Grid[{{expryy, expryy, ...}, {expryy, expra,, ...}, ... }] - vytvéii v daném objektu
tabulku, ve které se nachdzi zadané vyrazy. Do piikazu Grid jsem jesté pridala
piikaz Transpose, ktery vytvoii transponovanou matici. Poté uz jsem nadefinovala
samotné vyrazy, které se budou vyskytovat v tabulce. U stupné polynomu jsem
pouzila Cervené zvyraznéni. V poli u stupné¢ polynomu Ize libovolné ménit
proménnou N a ziskat tak Taylortiv polynom vyssiho stupné.

[8]
Ptikaz zadany do programu Mathematica:

f[x ]:=Sqrt[1+Tan[x]]
gl[x_]:=Sqgrt[1+Sin[x]]
h[x ]:=x*3

Plot[ (£[x]-g[x])/(h[x]),{x,-1,1},PlotRange~»{{-1,1},{-1,1}}]
Print[Underscript[lim,x-0], (f[x]-g[x])/(h[x]),6"=",
Limit[ (£[x]-g[x])/ (h[x]) ,x-0]]
DynamicModule[ {n=3},
Deploy|
Stylel
Panel [
Grid[
Transpose|
{{Style["Stupen polynomu",h Red],
"Tayloruv polynom",
"Limita upravene funkce"},
{InputField[Dynamic[n] ,Number],
InputField[Dynamic[ (Normal[Series[£f[x],
{x,0,n}]]-Normal[Series[g[x],
{x,0,n}]])/ (Normal[Series[h[x],{x,0,n}]]),
Enabled-»False]],
InputField[Dynamic[Limit[ (Normal[Series[£f[x],
{x,0,n}]]-Normal [Series[g[x],
{x,0,n}]])/ (Normal[Series[h[x],{x,0,n}]]),
x-50]] ,Enabled—»False] }}],
Alignment-Right],
ImageMargins-10],
DefaultOptions—{InputField- {ContinuousAction-True,
FieldSize-»{{5,30},{1,Infinity}}}}111
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Resent:

Limita upravene funkce

10
II
.__k\
. a5tk
"'\-\._\_\H—--__
-10 -05 05 10
05k
-14k
-y 1+8in[x] +v1+Tan[x] 1
lim =—
=0 x? 4
Stupen polynomu | 3
Tayloruy polynom 1
1

Obr. 13. Grafické znazornéni funkce, vypocet limity a uréeni potiebného stupné polynomu pro

vypocet limity v programu Mathematica.
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Nasledujici ptiklady jsou feSené v programu Mathematica, vstupni data k danému

prikladu se nachéazeji na pfilozeném CD ve sloZzce nazvané Vypocet limity pomoci

Taylorova polynomu, proto zde uvedu jen vystupni data piikladu.

Priklad 2:

Resent:

Sin[x]?

n
L]

lim———
=20 -1 + &* - Binfx]

Stupen polynomu | 2
Tayloruv polynom | 2

Limita upravene funkece |2

02
Obr. 14. Graf funkce % a vypocet limity v bodé 0 pomoci Taylorova polynomu.
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Priklad 3:

cosx —1
x—-0 x2

Stupen polynomu | 2

Tayloruy polynom | -

Limita upravene funkce | —

[T A

Obr. 15. Regeni limity funkce ——

=2 graf této funkce.
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Priklad 4:

Obr. 16. Grafické znazornéni funkce

lim
x—0
LELTS
015k
o.20f
p1sk
oo
005 -
1 1 1 1 [
-4 -2 0
-l ¥y 1ex 1

lim =—

0 X &
Stupen polynomu |1
Tayloruv polynom lg

Lirnita upravene funkce lg
Vitx-31+
X

Za vypocet limity pomoci Taylorova polynomu.
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Priklad 5:

sin x — arcsin x

im
x-0 tgx —arctgx

Resent.
10
05 F
e -03 0.5
[ L
—
III/ .\'I‘I
| I |
-1ol
—-ArcSin(x] + Sin[=x] 1
lim __=
=20 -frcTan[x] + Tan[x] 2

Stupen polynomu | 3

Tayloruv polynom | -

Limita upravene funkce | -

[ERT AR

Obr. 17. Graf a limita funkce Sig’“a—rcsmx

tgx—arctgx

prox = 0.

47



Priklad 6:

. tgx—x
lim ————
x-0X — SInx
Resent:
II : II
I". T I.I'I
Y : JII_.'
T
| e
| [ |I
ll- 1 1 1 1 1 1 1 -.lu'l
\.ni__q_h -2 L 2 I
- r -
\ ™, L 4
| \ I f
Vo=t | |
| | -
-x + Tan[x]
lim =z
=20 x - Sim[x]
Stupen polynomu |3
Tayloruv polynom | 2
Limita upravene funkece | 2
, , v tgx—x . ., .. . . , ,
Obr. 18. Grafické znazornéni funkce gsin a jeji limita vypocitana pomoci Taylorova polynomu.
X— X
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S5 Vypocet limity pomoci softwaru Mathematica

Mathematica je software zabyvajici se feSenim problémi z oblasti matematiky, fyziky
a rtiznych technicky zaméfenych predméti. Zakladnim prvkem je tzv. Notebook neboli
soubor, ve kterém se pracuje (pisi se v ném vlastni piikazy atd.). Notebook se dale d€li na
buniky, do kterych se mohou psat jednotlivé piikazy. Piikazy zapsané v jedné bunce se
spusti po stisknuti kldvesy NumEnter nebo klaves Shift+Enter. Jednotlivé piikazy
Vv softwaru Mathematica jsou vysvétlené vzdy u feSeni daného ptikladu.
[9]
Priklad 1:
o 2x—1
xobs 3x+ 2

Resent:
NPT . e ) . D
V ptikladé budu dokazovat tvrzeni, Ze zadana limita se rovna 5 pomoci definice limity:

m 2 2 L ve s oaxgva > L=l 2
- - —=
oo 3x 42 3 VET VRXVX ZXor mES TS TN E

Zvolila jsem si € > 0:

L2 =12
ET353%x+2°37°¢

2x-1_2_
3x+2 3 °°¢

—&<

2x—1—2x—%
—e< <
€ 3x + 2 €

7

3
3x+2

—&< <é&g

Pro vSechna x < —% je vyraz 3x + 2 < 0 a cely zlomek je kladny a tudiz vétSi nez —e,

z ¢ehoz vyplyva, ze leva nerovnost plati. Z tohoto divodu jsem feSila jen nerovnici

3x+2

7
——>3x+2
3¢e

4 2>3
3¢e x
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7

E .
o S fa tedy i

vy 7 2 v ;
Pokud polozim x, = ~% 3 tak pro vSechna x < x, plati nerovnost

2x-1 2
—-<¢
3x+2 3

nerovnost —e <

Reseni v softwaru Mathematica pomoci piikazu Reduce:

Do ptikazu Reduce jsem zapsala definici limity, kde jsem za f(x) dosadila zadanou
funkci. Jako proménnou jsem zvolila vyraz X. Vystupem tohoto piikazu je argument True
nebo False, podle toho, jestli je limita vypocitana spravné podle definice limity.

Ptikaz:

Reduce [ForAll [epsilon,epsilon>0,Exists[x0,ForAll [x,x>x0, -
epsilon< ((2*x-1)/(3*x+2))-2/3<epsilon]]], x]
Reseni:

True
Reseni pomoci programu Mathematica:
Pouzité funkce a proménné:
Slider[Dynamic[x], {X;nin Xmax, dx}] - definuje jezdec s proménnou hodnotou, ktera je
zavisla na X, s rozsahem od Xx,,i, 40 Xpnax S Krokem dx.
Epilog - umoziuje vykreslit do grafu grafické elementy. V mém piipadé do grafu vykresli
¢aru (Line) spojujici dva body, kterd ptedstavuje hranici spliiujici podminky definice
limity.
Reduce[expr, vars] - piikaz, ktery vyhodnoti rovnici nebo nerovnici pro proménnou
vars a odstrani kvantifikatory.
Solve[expr, vars] - fesi rovnici nebo nerovnici vyrazu pro proménnou vars.

Ostatni piikazy jsou vysvétlené v podkapitole 4.4.

[8]
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Prikaz:
flx ]1:=(2*x-1)/ (3*x+2)
a=Limit[f[x] ,x-»>-Infinity]
Print[Underscript[lim,x-»-Infinity],

flx],"=",Limit[f[x],x-»>-Infinity]]
DynamicModule[{epsilon=0.05},

Deploy|

Style|
Panel [

Grid[{{"Epsilon =" Dynamic[epsilon]},
{Slider[Dynamic[epsilon], {0.05,0.5,0.01}]1},
{InputField[Dynamic|[

Reduce[x>Abs[f[x]- a]l<epsilon, {x}],
Enabled-False],
FieldSize-»{{5,30},{1,Infinity}}]},

{Dynamic[Plot[{f[x] ,a,atepsilon,a-epsilon},

{x,-10,0},PlotRange-»{{-10,0},{0,2}},

PlotStyle—» {Red, Blue,Dashed,Dashed},

Epilog- {Blue,AbsoluteDashing[{5,5}],

Line[{{x/.Solve[f[x]==a+epsilon, {x}][[1]],

-0.5},{x/.Solve[f[x]==a+epsilon, {x}][[1]],

1.5}}1}11}},

Alignment-Center],

ImageMargins-10],

DefaultOptions- {InputField-
{ContinuousAction-»True}}]]]
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Resent:

Epsilon =0.31
x> 1.84229
/ 20
I 115
i /f -
L~ I
- 10
- L
I O
______________ q---=2
|||||||||||||| I- 1 1 1 1 1
—10 -8 -0 -4 -2 0
2x

Obr. 19. Vypocet limity funkce f(x) = _; pro x jdouci k nekoneénu. Grafické znazornéni

3x+

funkce pro € = 0,25, kde modra plna ¢ara ukazuje limitu funkce, hnéda a zelena ptreruSovana
s o 2 2 R ;xr v - . v
Cdra znadi vyrazy s—¢ea - +¢ea modra pieru§ovana ¢ara vyznacuje, pro ktera X je splnéna

2x-1 2
—-<e&
3x+2 3

podminka —& <
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Nasledujici ptriklady jsou feSené v programu Mathematica, vstupni data k danému
ptikladu se nachéazeji na ptilozeném CD ve slozce nazvané Vypocet limity s vyuzitim

definice limity funkce, proto zde uvedu jen vystupni data ptiklada.

Piiklad 2:
- 3 —5x2
x1—r>£10 x2 +2
Resent:
. 3 -5~
1im =_5
= 2oL oW
Epsilon =3.34
x> 2.06934
10
5t

|
|
|
F R4 6 - 87 C10- 12 - I

|
L

Obr. 20. Reseni limity funkce pro X jdouci do nekoneéna a grafické znazornéni této funkce.
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Priklad 3:
y 2—x
x—1>r—n00 3x+5

Resent:

Epsilon = 2.62

¥ > 0.551104

| |1nE
|

| || sk
| II'I. L

T
-14 12 -10 -8 —T_—?r----q;:

|I'| =3t
| |
| _ml

. 2— . , , o . . N
Obr. 21. Vypocet limity funkce ﬁ pro x jdouci k minus nekone¢nu a grafické znazornéni této

funkce se zobrazenim mezi pro porovnani pravdivosti vysledku limity s definici limity

5.1 Eliminace kvantifikatori

V posledni Casti své bakalaiské prace ve stru¢nosti popisi pokrok, ktery byl dosazen
Vv poslednich deseti letech v oblasti matematické logiky, a ktery nasledné¢ umoznil novy
nahled na zptsob feSeni limit, a to nejen uzivatelim programu Mathematica. Jde o tzv.
eliminaci kvantifikatori v télese redlnych cCisel. V zapisu definice limity se vyskytuje
nekolik kvantifikatorti. Pokud je limitovana funkce racionélni lomena (tj. v jejim zapisu se
vyskytuji jiné funkce), je nadéje, Ze bude mozné vypocitat limitu funkce neobvyklym
zpusobem. M¢é predchozi vypocty se opiraly o tradicni postupy znamé uz stovky let —
algebraické upravy, uziti 1'Hospitalova pravidla, Taylorova rozvoje. Nyni je mozZzné si
ovefit spravnost zapisu samotné definice limity (v Souladu se syntaxi programu
Mathematica). Provedu-li postup spravnym zpusobem, bude vysledkem konstatovani, ze

jsem zadala pravdivy vyrok (na vystupu odpoveéd True).
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Obecnou metodu z eliminace kvantifikatorti vytvoril Alfred Tarski (Tietelbaum), jeden
z nejvétsich logiki. Jeho metoda byla publikovana jen v nepatrném poctu matematickych
Casopistl, a tak nebyla vefejnosti tolik znama. O jeji zjednoduSeni a propagaci se postaral
Tarskiho kolega Seidenberg. Metoda byla sice zajimava, ale velmi slozitd na vypocet.
Zjednoduseni nastalo s vyvojem pocita¢li a softwari a az v této dobé se dostala i do
podvédomi bézného uzivatele.

Pfi eliminaci kvantifikatori v télese realnych cisel se pracuje ve struktufe R =
(R,+,,,0,1, <) a vytvaii se formule v x, y, z, ... pomoci operaci s¢itani, od¢itani a nasobeni.
Jsou povoleny celociselné koeficienty (vzniklé z konstant 0,1) a smi se uzivat symboly
<, =,>, <, >. Prakticky to znamena moznost zapisovat polynomialni rovnice a nerovnice a
z nich vytvéret logické kombinace pomoci logickych spojek. Proménné nachézejici se ve
formulich 1ze kvantifikovat (V,3). Kvantifikovat Ize ale jen individualni proménné pro
realné Cisla, nikoliv jejich soubory (intervaly, mnoZziny).

Ptiklad eliminace kvantifikatort ekvivalentni formuli:
(3x € R)[ax? + bx + ¢ = 0],
Ekvivalentni formule:
b? — 4ac = 0.
O pravdivosti druhé formule se snadno piesvéd¢ime dosazenim za konstanty a, b, c.
[10]

Pro eliminaci kvantifikator z definice limity pouZiji ptfikazy Reduce a Resolve
v programu Mathematica. Po spravné syntaxi pii zadavani do piikazu by mélo byt
vysledkem konstatovani True pro pravdivou formuli a False pro nepravdivou formuli.

V nésledujicim piikladu ovétim spravnost vypoctu limity racionalné lomené funkce
s vyuzitim definice limity.

Priklad:
3x%2+5
o X2 Fx
Definice limity funkce vyjadiena pomoci kvantifikatort:

3x2+5
Ve>03xVx > xpi —e <—5———3<¢
x4 +x

Reseni pomoci piikazu Reduce:
Reduce[ForAll[epsilon, epsilon > 0, Exists[x0, ForAll[x, x > x0, —epsilon
< ((3*x"2+5)/(x"2+ x)) — 3 < epsilon]]], x]
vysledek: True
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Reseni pomoci piikazu Resolve:
Resolve[ForAll[epsilon, epsilon > 0, Exists[x0, ForAll[x, x > x0, —epsilon
< ((3*x"2+5)/(x"2+ x)) — 3 < epsilon]]]]
vysledek: True

Pokud bych vypocitala limitu Spatné, vysledkem by byl vyrok False:

~ 3x%+5
lim > =2
x—-00 X4+ X

Reseni pomoci piikazu Reduce:
Reduce[ForAll[epsilon, epsilon > 0, Exists[x0, ForAll[x, x > x0, —epsilon
<((3*xx"2+5)/(x"2+ x)) — 2 < epsilon]]], x]
vysledek: False

Reseni pomoci piikazu Resolve:
Resolve[ForAll[epsilon, epsilon > 0, Exists[x0, ForAll[x, x > x0, —epsilon
< ((3*x"2+5)/(x"2+ x)) — 2 < epsilon]]]]
vysledek: False

56



6 Zaveér

Cilem mé bakalaiské prace bylo podat uceleny a ptehledny vyklad limit. Dopomoci by
ktomu mélo ¢lenéni kapitol podle vlastnosti danych limit a podle zpisobu vypocétu
jednotlivych limit 1 cela fada feSenych piikladi. Dané ptiklady vSak nejsou plnym vyctem
feSeni jednotlivych limit, ale slouzi pouze k uvedeni do problematiky vypocta limit. Dale
slouzi k zndzornéni uziti definic a vét o limitach v konkrétnich piikladech.

Pfi zpracovani a studiu odborné literatury jsem se seznamila jak s konvencnimi
metodami feSeni limit, tak S novymi metodami pouzivanymi pii vypoctech limit. Mam tim
na mysli zejména pouzivani Taylorova polynomu a pomérné mladou metodu eliminace
kvantifikatord, ktera neni zndma vice jak deset let.

Velkym ptinosem pro mne samotnou, bylo seznameni se se softwarem Mathematica,
ktery je pro matematiky a fyziky pfi jeho pouzivani velmi uZzitecny. V zavére¢né Casti
prace jsem ukazala vyhodu znalosti tohoto softwaru (co se ty¢e jednoduchosti feseni)
zejména pfi feSeni Taylorova polynomu pro vypocet limity slozitéjSich funkei a pfi zjisténi
minimalniho stupné Taylorova polynomu k urceni spravného feseni limity funkce. Velkou
vyhodou softwaru Mathematica je pohyblivost naprogramovanych grafii. Nazornost takto
vytvofenych grafii lze povaZzovat za velky piinos pii budouci vyuce matematiky na
sttednich Skolach.

Praktické ukazky mnou naprogramovanych piikladt a grafi Ize nalézt na ptilozeném
CD ve slozkach nazvanych Vypocet limity pomoci Taylorova polynomu, Vypocet

limity s vyuzitim definice limity funkce a PFikazy Reduce a Resolve.
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Resumé

The target of my bachelor work was to report a complete and clear presentation of the
limits. The classification of the chapters according to the quality of the indicated limits and
the way of calculation of particular limits and many solved examples should help it. These
examples are not the complete list of particular limits but it is only used as problem
explanation of the limits” calculations. Furthermore it is used as a representation of
definitions usage and sentences about limits in specific cases. There are four types how to
solve the limits. The usage of the algebraic modifications, the 1"'Hospital rule, the Taylor’s
polynom and software Mathematica.

It is possible to find practical presentations of my programmed examples and graphs
on added CD in the sections called The calculation of the limit used with the Taylor’s
polynom, The calculation of the limit used with definition of limit’s function and The

orders - Reduce and Resolve.
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