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UvoD

Tématem mé bakaigké prace je: ,Numerick&esSeni algebraickych rovnic“. Hledani
kofeni rovnice je jednim ze zakladnich a zanpyednim z nejstarSich problénmatematiky.
Nalezeni bod, v nichz je funkni hodnota polynomu je rovna nule, je velmi slozaBzvlag
se zvysujicim se stupm polynomu. Zatimco pro rovnice druhéhiwtiho actvrtého stupa
existuji vzorce, u rovnic vysSiciadi zpisob feSeni pomoci vzoicneexistuje. Rblizny
vysledek ndm pomohou dir numerické metody zabyvajici se touto problenmtikCilem
této prace je ¢které z &¢chto metod objasnit.

Text prace je rozden do @ti kapitol. Prvni kapitola nas okrajgvseznami s historii
feSeni algebraickych rovnic. Jsou zde zmimektefi matematici, kit se zaslouZili o pokrok
v tomto oboru.

Z hlediska klasifikace @Zeme rovnice rozilit na algebraické a nealgebraické. Mezi
nealgebraické rovnicgadime nafiklad rovnice exponencialni, logaritmicke, difergei a
goniometrické. Mezi algebraické rovnice ipabvnice o jedné neznamée, ty dakgiohe podle
stupré, a soustavy algebraickych rovnic o vice neznamyéhbych v nasledujici kapitole
chtéla upgresnit, které rovnice sadi mezi algebraické.

DalSi kapitola bude zatfena na #které moznostteSeni binomickych, kvadratickych
a kubickych rovnic. Clita bych¢tende seznamit s postupy a &ierymi vzorci pro vypoet
koreni téchto rovnic.

Ctvrtd kapitola bude obsahovat zékladni vztahy,clgji znalost vyuZijeme ip
pozckjSim feSeni. Uvedu zZmi Rolleovy ¥ty. Hlavnim tématem v tét&asti bude fblizit a
popsat separaci keni. Separace kKeni je zpisob, jak nalézt intervaly, ve kterych se nachazi
prak jeden kden. K tomu vyuzijeme Sturmovu a Descartowtiuv Druhd z nich vyuZziva
souvislost mezi ptiem kladnych realnych keni a patem znaménkovych z&n. Na konci
kapitoly bych z#&adila také metoduteni intervaii, tzv. bisekci a Newtonovu metodu také
znamou jako metoduden.

Rozvoj wdy a pokrok ve vypgetni technice je mozno Wt i v numerické
matematice. Diky tomuto rozmachu mame moznost vy&itacové programy. Vysledky,
které s jejich pomoci ziskame, jsokegrEjSi a my nemusime mit strach ze slozitych pastup
pracnych ataso¥ naranych vypd@ta. Proto bych v z&ru prace chia zminit p&itacovy
software Maple a popsatkteré nastroje tohoto programu, které mohou by#itypii feSeni

algebraickych rovnic.




1. HISTORIE

Matematika se z@la vyvijet velmi davno. Jiz v péatcich lidského vyvoje si lidé
zaznamenavaliitzna mnozstvi, nap dobytkaci pergz, také se snazili spiat swvij Glovek.
Postupg dochazelo k vzestupu a s vyvojem se objevuji npmatematici.

Jednim z nejstarSich problémkterym se matematika zabyva, feSeni rovnic.
V algelie patari reSili ulohy dnes zndmé jako rovnice. Ve starém Eggp dochovaly dva
matematické papyry. Prvnim z nich je shirka obdah@j7 Uloh s navody #eSenimi, druhy
papyrus obsahuje 25 uloh. Jedna se o ulohy poZzadufit neznamé mnozstvi spljici
n¢jaké dané podminky. Zadani jedné takové ulohy jeriklad: Hromada a jejictvrtina

davaji dohromady 13Nyni miZzeme takovou Ulohu zapsat linearni rovnici ve tvaru

+1 =15
X+gx=

V papyru je vSak ulohgeSena metodou chybnéhitegpokladu.

Kolem roku 2000 pn.l. jsou sté Babylaiané schopnieSit kvadratické rovnice a o
néco pozdiji kubické rovnice ve tvaruax3 + bx? = c. KieSeni rovnic Pspel i recky
matematik Diofantos zvany téz ,otec aritmetiky”. detorem spistAritmetika ze 3.st.n.l..
Tato sbirka se zabyva linearnimi a kvadratickymnvintoemi. Diofantos zde zavadi znak pro
neznamou. Newdomoval si ale, Ze kvadraticka rovnice mé tSeni.

Klasicka algebra vSak vznika az zasluhou arabsk®htematika Muhommada ibn
Musa al-Chvarizmiho. Napsal nejstar&ehbinice o aritmetice a alged je téz autorem knihy o
systematickéntieSeni linearnich a kvadratickych rovnic — al-Kigddmuktasar fi hisab al-gabr
wa-al-mugabala (Kratka kniha o #io pripocitavdnim a porovnavanim). Velky pokrok poté
nastal po roce 1500 v Italii. DochazitdSeni algebraickych rovnic typw® + ax = b;
x3 =ax+b; x>+ b = ax. Prvni, kdo nalezl metodieSeni kubické rovnice, je profesor
aritmetiky a geometrie na univerzit Bologni Scipione del Ferro. Nezavisle nampiSel na
metodureSeni kubické rovnice Niccolé Fontana (Tartaghprec jako prvni pak publikoval
Gerolamo Cardano. OvSem historikové se domnivajizidal vysledky jak Tartaglia, tak
Scipione del Ferra.

Vzorec proieSeni algebraické rovnic&tvrtého stupd nalezl Ludovico Ferrari.
Postups se tedy dokazalo, Ze #emy rovnic prvniho, druhéhoietiho ictvrtého stupa lze
vypccitat ze vzord. V dalSich letech se matematici zabyva@gsenim algebraickych rovnic

patého a vyssich stiwp v radikalech. Norsky matematik Niels Henrik AbéiSel na to, Ze u




rovnic patého stugnexistuji rovnice niesitelné v radikalech, st&jnpako i u rovnic vyssiho
stupré. Koieny takovychto rovnic je vS8ak mozné nalézt metodaumerické matematiky.
V dnesni dob je mozné pro rozklad polynam(faktorizaci) vyuzit izné pgitacove

programy, nafiklad program Mathematica, Maple nebo Derive.




2. ALGEBRAICKE ROVNICE

Neclt f je néjaka komplexni funkce, ktera je definovana na mmoXomplexnich
cisel M. Ptame se, zda existuje takové komplesisio € (z mnozinyM), pro které sef(§)
rovnacislu 0. Postup hledani takovychtasel a zkoumani, zda takoééslo vibec existuje,
nazyvamereSenim rovnicCislo € nazyvame kienem funkcef nebo téZ nulovym bodem
funkce f. Vice se vSak pouziva vyjéhi, Zecislo €je ,korenem rovnicef (x) = 0“.

V pripac, Ze mameesit rovnicif (x) = 0, mysli se tim:
1. Odpowdét na otazku, zda existuje takové komplegisilo &, Ze f(§) se
rovnécislu 0.
2. V pripac, Ze jedno takovéislo & existuje, najit mnozinu vSech takovych
Cisel. V gipack, zecislo & neexistuje, se hazyva rovnica@&telnou.
Jestlizef je polynomn-tého stupn a je ve tvaru
apx™ +a;x"1+--+a,=0, ay,*0,
hovatime o algebraické rovnici-tého stups a jedné neznamé. Cilem této prace je, objasnit
nékteré metodyreSeni takovychto rovnic. Jde-li o rovnice linedankvadratické, jgeSeni
jednoduché. Také rovnice 3. a 4. sttppouiesitelné pomoci vzob¢ které umo#uji z jejich
koeficienti pomoci gitani, nasobeni, umtovani a odmagovani utit vSechny jejich
koreny. Pro rovnice vySSich stip podobné obecné vzorce neexistuji, &emi jejich
realnych kdéeni se musi pouzitifblizné metody.

Pri feSeni rovnic vyuZijeme ekvivalence dvou rovnic.

Definice: Neclr f a g jsou d¥ funkce definované na mnoZikomplexnichcisel. Potom

rovnicef(x) = 0 ag(x) = 0 nazveme ekvivalentnimi, jestlize maji ty saniérko

Napiiklad rovnicezx2 —3x + 4 = 0 arovnice3x? — 6x + 8 = 0 jsou ekvivalentni.

_ 132
0 a(x 1)

x2-1

. -1 . , . . . o
Rovnlcci+1 = = 0 ekvivalentni nejsou. Kienem prvni rovnice jéislo 1. Funkce

(x-1)*
x2-1

= 0 v3ak neni v ba#l1 vibec definovana, neméa ¥m tedy Zzadnou hodnotu a otazka,

zda tam ma nebo neméika, nema smysl.
Pri feSeni postupujeme tak, Ze se snaZirfevgst danou rovnici na rovnici s ni

ekvivalentni, ktera je pro nas jednodussi, mysliimerovnici, jejizieSeni uz ovladame.




Dale budeme i feSeni rovnic pouZzivat substituci. Rovnfdix) = 0 transformujeme
pomoci substituce = u + a na rovnicig(u) = 0. Abychom zjistili vSechny kieny, musime

k tomu vyuzit spravnou substituci. Jeden takovysypstituce je popsan v nasledujiétéy

Véta 2.1. Neclr je funkcef (x) definovana na mnoznM; a funkceg(u) je definovana na
mnozir¢ M,. Nech' hodnoty funkce spadaji do mnoziny MNech' pro kazdéx, z mnoziny
M; existuje alespdjedno takoveéislou, z mnoziny M zex, = ¢(u,).

Potom:

1. Ke kazdému kenu x, rovnice f(x) =0 existuje takovy ke&n u, rovnice
f(go(u)) = 0, Ze existuje, = @ (uy).
2. Jestlizeu, je ko'enem rovnicg‘(fp(u)) = 0, potomcislo ¢ (u,) je ka'enem rovnice

fx) =0.
O reSitelnosti algebraickych rovnic vypovida nasledujéta, tzv. zakladni &ta algebry.

Véta 2.2 Kazda algebraicka rovnice n-tého stépm > 0, s komplexnimi koeficienty ma

alespa: jeden komplexni ken.

PrestoZe je fundamentalnéta algebry algebraickym tvrzenim, neni dosud zrigsts
algebraicky dkaz. Prvni pokusy o jeji dokazani pochazi z rokd6la jejim autorem je
D”Alembert. Prvni skutany dikaz je z roku 1799 od Gausse. Ten za svého Ziastal&tyfi
rozdilné dikazy.

Tato Wta méla pro algebru velky vyznam, jakmile se jednalo z®w rovnice
sciselnymi koeficienty. Tato &ta zardovala existenci kieni jakékoliv tehdy vySébvané
algebraické rovnice, proto ziskala nazev zakladita \algebry. ¥ta se vSak nezrije

nagiklad o rovnicich, jejichZ koeficienty jsou racidnifunkce.

2.1.NASOBNOST KORENE

Funkci ve tvaru
B,(x) =apx"+ a;x" 1+ -+ a,_1x +a,, ag, Ay, -, An€ R, ag #0
nazyvame polynomem stupn.

Kofenem polynomu je takov#éslo a, které spiuje vztahP,(a) = 0.

10



Pokud je a kofenem polynomuP,(x), potom linearni polynom(x —a) nazveme

korenovymcinitelem.

Véta 2.1.1.Cislo @ nazveme k@nem polynomu, jestlize existuje polyn@py,(x) stupr
(n —1) takovy, 2&2,(x) = (x — a) - Q,,—1(x).

Muzeme tedyici, Zecislo a je ka‘enem polynomu vijjpac, Ze tento polynom fZzeme

vydélit beze zbytku kéenovymcinitelem (x — a).

Definice. Koren a polynomup,(x) se nazyva r-nasobny, jestlize existuje polyr@m,
takovy, Ze
Pn(x) =(x— a)r *Qn—r(x) @ Qn_r(a) #0.

11



3. RESENi ALGEBRAICKYCH ROVNIC

3.1. BINOMICKE ROVNICE

Definice: Rovnice ve tvarx™ —a = 0,kde a € K, K — téleso komplexnich Cisel, a + 0,
n > 1,neN, se nazyva binomicka rovnice. Kaz#deéSeni takové rovnice nazveme n-tou

odmocninou Zislaa. Pokud jea = 1, hovaime o n-tych odmocninach z jedné.

Véta 3.1. Binomicka rovnicex™ —a = 0 ma v tlese komplexnichkisel K praw n riznych

koeni, to znamena, Ze ma pouze jednoducliério

Dikaz: Polynomf(x) = x™ —a ma derivacif’(x) = nx""! a ¢islo 0, které je kéenem
rovnicenx™ ! = 0, neni kdenem binomické rovnice™ — a = 0. Tato rovnice ma tedy jen
jednoduché kieny.

Pokud jea = 1, plyne z pedchozi ¥ty, Ze existuje pravn riznychn-tych odmocnin

z jedné a jednou z nich §éslo 1.

Definice: Je-li pro n-tou odmocninu z jedréprirozenécislo n nejmensim exponentem, pro

ktery platie™ = 1, nazyva se primitivni n-td odmocnina z jedné.

Véta 3.2. Pro kazdé fpirozenécislo n existuje vetese komplexnicldisel K pra¥ ¢(n)

primitivnich n-tych odmocnin z jedng je Eulerova funkce).

Véta 3.3. Je-li Tt libovolna n-tA& odmocnina dsla aeK a a libovolna primitivni n-t&4
odmocnina z jedné, pak jsaeisla 7,a - 7,a? - 1,...,a™ -7 praw vSechny k&ny rovnice

x"—a=0.

Diikaz: Pro kazdé = 0,1,..,n — [ je (a't)" = (@™)t" = [ - T = a. Uvedené prvky jsou
feSenim rovnicec™ — a = 0 a zbyva dokazat, Ze jsou navzajeimne. Budeme postupovat
sporem. Fedpokladejme, Ze pratjaka jistar, s, kdel < s <r < n, platia® -t = a” - 7. Pak

jea® =a”,a"5 =1, coZ je ve sporu s tim, zeje primitivni n-t& odmocnina z jedné.
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Goniometrick&eSeni binomické rovnice

Necht x™ —a =0 je dana binomicka rovnice, kde= u + iv. Cislo a = u + iv

pirevedeme na goniometricky tvar:

u v
la| = u? + v?, cosa = —,sina = —
lal lal

atedya = |a| - (cosa + isina).

Necht’ ¢islo z = |z| - (cosy + isiny) je karenem rovnicex™ —a = 0. Mame tedy
(|z] - (cosy + isiny))™ = |a| - (cosa + isina). Uzitim Moivreovy ¥ty a porovnanim norem
dostaneméz|™ = |al, tj. |z| = ”\/H Délen-y = a + 2km, k € C a tedy

a + 2km
y=—"-", keC.
n

Z véty 3.3. vime, Ze rovnica™ —a = 0 ma v Elese komplexnicltisel K praw n
navzajemiiznych kdeni. Z predchozich Gvah plyne, Ze je Ize zapsat ve tvaru

a + 2km o+ 2km
] —),kz 0,1,..,.n—1

x, = +/lal - <cos—+ isin
n

Priklad: Vyreste rovnicix® — 1 = 0 a nalezgte vSechny primitivni $esté odmocniny z jedné.

a) AlgebraickéreSeni rovnice.
PiSmex® —1=(*-1)-(x*+1)=x-1D) - x*+x+1D - x+1D) - x*-x+1)=0

Tedy:

x1=1
1 V3.
x2=—§+?1
V3
%="37%

Xy =—1
1 V3.
x5=§+7l
1 V3.
x6=§—7l

13



Koreny rovnice x> —1 =0 nemohou byt primitivnimi Sestymi odmocninami zrjéd

x, =—1je téz primitivni druhou odmocninou zjedné, profsou pouze prvky
1 3. 1 3. e ey s ;o . . . -

Xs =+ gl, Xe =75~ gl primitivnimi Sestymi odmocninami z jedné.

b) Vzorce pro goniometrickéeSeni
x; = 1-(cos0 + isin0) =1

2 2w o 1 3.
x, =1- (cos? + Lsm?) = c0s60° + isin60° = 5 + 71

4 4 1 V3
X3 =1-" (cos? + isin?) = c0s120° + isin120° = —3 + 71’
x4 = 1-(cosm + isinm) = —1

8 8m 1 V3
xs=1- (cos? + isin?) = c05240° + isin240° = —5~ Ti
xXg=1- (cosloTn + isinlOTn> = ¢c0s300° + isin300° = %— ?i

Odmocninou z komplexnih@isla a@ = a + bi rozumime kazdé komplexndislo
z = u + vi, pro kteréz? = a + bi. Po dosazeni zaa Upra¥ dostaneme pra, v soustavu
u?—v?=a

2uv = b

Odtud|a| = Va2 + b2 = |/ (u2 — v2)2 + 2uv)? = u? + v2. Poté se snadno vygte
2u’ =a+|al,

2v% = |a| —a,

4 a+ |al
u= ,
- 2

la| —a
v =
- 2

Zvolime-li u &iselu, v jakakoliv znaménka, bude rovniaé — v? = a vzdy spl&na a
bude platiZuv = b. Je Zejme, Ze ke kazdénmueK existuji pra¥ dve¢ komplexnicislaz,, z,,

pro ktera platz, = —z, az? = zZ = a, to znamena, Ze él¥isla jsou odmocninou &slaa.

14



3.2. KVADRATICKE ROVNICE

Jedna se o rovnici, kterd obsahuje jednu neznammcrénou na druhou. Zakladni
tvar rovnice zapisujeme taktoc? + bx + ¢ = 0.

Pri feSeni kvadratické rovnice ibeme postupovat tak, Ze levou stranu rovnice
doplnime na Uplnytverec. Dostaneme tedy:

b () 542
x ax 2a) a 2a

b\* b?-—4ac
<x+—) 2

2a 4q?
—b +Vb?% — 4ac
xl’z = Za .

Co nas bude vzdy zajimat, je situace, kdy ma takowvidice vicenasobny ken. Z vyrazu pro

x1, Vyplyvd, Ze takova situace nastane tipact, kdyZz vyraz D = b* — 4ac, neboli
diskriminant rovnice bude roven nule.

3.3.KUBICKE ROVNICE

Kubickou rovnici zapisujeme ve tvaru

x3+ax?+bx+c=0.
Po zavedeni substituce =y —% miaZzeme eliminovat kvadratick¢len. Budeme

hledat kaeny kubické rovnice® + px + q = 0, ktera je v tzv. redukovaném tvaru.
Predpokladejme, Zex je kaen dané rovnice. ZapiSme ho ve tvatt=u+v a
dosa’me do rovnice v redukovaném tvaru. Po Uprdostaneme
w+v3+ w+v)(p+3uw) +q=0.

Pro¢islau, v stanovme podminku tak, aby se anulovala druharkavp + 3uv = 0,
P

Cili uv = —=.
3
Rovnice se pak zredukuje na tvar
ud +v3=—q.

Umocrénim podminkyuv = —2 na teti pak dostaneme

3
ud -3 = (—2) .
3
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V piipact, Ze budeme na prvky3, v3 nahlizet jako na keny kvadratické rovnice,
3
budou vztahyu3 + v3 = —q,u3-v3 = (—g) predstavovat zapis Vietovych vzdrgoro

3
korenyu3,v® kvadratické rovnice? + qz — (S) = 0. Tato rovnice se nazyva kvadratickou

rezolventou rovnicec® + px + q = 0. Nyni je moZné vypéitat kaeny u3,v3 kvadratické
rezolventy:
3

2
e @)

2eot- @0

Tyto vztahy pedstavuji d¥¢ binomické rovnice fetiho stup® pro neznaméu, v.
Kazda z &chto neznamych fite v €lese komplexnickiisel K nabyvat ti hodnot. Teoreticky

bychom tedy dostali 9 hodnot pro fko « = u + v rovnice x3 + px + q = 0. Jestlize

piihlédneme k tomu, Zé&slau, v sphuji podminkuuv = —g, odpovida kazdeé zé& thodnotu

vzdy jen jedina hodnota, a tov = —%. Pro sodetu + v ziskame jenit hodnoty.

. . . 3 q q 2 P 3 . .
Ozna&me u,; jednu hodnotu feti odmocniny --+ (;) +(§) . Ozn&ime-li

B = —% + ?i jednu primitivni teti odmocninu z jedné, jsou ostatni hodndtyu,, B2 - u;.
2 3
. 3 (P )\=_9_ [(2 p i v i
Pro u; vypcoiteme vy = ( 3u1) = =3 (2) + (3) , V; je karenem rovnice

2 3
3 __9_ [(4 p
vt=73 (2) + (3) '
Pro kdeny rovnicex?® + px + q = 0 plati

0{1=u1+v1
a; =B u +p* v

a3=ﬂ2'u1+ﬁ'v1.

Véta 3.3.1. Neclr je dana rovnicex® + px + q = 0,p,qeK. Oznaime-li u,kteroukoliv

hodnotu symbolt}/—% + (%)2 + (2)3 a pismenenr; hodnotu symbolaj—% - (3)2 + (3)3,

2

pro kterou plati 3u;v; = —p a znai-li navic ﬁ=—§+?i jednu primitivni #eti
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odmocninu z jedné, pak jsoukaya,, a,, a; kubické rovnice:® + px + g = 0 dany vzorci
ay=u; +vq
ay =B -u; +p% v,
az = P* u; + vy

Tyto vzorce pro k@ny kubické rovnice se nazyvaji Cardonovy.

Piiklad: Reste rovnicix3 — 9x + 28 = 0.

p=9,q=>52

Potom

_3 q+ (q)z (p)3 ? 28+ (28)2+( 9)3_3 28 26
M= 75 2 3) T |72 2 3) - |27 2"

0(1=u1+1]1=—4

2
Ei)-(—1)+<—%+§i> (=3)=2+iV3

0(2=,6’-u1+ﬁ2-v1=(— 5
a3=ﬁ2-u1+ﬁ-v1=(—§+§i)2-(—1)+(—§+“2—§i)-(—3)=2—i\/§-

Priklad* Reste rovnicix3 — 8x + 1 = 0.

Jde o kubickou rovnici v redukovaném tvaru.

p=-8qg=1

I (Q)2+(p)3_3 1, (—2021)__3 L, (1)2+(—8)3_3 1, 6063
= Ty I3 T3 T T 108 )/ |727J\2 3) 727" 18

! DRABEK, Jaroslav; HORA, Jaroslav. Algebra Polynoaovnice. 1. vydani. PlaeZapaddeska univerzita
v Plzni, 2001. 125 s., ISBN 80-7082-787-4
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sl 1 6063 | 1 /6063
a1=u1+v1= —E+l'T+ —E—l'T

3 V 3
az = B2-u + P vlz(_l+_3i) LS 6063+(—1+—31) _1_, ees
22 2 18 2 2 2 18

Koteny a4, a,, a3 jsou vyjadeny pomoci komplikovanych vyraz které obsahuji
imaginarnicisla. RestoZze se da snadno zjistit, Ze vSechnkehky a;, a,, @3 jsou realné.
Muzeme vypditat diskriminantD;. Rovnice lichého stugns realnymi koeficienty musi mit
alespa jeden realny kien. Polynomf(x) = x3 — 8x + 1 nabyva &chto hodnotf(-2) =9,
f(1) = —6,f(3) = 4; odtud je patrné, Ze rovnig&x) = 0 ma ti realné kdeny. Numerické
vycisleni je:

a, = 2,763724
a, = —2,888969
as = 0,125246.

Pripad, kdy jsou realné keny kubické rovnice vyjagny pomoci imaginarnictisel,

se nazyva casus irreducibilis.




4. NUMERICKE RESENIi ROVNIC

Reseni algebraickych rovnic pomoci radikg docela problematické. keny jsoucasto
vyjadieny slozi¢ a nelze je zjednodusSit.ékdy tuto nepijemnou vlastnost GZeme obejit
pouzitim fiznych metod, jednou z nich je numericka metoeeni algebraickych rovnic.
Tato metoda umdaitje piblizny vypoiet feSeni dané rovnice. BudenieSit rovnice
s realnymi koeficienty a hledat jejich realnééwy.

Numerické metody probihaj&tsinou v tchto krocich:

a) Odstranime vicenasobni@Seni a nalezneme racionalf@Seni, provedeme tzv.
separaci zbyvajicich realnychilemi, tzn., Ze utime intervaly, ve kterych se nachazi
praw jednoreSeni dané rovnice.

b) Provedeme aproximaci realnéhordiou, budeme postuprzuzovat interval, vémz

lezi separovany Ken, dokud newime jeho pibliZnou metodu.

4.1. PRIPRAVNE UVAHY

Realnacisla umime &tat, oditat, nasobit, dit a odmodiovat. Déle si zavedeme
pojem limita posloupnosti. Jestlize ke kazdéntimogpenémucislu n prifadime ®jaké ¢islo
a,, rekneme, Zze1,,a,,as, ..., a, ... tvori posloupnostisel. Jakmile s&leny posloupnosti
s rostoucim indexem blizi néjakémucislu a, tikdme, Ze posloupnost konverguje a ma limitu
a. Presreji: Rekneme, Ze posloupnost konverguje a ma limitustizie plati:

Ve > 0 existuje takovy index n,, Ze pro vSechny n > n, plati |a,, — a| < . Zapisujeme

lima, =a.

X — 00

Dale zavedeme pojem intervalu. Intery@lb), a < b, nazveme mnozinotisel, které
sphuji nerovnosta < x < b. Takovyto interval nazveme uzanym intervalem. Mnozinu
Cisel, které spiuji vztah a < x < b, budeme oznmvat znakem(a,b) a nazveme ho
otevenym intervalemCislaa, bjsou koncovymi body interval(e, b), resp. (a, b).

Cislo b-a nazyvame délkou intervalia, b), resp. (a, b).

Jestlize ke kazdéemuippzenémuwiislu n prifadime ®jaky interval(a,, b, ), fekneme,
ze(a;, by), {a,, by),...,{a,, by), ... tvoii posloupnost interval Tuto posloupnost nazveme
posloupnosti do sebe vlozenych intetiygestlize pro kazdé = 1, 2, 3, ...plati a, <

Ans1 < bpy1 < by. Nechr' {(aq, by),{az, by), ..., {an, by), ... je posloupnost do sebe vlozenych a
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uzavenych interval. Nech' délky interval (a,, b,) konverguji kiislu 0. Potom existuje

prave jedno redlngislo &, které leZi ve vSech intervale@h,, b,,).(viz obr.1)

Obr. 1 Systém do sebe vloZenych intervali

Necht (aq, b,),{ay, by), ..., {(an, by), ... j& posloupnost do sebe vloZenych intekyal
jejichz délky konverguji k nule. Netlt je jediny bod lezici ve vSech intervale@h,, b,,).
Potom jsou ob posloupnosti

a;,as, s, ...
by, by, bs, ...

konvergentni a platitima, =&, limb, =¢ .

V dalSicasti si nejprve zformulujeme a odvodime nasledigitimata.
Setkédme se s polynomy ve tvaru
F(h) = co + cih + c;h* + -+ + ¢, h™,

kdecy, ¢y, ¢, ..., ¢, jSOU dana reélnésla.

Lemma 1.Neclr ¢, = 0. K libovolre zvolenémuislu € > 0 existuje takeislo h > 0, Ze pro
vSechngdh| < k je |[F(h)| < &.

Dtkaz: OznadimeA = max(|c,|, ..., |c,| @ zvolimelh| tak malé, Z¢h| < % Potom je

1—[h" _A-|h]

. <

-1 S _1
2

|F(h)| < A(|h| + -+ |h|™) = A~ |h| = 2A|h|.

Zvolime navidh| tak malé, abyh| < i. Potom jelF(h)| < 24 -i = ¢.
Dokazali jsme:
Jestlize zvolime z& mensi zréisel% a i, potom je pro kazddé, které spiuje

nerovnosih| < k, splreny vztah|F (h)| < €. Tim je lemma 1 dokazéano.

Lemma 2.Neclr ¢, # 0. Potom existuje takéislok > 0, Ze pro vSechnéisla h z intervalu
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(=k, k) je F(h) ruzné od nuly a ma také stejné znamenko ggko

Dukaz: Podle lemmatu 1 existuje také&> 0 takové, ze pro vSechnyt| < k je ¢islo |c h +
-+ + c,h™| mensi nez ndfklad ¢islo % Pro vSechny z intervalu(—k, k) kolisaF (h) mezi
&isly €, —CZ—O,CO +%°, tj. mezi%c0 a%co; Urits ma stejné znaménko jakg a je fizné od

nuly.

Lemma 3. Necl je f(x) polynom a nechv rejakém bod x, je f(x,) # 0. Potom existuje
také ¢islo k > 0 takove, Ze pro kazdéslo x z intervalu(x, — k, x, + k) je f(x) rizné od

nuly a ma také stejné znaménko j#ka,).

Dukaz: Podle Taylorovyéty plati pro kazdéislo h:
fto+h) = fxo) + 3 f (o) - h 4+ + — F W (xp) ™.
PoloZimecy, = f(x,),¢; = %f(i)(xo) i =1,..,n). Podle lemmatu 2 existuje taktslo k > 0

takové, Ze pro vSechny z intervalu(—k, k) je f(x, + h) rizné od nuly a ma také stejné
znameénko jakdf (x,). Posledni vyrok jeiejmé ekvivalentni s vyrokem, Ze pro vSechxa
z intervalu (xy — k,xo + k) je f(x) raizné od nuly a ma také stejné znaménko jfika,).

Tim je lemma 3 dokazéano.

Lemma 4.Nechr' je f (x) polynom. Nechposloupnostr;, a,, as, ... konverguje a ma za limitu

cislo a. Potom i posloupnostisel f(a,), f(a3), f(a3), ... konverguje a ma za limitdislo
f(@).
Dukaz: RepiSeme polynom f (stuprs) na tvar

F0) = f@+E2 - @)+ + D (-

Proj =1,2,3,..plati

. (s
fa) —fla) = fi!a) (aj —a) + ---+fs—!(a)(oc]- —a)’.
Podle lemmatu 1 existuje k libovolnéniislu € > 0 takécislo§ = §(¢) > 0, Ze pro vSechna
gisla a;, které spiuji |a; —a| < 6, je |f(a;) — f(a)| < &. ProtoZze posloupnost;,a;, ...

konverguje Keislu a, existujecislon = ny(8) takové, Ze pro viechpa> n, je |a; — a| < 6.
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Je tedy pro v3echny >mn, splrend nerovnosf(a;) — f(a)| <e. To znamena, Zze

posloupnosf (a,), f (a,), f (as3), ... konverguje Kislu f (a). Tim je lemma 4 doké&zano.

Véta 4.1.1. Jestlize v koncovych bodech intervdly b) nabyva polynony(x) hodnoty
opacnych znamének, tjf(a) - f(b) < 0, existuje v intervalua,b) alespa jeden bodé¢,
v kterém jef (¢) = 0.

Dukaz: Redpokladame, Ze plafi(a) < 0, f(b) > 0 (pfipad f(a) > 0, f(b) < 0 se dokaze
analogicky).
Dukaz provedeme néjmo. Redpokladame, Ze pro kazddéslo c zintervalu (a, b) je

f (c) #0. Tento gedpoklad vede ke sporu.

Rozpilime interval {(a, b). V bod ¢ =%” je podle pedpokladuf(c) # 0. Je tedy bd

f(c) > 0, nebo jef(c) < 0. Jestli jef (c) < 0, uvaZzujeme dale o intervala, c) a ozndime
ho znakem(a,, b;). Jestli je f(c) > 0, uvaZzujeme déale o intervalfs,c) a ozné&ime ho
znakem(a4, b;). V obou gipadech jef(a,) <0, f(b,) > 0. PouZijme ten samy postup pro
interval {(a,,b,) a proces opakujme. Takto dostaneme posloupnossetb@ vioZzenych
intervali, jejichz déelky konverguji k nule:
(a,b),{ay, by), ..., {(ay, by), ...,

Pro kazdén = 1,2,3, ..je f(a,) <0, f(b,) > 0.

Jak jiz bylo zmigno v gredchozim textu, existuje jediny bdd ktery pati do vSech
interval (a,, b,,) a podle pedpokladu platf(¢) # 0. Podle lemmatu 3 existujgslo k > 0,
Ze pro vSechna z intervalu(¢ — k, & + k) je f(x) rizné od nuly a méa stejné znameénko jako
f(€). Jestlize délky intervala,, b,,) konverguji k nule, lezi pro dost velkécely interval
(an, by) uvnitt intervalu (§ —k,&+k), tj. plati { —k<a,<&<b, <&+ k. Jestlize
f(a,) >0, f(b,) <0, nemiZe byt pravda, Ze v interval§ — k, ¢ + k) maf(x) stale stejné
znaménko. Mame hledany rozpore8poklad, Ze na celém intervdlw, b) je f(x) rizné od

nuly, neni spravny. &a je dokdzana.

Véta 4.1.2. Jestlizef (a) - f(b) < 0 ma rovnicef(x) = 0 na intervalu(a, b) lichy pa’et
koreni. Jestlizef(a) - f(b) > 0, lezi vintervalu(a,b) Zadny, nebo sudy get koeni.

Pritom je nutné péitat kazdy kéen s gisluSnou ndsobnosti.




Dukaz: Necli vSechny kéeny f(x) = 0 na intervalu(a, b) jsou a;, a,, ..., s (vicenasobné
napsane vifslusném pé&tu). PisSeme (x) = (x — a;) ... (x — a5) g (x). Potom plati:
fl@) =(a—-a)(a—-ay)..(a—as)g(a)
fb)=(b-a)b—az)..(b—-as)g).
Cisla g(a) a g(b) maji stejna znaménka, jinak by na intervéyb) lezel kden rovnice
g(x) = 0 a tedy dalSi kieen rovnicef (x) = 0. Jestlize tedy (a) - f(b) < 0, musi mit vyrazy
(a—a))(a—ay)..(a—ay)
b—a)b—ay)..(b—as)
opana znaménka. Druhy vyraz je kladny. Kazdy faktg@rwnim vyrazu je zaporny. Musi
tedy existovat lichy peet takovychto faktar, tj. sje liché. Jestliz¢ (a) - f(b) > 0, musi byt

s sudé (jestli jes > 0). Tim je Wta dokazana.

4.2.ROLLEOVA YV ETA

Nech' a a b, a < b jsou dva #zné bezprosédre za sebou jdouci Keny rovnice
f(x) = 0. Zgeometrického hlediska je jasné, Ze na interga, b) existuje alespo jeden

bodx = &, pro ktery platf'(¢) = 0,tj. f'(x) = 0 ma alespi jeden kden na interval{a, b).

N '551%;2‘%3 X

Obr. 2 Rolleova véta

Véta 4.2.1.Mezi d¢ma niznymi bezprosédre za sebou jdoucimi Keny rovnicef (x) = 0
lezi lichy pa@et realnych keéen: rovnicef'(x) = 0. Pritom kazdy ké&en rovnicef’(x) = 0 je

nutné paitat s pislusnou nasobnosti.
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Dukaz: Necli je a < b. Nech’ je a r-ndsobny @ s-nasobny ki&en rovnicef (x) = 0. Potom
muzeme psat
f&x)=x—-a)" - (x—b)g(x),
kdeg(a) # 0,g(b) # 0. Cislag(a) ag(b) maji stejna znaménka, jinak b intervalu(a, b)
leZel dalSi kéen rovnicef (x) = 0 a oba keéeny by nenasledovaly bezpriestre za sebot
ZapiSme derivaci

f)=rGx-a) " (x—b)gl)+sx—b)*'(x—-a)glx)+(x—a)(x—b)’g'(x) =
=(x—a) '(x=b)*[r(x = Db)g() +s(x —)g(x) + (x —a)(x = b) - g'(X)].

Rovnicef’(x) = 0 ma uvnit intervalu(a, b) koren jentehdy, jestlize tam ma ken rovnic:
p(x) =r(x—-b)gx) +s(x —a)g(x) + (x —a)(x —b)g'(x) =0

Je vSak p(a) =r(a—b)g(a),p(b) =s(b—a)g(b). Tato ¢isla maji nejspiS opaa

znaménka, tjp(a)p(b) < 0. Podle ¥ty 4.1.2. leZi tedy v interval(a, b) lichy paiet kareni

rovnicep(x) = 0 a tedy i rovnicef"(x) = 0. Tim je Wta dokazana.

Ty

E

Obr. 3 Vyznam Rolleovy véty

Michel Rolle

Michel Rolle se narodil 21ubna 1652 Ambert ve
Francii. Mél jen malé Skolni vzthni a vetSinou byl samoul
Pracoval jako asistentdkolika advokat kolem Ambertu. V roc
1675 odeSel do R#&e, kde pracoval jako pisa patar. V roce
1685 byl zvolen zélena Académie Royal des Scien@ v roce

1699 se stal v Akademii geometrem s penzlle se zabyval




diofantickymi rovnicemi, algebrou a také geometAublikoval praci "Traité d'algebre” o
teorii rovnic. Rolle je ale dnes zndm spiSe dikjeRw véte, kterou publikoval v knize v roce
1691. Pro jeji dkaz pouZzil Huddeovu metodu. Rolle takisgl k rozvoji aritmetiky. Mimo
jiné zaved| ozn&ni n-té odmocniny dsla x a zavedl pravidlo, Ze pokud je a > b, pak-b
a. Michel Rolle zerel 8.listopadu 1719 v F#&i.
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Véta 4.2.2.Jestlize rovnicef(x) = 0 n-tého stup& ma n rznych reélnych ke@rni, potom
rovnicef’(x) = 0 ma pesre n-1 realnych keéeni a koeny rovnicef (x) = 0 oddluji koreny

rovnicef’(x) = 0.

Véta 4.2.3.Mezi d¥ma za sebou jdoucimiizznymi k@eny rovnicef (x) = 0 lezi nanejvys

jeden ka@en rovnicef (x) = 0. Tento kéen je potom nevyhnutelfednoduchy.

Dukaz: Necli dva za sebou jdouci kny rovnicef’(x) = 0 jsoué; < &,. Kdyby mezi¢isly
1, &, lezely dva izné kdeny rovnicef (x) = 0, feknéme y, y,, musel by podle &ty 4.2.1.
leZet v intervalu(y,,y,) dalSi kden rovnicef’(x) =0 a kadeny &;,¢, by nenéasledovaly
bezprostedre za sebou.

Kdyby kaeny, lezici mezié;, &, byl vicenasobny, platilo by’(y) = 0. A koren &,

rovnicef’(x) = 0 by ot nenésledoval bezpréstre za kadenemé,. Tim je Wta dokazana.

Véta 4.2.4.Nech’ poacet realnych kéeni rovnicef (x) = 0 je r. Potom ma rovnicg (x) = 0

alespai r-1 realnych keeni. Pritom koeny obou rovnic pitdme s pislusnou nasobnosti.
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Dtkaz: Necli rovnice f(x) = 0 ma gesre k raznych realnych kieni a; < a, < - < a;
nasobnostily, A,, ..., 4. Tedy A, + A, + -+ A, =7r. Rovnice f'(x) =0 ma ¢&islo a,
(A4, — 1)-nsobny keen,a, ma(1, — 1)-ndsobny keen, ...q;, ma(A, — 1)- nasobny kien.
V bodechay, ay, ...,a; méa tedyf'(x) =0 pieskt (41— D+A,—D++UA,—1) =
r — k koreni. Uvnitt kazdého intervala;,, a;), (a3, a3), ..., (ax—1 @) l€zi podle ¥ty 4.2.1.
alespa jeden kden rovnicef’(x) = 0. Takto ziskame alespdc — 1 dalSich kéeni rovnice

f'(x) = 0. Mame tedy alespio(r — k) + (k — 1) = r — 1 reélnych keeni rovnicef’(x) = 0.

Véta 4.2.5.Nech’ ma rovnicef’(x) = 0 praw s realnych kéeni. Potom rovnicef(x) = 0
ma nejvics + 1 realnych keeni. Pritom koeny obou rovnic péitame s pisluSnymi

nasobnostmi.

Dukaz: Kdyby rovnicef (x) = 0 méla s + 2 nebo vice realnych keni, vyplyvalo by z ¥ty
4.2.4., Ze rovnicef'(x) =0 m& alespd s+ 1 realnych koem, to je vrozporu
s predpokladem.

Véta 4.2.6. Nechr pocet kladnych ke&eni rovnice f(x) =0 (pocitano s gisluSnymi
nasobnostmi) je r. Potom mé& rovni¢&(x) = 0 alespa r — 1 kladnych keéeni (pocitdno

s prisluSnou nasobnosti).

Dukaz této ¥ty je opakovanim wkazu &ty 4.2.4., picemZza; < a, < -+ < ai hyni zn&i

vSechny #izné kladné kieny rovnicef (x) = 0.

4.3.VYSETRENIi PRUBEHU POLYNOM U

Pfi hledani realnych keni algebraické rovnicg(x) = 0 je velmi dilezité sestrojit

pokud mozno spolehlivy graf funkcg = f(x). Jak takovy graf sestrojit, je nam znamée.

Rysovani kivky grafu krok za krokem je vSak zdlouhavé a smade niZe stat, Ze graf
sestrojime chybh

Vysvétlime to na pikladu. Sestrojme graf funkce

y = f(x) =6x*—3x3—-5x>+3x—4
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Sestrojme tabulku hodnot:

V piipadt, Ze tyto hodnoty naneseme do grafu, dostanemez®zi bod, které odpovidaji
grafu paraboly. Ve skuteosti tomu tak ale neni, lepSi #eprEjSi analyza ukaze, Zdika
ma jiny tvar.

O tom, jak graf vypada, vypovidaji ty body, ve ktdr se graf ,ohyba“. Véchto
bodech je téna pravdpodobré rovnolEzna s osow. S jistotou nizemefict, Ze tyto body
jsou pro tvorbu grafu mnohentilézitéjSi, nez ty zaznamenané v tabulce.

Z obrazku je téz patrné, Ze dkg patici k tmto bodim &li osux na intervaly, ve
kterych Kivka stale stoupa, nebo stale klesad. Pokusme se nefdfive najit metodu na
hledani &chto intervad.

Nejprve si odvodimétyti pomocné ¥ty, abychom mohli tlohu wgSit.

Lemma 1.(Tzv. ¥ta o stedni hodnaf) Neclr f(x) je libovolny polynom da, b) libovolny

interval. Potom uvnitintervalu(a, b) lezi alespf jeden bodt, pro ktery plati

FBO) —f@=0b-a)f©), t.f@E =D

b—a
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f(a)4

: i :
] : b

=

Obr. 4 Véta o stfedni hodnoté

Dukaz: Dikaz provedeme za pomoci Rolleovyty, kterou potebujeme v této podeéb
Jestlize se polynon¥ (x) rovna nule ve dvou bodech, b, tj. F(a) = F(b) = 0, existuje
uvnitt intervalu(a, b) alespa@ jeden bod, v kterém jeF’(¢) = 0.

Sestrojme tedy polynom

F(x) = f(x) = f(@) = ;= [f(B) = f(a)].

Pro tento polynomiejme plati F(a) = F(b) = 0. Jeho derivace je

. . f)-r
F/(0) = f00) - FE=

Podle Rolleovy ¥ty existuje takovy bod,a < & < b,Ze F'(¢§) = 0. Tedy

, (v)-
0=f© L

Tim je lemma dokazéano.

Lemma 2. Nech’ f(x) je polynom alesppprvniho stupd. Nech' na intervalu(a, b) plati
f'(x) = 0. Potom pro kazdé dva body, x,, pro které jea < x; < x, < b, plati vztah

f(x1) < f(x2).

Dukaz: Zvolmecisla x; a x, pevna. Zlemmatu 1 vyplyva, Ze existuje takovy hbéd

X <E<X,, zef(x)-f(x)= f(&)Ux,— x). Jakmilex, —x; >0, f'(&) =0, dostdvame
nejprve f(x,) — f(x1) = 0,tj. f(x1) < f(x,). Nyni ukdZzeme, Ze znameénko rovnosti zde
nemize platit. Zvolime libovolny bod, mezi bodyx; a x,, tedy x; < xy < x,. Jakmile
aplikujeme lemma 1 na intervék,, x,), dostavame analogickfi(x;) < f(x,). Jestlize ho
aplikuieme na interval (xy,x;), dostavame f(xy) < f(x,). Souhrng tedy

f(x) < f(x)< f(x). Kdyby platilo f(x;) = f(x;), platil by pro vSechny bodyz intervalu
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(x1,x2) vztah f(x;) = f(x) = f(x,). To znamena: Rovnicg¢(x) — f(x;) =0 by mela

nekoné&né¢ mnoho kdeni. Polynomf (x) je tedy rovny konstantnimu polynonfix,). To je

v rozporu s pedpokladem, 2¢(x) je alespa prvniho stupé. Tim je lemma 2 dok&zano.
Tvrzeni pomocnédty 2 mizeme striiné vyjadiit slovy ,polynom f(x) je (za naseho

predpokladu) na interva{ua, b) rostouci funkci.

Lemma 3. Necl’ f(x) je polynom alesppprvniho stupd. Nech' na intervalu(a, b) plati

f'(x) <0. Potom pro kazdé dva body;,x, pro které je a <x; <x, <b,plati
F () > ().

Dikaz bychom provedli obdobknako u lemmatu 2.
Struné bychomtekli ,Jestlize na interval(a, b) je f'(x) <0, potom je polynom

f(x) na intervalia, b) klesajici funkci.

Lemma 4. Nechr g(x) je polynom. Neahf;, 3, jsou dva za sebou bezpratre jdouci

koreny rovniceg(x) = 0. Potom m&y(x) na celém intervaldg;, B,) stejné znaménko.

Dukaz: Podle pedpokladu je v kazdém beéd intervalu (B, £2), g(x) # 0. Predpokladejme,
Ze by existovala dvtakovacisla y;,y,, 81 < vi <V2 < B2, 2€ g(y1)a g(y,) maji op&na

znaménka. Podleéty 3 by potom existoval takovy bégdy; < § < y,, pro ktery by platilo
g(8) =0. To je vrozporu sigdpokladem. Proto je na celém intervdl@,,S,) bud

g(x) <0, nebog(x) > 0.

Definice: Rekneme, Ze polynofi{x) ma v bod a lokalni maximum, jestlize existuje takové

cislo k > 0, ze pro viechna # a z intervalu(a — k,a + k) je f(x) < f(a). Rekneme, Ze
f(x) ma v bod a lokalni minimum, jestlize existuje takaitélo k > 0, Ze pro vSechna # a

z intervalu(a — k,a + k) je f(x) > f(a).

Lokdlni maxima a minima nazyvame spolgm jménem lokalni extrémy. Nutn&

podminka pro to, aby &h polynom f(x) v bo x = a lokalni extrém, je spbmi vztahu

f'(a) = 0.
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Jestlizef'(a) = 0, méa Kivkay = f(x) v boct [a, f(a)] tecnu rovnokéznou s osour.
Jednoduché ifklady vSak ukazuji, ze v takovém lodemusi mit polynomy (x) lokélni
extrem.

M¢éjme polynomf (x), ktery je alespid druhého stuph Sestrojme rovnicg’(x) = 0.
Nech’ B; < B, < -+ < BB, jsou izné realné kieny této rovnice. Tyto body ro&dji osux na
s + 1 ¢asti tak, Ze v kazdém z otewmych interval

Jo = (=%,B1),J1 = (B1, B2).J2 = (B2, B3), 1 Js—1 = (Bs—1, Bs), Js = (Bs, )
maf’(x) (podle pomocnédty 4) stéle stejné znaménko. Podle lemmat 2 a&dg v kazdém
z intervah

Jo = (=0, B1),J1 = (B1, B2).J2 = (B2, B3), ., Js = (Bs, )
funkce f rostouci nebo klesajici (podle toho jestli je aimvaném intervalfi’(x) > 0 nebo
f(x) <0).
Uvazujme o bodu = f; aiintervalechj,_;, aJ, (< i <s).
a) Jestlize v obou intervalegh_, a J, je funkcef(x) rostouci nebo v obou intervalech
klesajici, nemg (x) v bodt x = S; lokalni extrém.
b) Jestlize vJ,_, funkce roste a v intervaly, funkce klesa, m&(x) v bodt x = f;
lokalni maximum.
c) Jestlize vintervaly,_; funkce klesa a v intervaly, funkce roste, m&(x) v bod

x = f; lokalni minimum.

Priklad: VySetete piibgh funkcef (x) = x* — 2x? + 5.

Rovnicef’(x) = 4x* — 4x = 0 ma kdenyp; = —-1,5, = 0,83 = 1.

Musime vySdit intervaly

Jo = (=%,-1),]J; = (=1,0),J; = (0,1),]5 = (1, ).

(=0, —1) (=1,0) 0,1) (1, )

f(x)<0 f(x)>0 f(x)<0 f(x)>0

Funkce ma tedy v bodeehl, 1 lokalni minimum, Wisle 0 ma lokalni maximum.
V bodechd = [0,—2] B = [—1,-3] C = [1,—3] ma funkce horizontalni ¢ay.




B=[-1.-3] c=[1.-3]

Nyni miZeme takéici o poloze nulovych badpolynomuf(x), jestlize zname keny
rovnicef’(x) = 0.

a) Cislo g; (I1<i<s) miZe byt kdenem rovnicef(x) = 0. To nastane jen tehdy,
jestlize jep; alesp@ dvojnasobnym kienem rovnicef (x) = 0. Zjistime tedy, které
z ¢isel B; jsou kdeny rovnicef (x) = 0. Nejjednodussi to bude dosazenim.

b) Podle ety 4.2.3. lezi v kazdém z intervaJ,, /;, ..., Jsbud’ jeden (jednoduchy) nebo
Zadny kden rovnicef (x) = 0. Neclt | < i < s — 1. Potom je gejmé: Jestlif (8;41) -
f(B) <0, lezi v intervaly; jediny kaen; jestlif (B;+1) - f(B;) = 0, nelezi vJ; Zadny
koren. Abychom zjistili, zda v intervalfy lezi rgjaky koren, st&i vySetit znameénko

f(A) - f(By) (resp.f(Bs) - f(B)), kde A (resp. B) je dost velké zaporné (kladné)
¢islo.

Priklad: Kolik kofeni bude mit rovnice v zavislosti na hod&sisladpc?

1
§x5—3x3+c=0

Derivace polynomuf (x) = %xS —3x3+c=0 jef(x) =x*—9x? = x?(x* - 9).

Rovnicef’(x) = 0 méa tyto kdeny:x; = =3, x, =0, x3 = 3.
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(=0, -3) (=3,0) (0,3) (3,0)

Pokud ¢ = 0, potom ma rovnice jeden trojnasobnyidw, kterym jecislo 0 a dalSi dva
koreny.

Pokud0 < ¢ < % potom ma rovniceritkoreny v intervalect{—oo, —3), (0, 3), (3, ).

Pokudc = 1—22, ma rovnice jeden dvojnasobnyika, ¢islo 3 a jeden dalSi Ken v intervalu
(=0, -3).

Pokud 1—;’2 < ¢ < o0, ma rovnice jeden redlny f&n v intervalu(—oo, —3).

Pokudc = —1—:2, ma rovnice jeden dvojnasobnyika, kterym jeislo —3 a jeden dalSi ken

v intervalu(3, o).

Pokud—l—;’2 < ¢ < 0, potom ma rovnicefitjednoduché kieny, ty se nachazeji v intervalech
(—o0,-3),(=3,0), (3, ).

Pokud—oo < ¢ < —%, ma rovnice jeden realny kn v intervalu(3, o).
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Nakonec si vSimg&me, jaky geometricky vyznam ma okolnost,Ze a je vicenasobnym
kofenem rovniceg (x) = 0.

Jestli ma rovniceg (x) = 0 koren x = a, znamena to, Zetikka y = f(x) protind osux
v bod x = a. Ptame se, jaky geometricky vyznam ma fakt, Zeeka = a je r-nasobnym
kotenem rovnicef (x) = 0, tj. Zze platif(a) = f(a) == fTV(a) =0, ale f"(a) #
0 (r = 2). V tomto gipact sef (x) da podle Taylorovydty psat ve tvaru

fxX)=(x—a)" [%f(r)(a) + ;f(r”)(a)(x —@) + -+ %f(n)(a)h”_r].

(r+1)!

Pro hodnotu funkce v bédc = ¢ + h dostavame:

1
(r+1)!

fla+h)=h" [%f(r)(a) + f(”'l)(a)h 4ot %f(n)(a)h"_r]_

Jestlize|h| # 0 je dostaténé malé, ma hranata zavorka to samé znaménko jako

fO@.
a) Nechlt’ r je sudé; potom jei” vzdy kladné.f(a + h) ma to samé znaménko jako
fM(a). Jestlize f™(a) > 0, existuje k >0, 7e pro vSechna # a zintervalu
(a —k,a+k)jef(x)>0=f(a). Funkcef (x) ma v bod x = a lokalni minimum.
Jestlizef ™ (a) < 0 je pro viechnar # a zintervalu(a —k,a +k) f(x) <0=
f(a), tj (x) ma vbod x = a lokalni maximum. Kvka y = f(x) ma v obou
piipadech v bodl [a, 0] horizontalni ténu rovnolZznou s osoux. Nastava jedna

Z moznosti znazo#énych na obrazku.

J

BIAO x ARG

EELZVaN z BRI

|

Obr. 5
b) Nech je r liché. Jestlizeh > 0, ma f(a + h) ma to samé znaménko jakd™ (a);
jestlizeh < 0, maf (a + h) ma op&né znaménko nef™ (a).
Necht f™(a) > 0. Potom existujét > 0, Ze na intervalla — k, @) je f(x) <0 = f(a) a
na intervalu(a, @ + k) je f(x) > 0 = f(a). Polynomf(x) nema v bod a lokalni extrém.
Jestlizef ™ (a) < 0, je situace obracena a ani v tomtdppct nemaf(x) v bodk x = a
lokalni extrém.
V obou €chto gipadech maikvka y = f(x) v bod x = a horizontalni ténu a nastava

jedna z moznosti znazamych na pedchozim obrazku.
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Priklad: Najcte lokalni extrém kvky, narysujte graf a udejte pet realnych keen.

y=x*—4x3-7.

y=x*—4x3-7
f(x) = 4x3 — 12x%

4x3 — 12x?% =

4x2(x—3)=0
x; =0
X, =3

Rovnice f'(x) = 4x3—12x?> ma& kdeny x, =0,x, = 3. Musime vy3eit intervaly
(—OO, 0)' (0,3), (3, OO)

(—oo,O)\ (0,3) \ (3,)
NN |

Funkcey = f(x) = x* — 4x® — 7 ma& v bod 3 lokalni minimum s hodnotofi(3) = —34 a
ma dva realné Keny.
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4.4, ZEVSEOBECNENI NA RACIONALNI FUNKCE

Pro numerick&eSeni rovniceg (x) = 0, kde f je polynom, je¢asto vyhodné igvést

rovnici na takovy tvar, ve které se objevuji podipolynomi. Napgiklad rovnice

. . ] 3 4 : L1
x> +3x—1= 0 je ekvivalentni s rovnick + ~—— = 0 nebo take s rovniof — —— =0

Budeme se podrobji zabyvat funkcemi ve tvaryf(x) =%, kde h a g jsou

polynomy. Takovéto funkce nazyvame racionalnimkfiemi.

Racionalni funkc% je definovana ve vSech bodech, ve kterych je jmatsb izny

. . AP -1 . . . « rr
od nuly. Napiklad racionalni funkce;zT je definovana pro vsechna komplextisla

,oe v . . . s1 s x—1 . . , « , .
s vyjimkou ¢isel i a-i. Racionalni funkc% je definovana pro vSechna komplexisla

s vyjimkoucisell a—1.

V mnoha pipadech nebudeme pracovat s celou mnozinou, na ieefunkce%

definovana, ale jen s jistym realnym intervalenstliee fekneme, Ze racionalni funk\%x’% je
definovana na interval(a, b), bude to znamenat, Ze na celém intervalw) je h(x) # 0.

(Jestlize maji polynomy, h realné koeficienty, znamena to, Ze na celém iateria, b) je

h(x) stale kladné nebo stale zaporné.)

Definice: Derivaci racionalni funkce% definované na djaké mnozia M rozumime

((Dh(x)-gx)h'(x)
h?(x)

racionalni funkc? (ktera je definovana na té samé mnegin

Pri takto zavedené definici derivace dostanemeipaot h(x) = 1 vztah (%) =g . Jestli

plati f; = %,fz = i—z, potom (f,f2)" = fif, + f.f,. Dikaz tohoto tvrzeni vyplyva #thto
1 2

vypocta:

. _ (9192 _ 1 , _ A _ g1=g1h1 g2 | Gah2=02hp g1
(fif2) = (hlhz) = [(9192) " h1hy — g192(h1hy)] = 2 hy + 2

Primym vypcditem se také ifeswdcime, Ze plati i pravidlo o derivovani sow:
(fi+f)="f+f,
Budeme pedpokladat, Zef je racionalni funkce definovana Ra, b), pficemz se

omezime naifpad, Zeg a h jsou polynomy s realnymi koeficienty.
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ProtoZze nulové body(x) = % na{a, b) jsou totoZzné s nulovymi body polynomu

g(x) (ah(x) ma naa, b) stéle stejné znaménko).
Nech a; < a, jsou dva za sebou jdouci nulové body funkde) (tj. polynomu

(x—a1)" (x—az)° gy (x)

g(x)). Potom nizeme psaf (x) = -

, v =1,5s > 1, kdeg, (x) je polynom a

g1(x)

g1(a1) #0,g:(ay) # 0. Ozn&ime-li Py

= g,(x), je g,(x) raciondlni funkce &isla

g2(a,), g, (a;) maji stejna znaménka. Protoze pro racionalni fankati pravidlo o derivaci
sowinu, mizeme vypeitat derivacif (x) = (x — a;)" (x — a)*.

Plati tato ¥ta: Jestlize se racionalni funkce f rovna nule v kogicbwbodech intervalu
(a,b) (na kterém je definovana), potom existuje na iurglker (a, b) alespa jeden bod¢,
v kterém jef"(¢) = 0.

Pro racionalni funkce plati také&ta o stedni hodnat Neclr f je racionalni funkce
definovana na uza@&eném intervalda, b). Potom na intervala, b) existuje alespdjedno
takovécislo &, zef' (&) - (b — a) = f(b) — f(a).

Nech’ a;, a,,ds, ...

by, by, bs, ..

jsou dv¥ konvergentni posloupnosti a néclim a, = a lim b, = b Potom plati:
a) Posloupnosta,+b4,a,+b,,a;+bs, ... je konvergentni a jeji limita jéislo a + b. Ve
vzorcich:lim(a, +b) =lim g, +lim h,
b) Posloupnosti, by, a,b,, asbs, ... je konvergentni a jeji limita jéislo ab. Ve vzorcich:

lim(a, b) =lim a,im b,

c) Jestlizeb # 0, potom od jistého indexu, je b, # 0. Posloupnost —ZROI_ZMH'
no nog+1
lim a,
Itz | konverguije a jeji limita jéislo 2. To zapigemém Ll =2==—,
bno+2 b Xoe bn lim bn

X - 00

Lemma 1. Nech f(x) = % je racionalni funkce definovana na intervalu, b). Nech’

vSechnycleny konvergentni posloupnost, a,, as, ... 1ezi na intervalia, b) a lima, =a.
X - 00

Potom posloupnosisel f (a,), f (a3), f (a3), ... Konverguje a ma za limitislo f (a).
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Dukaz: Z lemmatu 4 vyplyva, Ze posloupnasfir,), g(as), ..., h(ay), h(ay), ... konverguji a
jejich limita je ¢islo g(a), resp.h(a). Lehce se dokaze, Ze badspadne do interval(u, b).
h(a) # 0 (f je na(a, b) definované).

Ila1) glaz) g(az)

Z tvrzenic vyplyva, 7 [ nost—, , , ... konverguj ma za limit
enic vyplyva, Ze posloupnost =, 7=, o= onverguje a ma za u
éislo% = f(a). Tim je lemma dokazéano.

4.5.SEPARACE KORENU

Dulezitym pojmem @ feSeni rovnic je tzv. separacedni. Jde o hledani interiaha
¢iselné ose, ve kterych lezi jen jeden realngkalané rovnice.
Napriklad rovnice x* —6x2 +8 =0 ma vzdy jeden ken v &chto intervalech:

(-3,-2),(=V3,-1),(1,V3), (2,3).

Separace keni se d& provést okaméjtjakmile mame spolehlivy graf. Jak uz bylo

feteno, to neni vzdy jednoduché a spolehlivy graf dyie hledani kieni rovnicef (x) = 0
stupré n — 1. Pron > 5 stojime ped problémem. U rovnic vysSich stipnemiZzu atekavat
pomoc od grafu.

Jestli f(x) =x"+a;x" '+ .. +a,=0 je dand rovnice a jestli poloZzime

A=max(a,...|a|) potom prolx| > A + 1 je vZdy|f(x)| > 0. Z toho vyplyva:

Véta 4.5.1. Nechr’ f(x) =x"+a;x"" 1 +--+a, =0 je rovnice sredlnymi koeficienty.
PoloZzmed = max (|a4], ..., |a,|). Potom vSechny realné #any rovnice
fxX)=x"+a;x" 1+ +a,=0Ilezivintervalu(-4 —1, A + 1).
Uvazujme o rovnici

f)=x"—x"1—x"2—-...—1=0

Podle ¥ty 4.5.1. lezi kazdy ken f(x) =0 vintervalu (—2,2). Nech’ je dané

£,0 < & < 1. Ukazeme, Ze pro dost velkéma tato rovnice k@n v intervalu(2 — ¢, 2). Pro

Je tedyf(2) =1,f(2—¢) =
velkén je pravapodobrg 1 — (2 — &)™ < 0; protof(2 — €) < 0. Existuji tedy rovnice typu

x"-1 _ x™M(x-2)+1
x=1 x-1

1—-g(2-&)"
1-¢

. Pro dost

x#1je f(x)=x"—

fx) =xm —x™"1 —x""2 —...— 1 =0, které maji redlny ken v libovolré Gizkém intervalu
(2-¢2).
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U rozmanitych pipadi miZzeme pouZzit vyhodisi vétu pro odhad polohy kena.

Véta 4.5.2. Neclr ap,1<k<n, je prvni zaporny koeficient v rovnici
f(x)=xX"+g X" +..+ 3 = 0(majici redlné koeficienty). NetHB je nej¢tsi z absolutnich
hodnot zapornych koeficientrovnice f(x) = x™ + a;x" 1 + -+ a, = 0. Potom kazdy

realny ka'en rovnicef (x) = x™ + a;x™ 1 + -+ a, = 0 je mensi ne#islo1 + ¥/B.

Dtikaz: Prox > 1 jex* 1 > (x — 1)k1,

Prox > 1 je tedy

n—k+1_
fFO)=x"+ax™ T+ ta, =x"—BE 4+ x4+ 1) ="~ BT — 1 _
n_ xn—k+1 i n_ XM > o1 xn _ XN _ Kk
x B x—1 + x—1 > X B (x—1)xk-1 — x B (x-1k ~ (x-1)k [(x 1) B]'

Pro x> 1+ YB je hranatd z&vorka nezaporna. Je tgdy) > 0. Tim je Wta

dokéazéana.

Priklad: M&me rovnicix® + 2x* + 3x3 —32x2+ 7x + 15 =0

Zde jek =3, B=32.
KaZdy reélny kéen je tedy mensi nez+ 3/32 < 4,17.
Abychom nasli dolni ohradéni pro zdporné Keny nasi rovnice, dodane x = —y a
hledejme horni ohra&éeni pro kdeny vzniklé rovnice
y5 —2y*+3y3+32y2+ 7y —15=0.

Zde jek =1, B = 15.
Kazdy kladny kéen této rovnice je mensi néz- 15 = 16.
VSechny realné keny nasi rovnice lezi v interva(a-16; 4,17).

Ze Wta 4.5.1. niZe byt nevyhodnd, ukazuje okolnost, Ze pro rf8dan udava jen to,

Ze vSechny realné keny lezZi v interval—33, 33).
Mnohem vyhodgjSi pii numerickych vypétech byva nasledujicita:
Véta 4.5.3.Nech’ ¢ > 0 je takovéislo, Zzef (c) > 0 a vSechnaisla f'(c), f~(c), ..., f ™ (c)

jsou nezaporna. Potom kazdy kladnyeéto rovnicef (x) = x™ + a;x™ 1 +--+a, =0 je

mensi ne#isloc.
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Duikaz: Rovnicef (x) = 0 se d& zapsat i v tomto tvaru:

fl+52

Z nasSich pedpoklad je prox > c leva strana jist> 0. Proto neexistuje realny ken> c.

. m)
f (C)(x_C)Z + ...+¥(x_c)n = 0.

2!

(x—c)+

Priklad: Uvazujme o rovnick® + 2x* + 3x3 —32x2+ 7x + 25 =10

Jednotlivé koeficienty Taylorova rozvojeditame pomoci Hornerova schématu. Mame:

5 2 3 -32 7 25

5 7 10 —22 —15 10 = f(1)

JelikoZzf (1) < 0, nebudeme déle piat, ale zkusime = 2.

5 2 3 —-32 7 25
5 12 27 22 51 127 =f(2)

Ze stavby tohoto schématu je &tidze vSechny derivace jsou kladné. Prot@eme tvrdit, Ze
vSechny realné keny nasi rovnice jsod 2.

Hledejme dolni ohrateni pro zaporné Keny.
Sestrojime proto Hornerovo schéma pro polynom- 2y* + 3y3 + 32y%2 + 7y — 25 = 0.

Zkusmec = 1. Mame:

1 -2 3 32 7 -25
1 -1 2 34 41 16
1 0 2 36 77

1 1 3 39

1 2 5

1 3

1

VSechny koeficienty jsou nezaporné. VSechnkekg pivodni rovnice jsou tedy —1.

Souhrn: VSechny realné keny nasi rovnice lezi v interva{y-1, 2).
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4.5.1. DESCARTOVA VETA

Uvedené ¥ty nAm umoznily najit intervaly, ve kterych se naoii vSechny reélné
koreny dané rovnice. Vykonat separaci nam velicedillelv. Descartovo pravilo.

M¢me polynom (nebo rovnici) s realnymi koeficientigteré usp&adame podle
klesajicich mocnin a v kterém nevypisujem#eny s koeficientem nuld&kekneme, Ze mezi
dvéma za sebou jdoucimileny polynomu je znaménkova #na, jestli koeficienty obou
¢leni maji op&nd znaménka. Nap vrovnici x°> —6x3 +5x%2+4x—7 =0 jsou fi
znaménkové zemy.

Patet znaménkovych zén Uzce souvisi s gem kladnych keni dané rovnice.

Napiklad linearni rovnicec +a = 0

1. Jestlia > 0, nemame zZadnou znaménkovoué¢mm a rovnice nema kladny
koten.

2. Jestlia < 0, mame jednu znaménkovou &mu a rovnice ma jeden kladny
koren.

Uvazujme o kvadratické rovnigi? + ax +b =0

1. Jestlia > 0,b > 0, neni znaménkova zfma a rovnice nema kladny iem.

2. Jestlia < 0,b > 0, jsou v rovnici d¢ znaménkoveé zemy a rovnice bd nema
Zzadny, nebo ma dva kladnérkay.

3. Jestlia > 0,b < 0, m& rovnice jednu znaménkovou &m a rovnice maipsré
jeden kladny kgen.

4. Jestlia < 0,b < 0, ma rovnice jednu znaménkovou &m a rovnice ma ap

piesré jeden kladny kien.

Véta 4.5.1.1.(Descartova sta) Pa‘et kladnych kéeni rovnicef(x) = 0 je bu/ roven pa@tu
znaménkovych zm v polynomuf(x) nebo je o sudy pet mensSi r-nasobny ken

povazujeme za r stejnych/kou.

M¢gjme rovnicif (x) = agx™ + a;x™ 1 + -+ a, = 0,a, > 0.
a) Nech’ a, > 0. Potom je pdet znaménkovych zén v f(x) bud nula, nebo sudé

piirozenécislo. Schéma znamének totiZaa znaménkem + a kdinznaménkem

+. At je mezi nimi jakykoliv péet zapornych znamének, jedeb znameénkovych
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zmen sudy. Vtomto fipact je déle f(0) =a, >0 a pro dostata¢ velké
x =A >0 za kterym uZ nejsou keny, je f(A) > 0. Mezi 0 a A je tedy hdi
Zadny kden, nebo je tam sudy pet karen.

b) Nech a, <0. Potom se pomoci analogické uvahy dokaze, Ze&etpo
znaménkovych zgm je lichy, steji jako pa@et ka'en.

Patet znaménkovych zén a pdet kladnych kéeni jsou ¢isla, ktera jsou absuda

nebo ok lich4 €islo nula povaZzujeme za sudé).

Dukaz: Redpokladejme, Ze naSéta je spravna pro vSechny rovnice mensiho stuyain.
Uké&Zeme, Ze je spravnd i pro rovnice stupn

Dukaz provedeme néjno. Uvazujme, Ze jedta spravna pro vSechny rovningého
stupré. Potom existuje alespojedna rovnicen-tého stups f(x) = 0, ktera ma sicep
znaménkovych zgm, ale nem& nebop — 2k, k je celé nezaporné Cislo kladnych kaen.
Jestlize je peet znmen a pdet kladnych kéeni stejné parity (bdi jsou ol suda, nebo ab
lichd), musela by mit rovnicg(x) = 0 alespa p + 2 kladnych kdeni.

Sestrojme si rovnicif’(x) = 0, ktera ma stupen — 1. Derivaci se p&et znen
nemize z\¥tSit. Tato rovnice by tedy &a p nebo méa zmen. Z Wty 4.2.6. vSak vyplyva, ze
rovnice f'(x) = 0 ma alespd p + 1 kladnych kdeni. To je vrozporu siedpokladem,
protoZe pro rovnice stupm — 1 jsme gedpokladali, Ze peet kladnych kéem (kterych je
alespa p + 1) se rovna p&tu zmen (tj. p) nebo je o sudy pet mensi (tjp — 2k). Tim je

véta dokazana.

Priklad: Separujte kieny rovnice

f(x)=x*—5x2+8x—-8=0

Tato rovnice mait znaménkové zeémy. Pomoci Descartovyety mizeme tedyici, Zze
rovnice ma 3, nebo 1 kladnyiem. To je zatim vSe, co vime. Tim vSak separacehwtava.
PouZijeme proto Descartovietu vicekrat, aby bylo mozné separaci vykonat a ¢z b
grafického znazormi.

Ptejme se, kolik k@ni ma rovnice v intervalul,c). Za tim @&elem dosadime
x =14y a budeme se ptat, kolik kladnychi&nl ma vznikla rovnice . Je Zejme, ze
kazdému kladnémy odpovidéx lezici v intervalu(1, ). Rovnici f(1 + y) = 0 sestavime

pomoci Hornerova schématu. Mame:
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Je tedy

fA+y)=y*+4y3+y*+2y—-4=0
Tato rovnice méa jednu znaménkovouérm. Proto bude mit rovnice* — 5x? + 8x —8 = 0
jeden kden v intervalu(1, o). Snadno zjistime, 2¢(1) < 0, f(2) > 0. Rovnice ma tedy
koren, ktery lezi v intervalgl, 2).

Ptejme se, kolik kinmi ma rovnice v intervall0,1). To zjistime tak, Ze zavedeme

substitucix = ﬁ Je ¥ejmé, Ze kdyz se& méni od 0 do oo, x se ngni od 1 do 0. To

T . 1 v oy . . o . oz
znamena, Ze sestavime rovnﬁ{m) = 0 a vySetime, kolik kladnych keni ma vznikla

rovnice. Dosd&me:
4 2

f(1-1}-2>=(1-1}-z> _5<1J1rz> +8<1J1rz)_8=0

Toto dosazeni vykoname pomoci Hornerova schémakty Za napiSeme koeficienty

v obraceném pgadi a sestrojime Hornerovo schéntdstem1.

8 -16 -29
8 24
-8

Rovnice bude:
—8z%* — 2473 —-2922—-182—4=0
Dnes bychom pro tyto vygty vyuzili spiSe poitacovych program.
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Tato rovnice nema Zadnou znaménkovowmm to znamena, Ze nebude mit Zadnieko
v intervalu(0,1).

Ptame se, kolik ma rovnice zapornychrdwmi. K tomu stéi zavést substituce = —u
a zjistit, kolik kladnych keeni ma tato vznikla rovnice

f(—w) =u*-5u?-8u—4=0.

Tato rovnice ma jednu znaménkovou ¢rm a tedy jediny kladny Ken. Rovnice
f(x) =x*—5x*+8x—8=0 ma proto jediny zaporny ken. MiZeme zjistit, Ze
f(-2)<0, f(-3)>0. Tento jediny ken bude lezet v intervali+-3, —2).

Souhrnig mame: Rovnicg (x) = x* — 5x% + 8x — 8 = 0 ma jen dva realné keny,
jeden z nich lezi v interval(@l,2) a druhy se nachazi v intervale-3, —2). Tim je separace
uplreé vykonana.

Interval (1, 2), ve kterém lezi ki@n naSi rovnice, iteme libovold zmensit. Zvolime
si libovolnou hodnotu ztohoto intervalu, digglad 1,2 a vypdtem zjistime, Ze

f(1,2)=-3,5264& C f(2) =4, koren se tedy nachéazi v intervald,2;2). Postupnym

opakovanim této Uvahy se dostaneme libavdilizko ke kdenu. Tento postup je vSak

st s

René Descartes se narodil 3¥ebna 1596 v La Haye
ve Francii, v aristokratické rodi) kterd byla katolicky
zalozena. Byl francouzskym filozofem, édoem,
matematikem, fyzikem, fyziologem a myslitelem. oX¥ytv
novowkou koncepci subjektu, byl zakladatelem nekéko
racionalismu a wdeckého objektivismu. Doba, ve které
Descartes Zil byla poznamenanécetiletou valkou, v niz

doSlo ke setu mezifimskokatolickou cirkvi a protestanty.

20 let Zil v liberal@j$im Nizozemi a ze®l ve Svédsku.
Rozhodujicim zjsobem pispel k novovkému pojeti firody jako nekontého, matematicky
propaiitatelného a pedvidatelného univerza. Usiloval o vyteni autonomni filozofie,
opirajici se o suverenitu lidského rozumu a vybadéw pravd, jeZ bydly nespornost pravd
matematickych. Za zakladni princip filozofovanistal bezprostedni evidentnost (jasnost a
zretelnost) poznatku. Pevné vychodisko filozofovélézh pomoci metodické skepse v
sebejistaf mysliciho Ja. Ego interpretovano jako ,myslieic protikladnéd pfirode jako
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.fozprostranené \eci“. Nad obéma substancemi stojfeti, tzv. neomezena substance:#.B
Prirodu chapal jako geometrické tvary a sadnice, jeji poznani se proto usktiteje v
rozumu abstrakci. Byl jednim ze zakladatehalytické geometrie, zaved| pojem funkce a
promenné veléiny a soustavu pravouhlych (kartézskych)raduic, zjednodusil algebru a
analyzu, zavedl novy igob zapisu zngk mocnin. Na R. Descarta bezpresitre navazalo
kartezianstvi, poté zejména B. Spinoza. Svou fyRkdescartes ovlivnil zvlastrancouzsky
materialismus 18. stol., racionalistickym budovarilozofie vytveil jeji vzor pro osvicenstvi
18. — 19. stol. a ve 20. stol. Byl povazovan za atoderniho subjektivismu. Dne 11. unora

1650 zenel ve Svédsku na zapal plic.

4.5.2. STURMOVA VETA

Predpokladejme, ze rovnicf(x) = 0 nema vicenasobné realnéiday a Zef(a) -
f(b) #0. Spolynomyf(x)a f'(x) sestrojme Eukleith algoritmus a to tak, Ze zbytky
zapiSeme se zapornym znaménkem. Ddle si ¢omea f(x) = fo(x)a f'(x) = fi(x).
Dostaneme tentietezec vztaki:
fo(x) = f1(x) - g1(x) — f2(x)
i) = () - g2(x) = f3(x)
f2(x) = f3(x) - g3(x) = fa(x)

fm-2(%) = frn-1(x) * gim-1(x) — frn ()
fm-1(0) = frn (%) - gm (%)
Zbytek f,, (x) je konstantatizna od nuly, jinak by rovnicg(x) = 0 m¢la vicenasobny ken
a to jsme dofedu vyloili.
Systém polynorin

f) = fo(x), f/(x) = f(x), f2(%), .o, frn—1(2), fin ()
nazyvame Sturiv fetézec paitici k polynomuf (x).
Po dosazentisela ab dotetézce
f(x) = folx), f(x) = fix), f(x), e, fn—1(%), fm(x), dostaneme dvuspdaddané soustavy
cisel:
fo(a), fi(@), f2(a), ..., fn(a)
fo(b), f1(B), f2(b), .., fin (D)

Nech’ je paiet znaménkovych zén v soustavack (x),V (a),resp.V(b). Potom plati:
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Véta 4.5.2.1.(Sturmova ¥ta) Nech' jsou spl@né pedpoklady uvedené v textu. Potom se

pocet readlnych keéeni rovnicef (x) = 0 na intervalu(a, b) rovnacisluV(a) — V(b).

Dukaz: Budeme zji%vat, jak se rni ¢islo V(x) s rostoucinmx. Nejdrive si ale vSimneme

n¢kterych vlastnostfetzce

fQ) = fo(x), f(x) = f1(x0), (%), wov, frn—1 (%), fin (X))

a)

b)

Neclht’ pro réjakéx = a ai>1 je f;(a) = 0. Potom je nevyhnutetnf;,,(a) # 0.
Kdyby totiz platilof;(a) = 0 a f;,,(a) = 0, vyplyvalo by ze vztahu

fi-1(x) = fi(x) - 9:(x) — fir1 (X)),
Zze f;_1(a) =0. Zpedchazejiciho vztahu by vyplyvalo, ze fi_,(a) =0 atd.
Opakovanim této uvahy bychom dostafiie) = 0a f'(a) = 0, coz je vrozporu
s p'edpokladem, Zef(x) =0 nema vicenasobné iamy. Podob& vyplyva
z predpokladuf; (a) = 0, Ze jef;_;(a) # 0.
UvaZujme opt o vztahu

fi-1(x) = fi(x) * 9:(x) — fir1 (X).
Necht pro rgéjaké i > 0 je f;(a) = 0. Potom ztohoto vztahu vyplyva_,(a) =
—fir1(@), 1. fi—1(x) afi;+1(x) maji v bod i = a opana znaménka. Z toho vyplyva:
Jestlize zvolimer > 0 dostaténé malé, maji polynomyf;_;(x) a f;;1(x) na celém
intervalu(a — h, a + h) opa&na znaménka.

Ozname znaménkdisla f;,, (@) znakeme. Potomc¢astiettzce

fG) = fo(x), f(x) = f1(x), f2(x), woe, frn—1 (%), fin (%)

mav bodeclr = a — h,x = a,x = a + h tuto znaménkovou zénu:

x e fiea(),  filx)  fir (),
a—nh —& ? €

a —& 0 €
a+h —& ? €

O znameénkuf;(x) v bodecha — h, « + h neumime nidici. AvSak nezavisle
na této okolnosti je fejmé, Ze v prvnim aidgtim fadku jsou mozna jen tato
znaménkova schémata:

++ -+ -—; -+ +;— = +.

Ve druhéntadku jsou mozna jen éwschémata, a to:
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—0+4+;4+0-.
V kazdém pipact je ve vSechiechtradcich stejny pget znaménkovych zén, presré
jedna.

Kofen @ maze byt nulovym bodem igkterého z dalSich polynainy;(x), kde
i+2<j<mnebol<j<i-2. Vtomto gipad se znaménkova schémata pro
trojici fj_4, fj, fj+1 pfi prechodu odx =« —h k x = a + h chova analogicky jako
schéma pro trojicff;_4, fi, fi+1, tj. souhrnny p&et znaménkovych zén se nezmni.
Proto, kdyzx roste a fechazi nulovym bodem kteréhokoliv polynorfigx) (i = 1),
nema to zZadny vliv na souhrnny g@ znaménkovych zém vietzci f(x) =
fo), f(x) = 1(x), f2(x), e, frn—1(%), fin(x). (Ma to Vliv na rozloZzeni znamének).

c) Neclt je nynia takovécislo, Zzef,(a) = 0. Potomf; (a) # 0 a existuje takovéislo
h >0, Zze na intervalu(e —h,a + h) ma f;(x) stéle stejné znaménko. Podle
Taylorovy Wty je

h 1 1
fla=h) = f@) =1 f @ +52f (@) = = = k|~ (@ +5hf (@ =

h 1 1
flath) = f@) + 1@ + 502 (@ + - = h[f @ + 3 @ + |,

Jestlize jeh > 0 dostaténé¢ malé, ma vyraz v hranaté zavorce stejné znameéakm |

prvni ¢len. Jestlizef"(a) > 0, je f(a —h) < 0 af(a + h) > 0. Mame tedy takovéto
znaménkové schéma:

x| fox), fikx),

a—h - +
a 0 +
a+h| + +

Jestlizef'(a) <0, je f(e —h) >0 af(a+ h) <0 a mame takovéto znameénkové
schéma:
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d)

x| fox), fikx),

a—h + -
a 0 -
a+h - -

V obou gipadech je vereétimiadku o jednu znaménkovou &nu mér nez v prvnim
fadku. Ri prechodu pes nulovy bod polynomyj, (x) se jedna zina ztratila
Nyni dokortime dikaz naSeho tvrzeni. Sledujme, jak sénhrznaménkova schémata
v sousta¥ f(x) = fo(x), f'(x) = fi(x), f2(x), «uv) fin—1(x), fm(x) agislo V(x), kdyz
x roste. Existuje jen kokay pa:etcisel, ve kterych magktery z polynond
fo(), f1(6), f2(2), wve) fin (%)

nulovy bod. Nech jsou to ¢isla ¢; < ¢, < -+ < c,. Jestlize zvolime v intervalu
(ciyciy), L <i<s—1, d& libovolnacislax’,x”,¢c; < x" < x”” < ¢;_1, potom mame
v obou soustavach

fo(x), fr(x)), e, fin (x),

fo(x), (X7, e, frn (X7)
ta sama znaménkova schémata. Kazdy z polynfitx) (j = 0,1,..., m) ma uvnit
intervalu(c;, c;,1)stéle stejné znameénko. Podobna Gvaha plati i peovidy (—oo, c;)
a(cg, ).

Pro x =a je vsousta¥ f,(a),fi(a),f,(a),..,fin(a) jakési znaménkové
schéma. Pokudc roste tak, Zex neni kdenem rovnicefy(x) = 0, mize se sice
znaménkové schémaémit (prfi prechodu nulovych badpolynomi f;(x),i > 1), ale
souhrnny poet znaménkovych zén zistava nezrnény. Jakmile vSake prekrodi
kofena rovnicef,(x) = 0, vime z Useku c), Ze soustava

fola —h), fila—h),..., fm(a —h)
ma pro dost malgé > 0 piesré o jednu zminu vic nez soustava

fola +h), fila + h), ..., fin(a + h).
Je tedyV(a+h) =V(a—h)—1. KdyZz pi kazdém pekraieni kdene rovnice
fo(x) = 0 ubude pra¥ jedna znina, je pdet ka‘eni na intervalu(a, b)rovny pesré
¢isluV(a) —V(b). Tim je wta 4.5.2.1. Upladokazana.
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Jacques Charles Francois Sturm

(29. 9. 1803 Zeneva, Svycarsko - 18. 12. 1855i7Pe g
Francie) A A )
Rodre Jean-Henri Sturm a Jeanne-Louist
Henriette Gremayova mu umoznili dobré &adi. Kdyz ve
Skole projevil talent proreckou a latinskou poezii,
predpokladalo se, Ze bude pokpaat ve studiu humanitnict
ved. Po smrti otce se ovSemyeprientoval na studium

matematiky.

Roku 1821 jiz studoval na Zenevské akademii, kue v
néem Simon Lhuilier objevil matematického génia. Pgtomdokodil sva studia na Zenevské
akademii, se stal v Kinu 1823 osobnimcditelem nejmladSiho syna Madame decbta
zdmku Coppet nedaleko Zenevy. V tétasdatpsal @kolik clanki zabyvajicich se geometrii,
jez byly publikovany v Gergonneho Annales de mahques pures et appliquées. Kdyz po
nekolika n¥sicich rodina Madame de Stabdjizcbla do Paize, Charles Frangois jel s nimi.
Nasledujicich Sest éniai se v Pdizi setkaval s fednimi ¥dci té doby, jako byl Laplace,
Poisson, Fourier, Gay-Lussac, Adne a dalsi.

Roku 1829 byl vydan Stuéimn clanek Memoire sur la resolution des equations
nurné-riques, ve kteréwesi otazku ptiu realnych kéeni rovnice na daném intervalu. Tato
Sturmova teorie se brzy stala klasickou.

Po revoluci wervenci 1830 se stal profesorem matematiky na gelRollin a roku
1833 ziskal francouzské damstvi a #i roky nato byl zvolen do Akademiedv Praw v téchto
letech se z&l zabyvat problematikou diferencialnich rovnic. I&tech 1836-1837 byly
zveejneny vysledky jeho spoluprace s Josephem Liouvilkdmgvajici se rozvojem funkci do
rad, dnes znamym jako Sturm-Liouvilleovu teorii.

Od roku 1838 pracoval na Ecole Polytechnique viBtakde roku 1840 ziskal post
profesora analyzy a mechaniky. Ve stejném roce atihiPoissona jakozto vedouciho
mechaniky na P#@Zzské Faculté des Sciences. DalSich asi deset léheval p-edevSim vyuce
diferencialniho a integralniho ptu a mechaniky, coz dalo vzniknout dvoudilnymiitext
Coursd’ analyse de I'Ecole Polytechnique a Cours de méecande I'Ecole Polytechnique,

které byly vydany ovSem az po smrti autora, ktemy'@l roku 1855 po dlouhé nemoci.
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Priklad: Separujte redlné keny rovnice f(x) =x*+8x—-5=0. f'(x) =4x*+8 a

Eukleidiv algoritmus postupnéhaieni je:
1
x*+8x —5=(4x3 + 8)Zx — (—6x +5),

4x3 +8 = (—6x + 5) — (—72x — 60x — 50) — (~1114).

Je tedy:
fo=x*+12x -5,
fi = 4x3+8,
fo = —6x+5,
fz = —1114.
Pomocné vypiiy:

fo(x) = f1(x)

1
(x*+8x—5)+ (4x3 +8) = 2*

—x* —2x

6x —5

1
x4+8x—5=(4x3+8)2x—(—6x+5)

fi(x) + f,(x)
10 50

2
4x3 +8) + (=6 +5) = —=x2 — —x — ——
(4x° +8) = (=6x +5) 3% "18% " 108

10
—4x3 + ?xz

Dx2+8
3
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1
4x° +8 = (=61 +5) 752 (=72x% = 60x — 50) — (~1114)

Z véty 4.5.1. vyplyva, Ze vSechny realnééoy nasSi rovnice jsou na intervdle9, 9), stai

se tedy omezit na tento interval a sestavit tabulku

x | fo=x*+8x—-5 | i=4x*+8 | fo=—6x+5 | f3 =-1114 |V(x)
—9 + - + - 3
-3 + - + - 3
2 i i ¥ . 2
-1 - + + - 2
0 - + + - 2
1 + + - - 1
2 + + - - 1
3 + + - - 1
9 + + - - 1

Z tohoto schématu je Wt Ze naSe rovnice ma dva redln&dwy, jeden v intervalu
(—3,—2) a druhy v interval0, 1).

Abychom zjistili souhrnny pi&et realnych kieni, nebylo nutné piitat celou tabulku.
Stailo vypoeitatV (—9) = 3 aV(9) = 1. Souhrnny p&et realnych kgeniV(-9)-V(9)= 2.




4.6.METODA P ULENI INTERVALU

Predpokladejme, Ze rovnic¢g(x) = 0 ma pra¢ jeden kden v intervalu(a,b) a
f(a), f(b) maji op&na znaménka. Jeho polohuieme upesnit rozfilenim intervalu. Poté
zjistime, ve kterém intervalu ken lezi. Po rozeni intervalu otestujeme futski hodnotu
uprosted intervalu. Jestlize je jeji znaménko shodnémsemgnkem funéni hodnotyf (a),
pak se bodt presune do tohotoigdu, v opaném gipadt se do sedu posune bod. Tento
zmenseny interval, ve kterém serdo nachazi, ikeme opt rozpilit. Postup opakujeme,
dokud nedostaneme hledanyt&o s poZzadovanourgsnosti. Je-li funkni hodnota uprostd

intervalu rovna nule, dalSiifeni neprovadime, tentten je kdenem rovnice.

Véta 4.6.1. M¢jme funkcif(x), kterd je spojitd na intervalda, b). Nech' dale plati, ze

f(a)- f(b) < 0. Sestrojme posloupnost interval{(a,, b,) a posloupnost bad x,,

r=0,1,2,..tak Zex :%.

Obr. 6 Metoda ptleni intervalQ

51



Priklad: Nalezrite kladné realné keny funkcef(x) = x3 —2x2 —13x —10=0.

Patet znaménkovych zén je jedna, péet kladnych kéenm proto bude jeden. Déle vime, Ze
vSechny keéeny rovnice budou v interval{+14, 14). JelikoZz hledame pouze kladnérény,

omezime se na intervdd, 14).

a x=220 b f@ | fe | fo)
7 14 - 144
3,5 7 - -37,125
3,5 5,25 7 - 11,3281
3,5 4,375 5,25 - -21,416
4 375 4 8125 5,25 - -0,424
4,.8125 5,03125 5,25 - 1,325
4,.8125 4,921875 5,03125 - -3,202
4921875 4. 9765625 5,03125 - -0.977
4,9765625 5,00390625 5,03125 - 0,164
4,9765625 4,990234376 5,00390625 - -0,4089
4990234375 4,997071813 5,00390625 - -0.127
4997071813 5,000489032 5,00390625 - 0,020%
4997071813 4,998780423 5,000489032 - -0,0512
4998780423 4,999634728 5,000489032 - -0,15
4,999634728 5,00006188 5,000489032 - 0,002%
4,999634728 4,999848304 5,00006188 - -0,006
4999848304 4,999955092 5,00006188 - 0,00035
4,999955092 4,999981789 5,000008486 - -0.00076
4,999981789 4,999995138 5,000008486 - -0,000204
4999995138 5,000001812 5,000008486 - 0,000016
4,999995138 4,999998475 5,000001812 - -0,0000602
4,999998475 4,99999931 5,000000144 - -0,0000P29
499999931 | 4,999999727 5,000000144 - -0,000011
4,999999727 4,999999936 5,000000144 - -0,0000027
4,999999936 5,00000004 5,000000144 - 0,00000168
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4,999999936 4,999999988 5,00000004 - -0,0000005

4,999999988 5,000000014  5,00000004 - 0,00000058

4,999999988 5 5,00000004 - 0

Kofenem je tedy = 5.




4.7.METODA TE CEN — NEWTONOVA METODA

Tato numerickd metoda vyuZziva k nalezenfekd rovnici teiny. Re$eni nizeme
provést, pokud zname derivaci funkce a umime vigpb snérnici tecny v daném baod
Zpravidla nalezneme ken s velkou fesnosti a podkolika malo krocich.

Princip nejlépe pochopime za pomoci nasledujioftrdzku.

s

-
—
(3]
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o

b

b

.

A e e -
-

f
w

Obr. 7 Newtonova metoda tecen

M¢éjme zadanou ¢akou funkcif(x) = 0. Graf této funkce je zobrazen na obrézku.
Nasim ukolem je nalézt ken této rovnice, tedy najit takovy bod na asepro ktery je
funkéni hodnota rovna nule. Zvolime si tedyjaky bod, v naSemifpac bod x, lezici
v blizkosti hledaného kene. Timto bodenjx,, f(x,)] vedme t&nu ke grafu funkcef.
Tecna protne osw v bod x;. Opst vedme bodem[x;, f(x,)]teCnu, ktera osux protne
v boct x,. KdyZz budeme takto poktavat dale, dostaneme body, x,, xs, ..., které se velmi

rychle blizi k hledanému keni rovnicef (x) = 0.
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Za predpokladu, Ze zname bag a funkcef (x) je spojita a monotonni na intervalu,
ve kterém se nachazi hledanyéw, mizeme napsat vzorec pro vyjeb hodnotyx;, .
Rovnice tény:
y = kx + q, k je snernice t&ny, tedyk = f'(x,).
Bod dotyku:
[x0, f(x0)]-
Tyto hodnoty dosadime a vyjanhe g:
fOo) = f'(x0) (o) +a,  q=f(x0) = f(x0) - (x0)-
Nyni dosazenim a Upravou dostaneme rovniriyter bod x,:
y — f(xo) = f'(x0) * (x — Xo).
Pokud téna protina osw v boct x4, jey = 0:
—f (x0) = f"(x0) = (x4 — x0)-
Vyjadienimx; ziskdme vzorec:

— . fxo)
X1 = %o f'(x0)

Pro druhou aproximaci (ipac, zef (x,) # 0) bychom dostali:

_ fx1)
faa)

Obecré tedy plati vzorec:

Xy = Xq

f(xn)

Xn+1 = Xn —m,n = 1,2, 3,
n

Priklad: Nalezréte kladné realné Kkeny funkce f(x) =x3—2x2—-13x—10=0 na

intervalu(4, 6).

Nejprve si zvolime boa,. Tim bude krajni bod intervalu, = 6.
Prvni derivace funkcg(x) je: f'(x) = 3x% — 4x — 13.

S 6-262-13-6-10__ 56 _
=X TRy T 3-62-4-6-13 71~ '
Flx) 52112673 — 2 -5,211267% — 13 - 5,211267 — 10

= =5,211267 —
2 =% f(x1) 3-5,2112672 — 4-5,211267 — 13

= 5,211267 — 0,198688 = 5,012578.
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f(xz) 5,012578% — 2-5,012578% — 13 -5,012578 — 10

=x, — =501 —
=2 T 0 2578 3-5,012578% —4-5,012578 — 13

= 5,012578 — 0.012529 = 5,00004822.

JelikoZz kadenem rovnice je bod = 5, je tento vysledek velmi dobry.
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5. MATEMATICKY SOFTWARE MAPLE

ProfeSeni numerickych vygti miZzeme vyuzitadu p@itacovych program. Jednim
z nich je také program Maple. Tento matematickytveafe slouzi ke zpracovanfiznych
matematickych  probléin To provadi spomoci jednoduchého matematického
programovaciho jazyka.

Tento program se soistli redevSim na rovnice a jeji¢bSeni. Vysledek pak zobrazi
v podol& vzorce, vysledné hodnoty, nebo grafu.

Program Maple vyuZziva klasické prvky systému MiofosVindows, nagiklad okna,
urychlovaci a jina tkitka, menu... UZivatel se proto v programu fiolzorientuje a po
prvnim seznameni se snim BthAu docela rychle pracovat. Pro kazdy ukon existuje
v programu fikaz. Aby se vykonana prace zobrazila, musi bymadakogeno stednikem,
nebo dvojtékou. Také nizeme vyuzit napady. V té jsou jednotlivé operace podréba
piehledr popsany a pro lepsSi pochopeni jsou ilustrovankamkrétnich pikladech. Soeasti
napowdy je okamzitd nap@da, stdi na gikazovouradku napsat otaznik a bez mezery za
nim zadat kifové slovo, pokud program toto slovo neznéa, nab&immam slov podobnych.
Za kazdym pikazem umoiuje program zapsat komeht&ta&i na konec fikazovéradky

zadat znal¢.

5.1. RESENi ROVNIC

Abychom nemuseli opakovarzadavat cely polynom, oztiane ho pro zjednodusSeni

jako:

> pol = x> — 15-x> + 66-x — 80
¥ — 15> + 66 x — 80

Prvnim z pikazi proteSeni rovnic jesolate Ten vyjadi promennou z rovnice. Takto
vSak dostaneme jen prvniflem, coZz neni tak vyhodné. Prvnim zadanym paramejeem

rovnice, druhym parametrem je prémma, kterou chceme ze zadané rovnice vitpt

> isolate (pol=0, x);
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V piipact, Ze ma rovnice vice keni, je tedy tento fikaz slaby. Vyhod§jsi je pikaz
solve ktery hleda vSechny keny, dale umaiuje reSit nerovnice a také soustavy rovnic o
vice neznamych. Parametry zadavame stejné jakikazpisolate

> solve(pol=0, x)
52,8

DalSim, pro nas uziteym pikazem, ktery vyuZijeme, jefixaz realroot Vyjadri
intervaly, ve kterych se nachazi realnéeay polynomu. Kazdy interval je zobrazen jake dv
racionalni ¢isla, vysledek v pod@b[a,a] predstavuje jediny bodi, vysledek v podab

[a,b],a < b, predstavuje otaeny interval, ve kterém se ie@n nachazi. fkaz nepéoita

s pislusnou nasobnosti. Algoritmuealroot vyuziva Descartova pravidla. Prvni parametr je

polynom s celdiselnymi koeficienty, druhy parametr je maximalnélikost izol&niho

intervalu, tento parametr je volitelny.

1
> .
realroot(pol, 1000 ),
[[8,8],[2,2], [5,5]]

V piipact jiného polynomu:

3 2 1
> lroot| 2:x +8x +3x—2, —— |;
rearoo( X X X * 7000 ),
H345 173”_ 871 _435”_893 _3571H
1024° 512 | 1024 512 | 2567 1024

Pro hledani kieni miZzeme vyuZzit takeé ifkaz roots. Program vypditd pesné
hodnoty kdeni i s jejich @gisluSnou nasobnosti. Keny jsou zobrazeny jako seznam dvojic,
[a, b], a je hodnota kiene,b udava kolika nasobny je ken. Prvnim parametrem je polynom
a druhym parametrem je prémma polynomu. V fipac, Ze v parametru nenfgsré zadano,
muze se nam vysledek zobrazit jako prazdny sezfigmNagiklad, pokud jsou vSechny
koeficienty racionalni, pak najde racionalnidwy. Jestlize tyto keny nema, objevi se tento
vysledek.

> roots(pol, x);

[[2, 1], [5, 1], [8, 1]]
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> roots((x3+x2—l6-x+20),x);
[[292]5 [_5’1]]
> roots((x2+2),x);
[ ]

Nedilnou sotiasti programu je vykresleni géafK tomu slouzi fikaz plot, prvnim
povinnym parametrem je futiki predpis, druhym téz povinnym Gdajem je rozsahxasyale
muzeme zadat rozsah ogya ugesnit vzhled grafu za pomoci dalSich textovych et
To provadime pomocécthto gikazi: style=s=point/line— utuje, jak bude kivka zobrazena,
zda v bodech nebo jako spoijitara, color=c uréuje barvu kivky, thickness=n- udava silu
kiivky, n miaze bytO, 1, 2, 3linestyle=n— jedna se o spojitosary kiivky, 0, 1 a od 6 vySee
zobrazi spojit&ara, 2, 3, 4, 5zobrazi¢aru ¢arkovar o riznych délkachtitle="t"- timto
piikazem zadame nazev grafu, volbampointsuriuje, v kolika bodech se budou kreslit
funkéni hodnoty, slouzi k tomu, abyikka nebyla kostrbata.

> plot(pol, x=-2..10,y=-50.20);
20 -

10 /\
T T T T T T T 1
4 ] 1a
1 X
-10 4

=20

=30 4

=50 4

> plot(2-x3 +8x +3x— 2,x=-5.2,y=-10..10, color
= green, title ='graf funkce f(x) = 2% 4 8x* 4 3-x
— 2', numpoints = 500);
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gr.:zfﬁmkcef[x}=2x3+8x2+3x—2
10

-10 -

Ne¢které dalSi fikazy, které se mohou hoditi inledani kdéena:
diff — jedna se o derivaci vyrazu, prvnim zadavanyrarpatrem je funkce, druhym je
proménna podle které se ma derivovat

> diﬁ’(Z-x5 + 35 —2-x+4,x);
10x*+9x*—2

evalb— poda ndm informaci, zda je vyraz pravdivy

> evalb(5+2=6);
false

> evalb(5+2=17);
true

evalf— vycisli vyraz

is — pomoci této funkce se dozvime, zda se bod nast#adaném intervalu, prvnim
parametrem, ktery zapisujeme, je bod a druhym gervil zapsany pomoci
RealRange

> is(4, RealRange(0, 4));
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true

> is(4.3, RealRange(0,4));
false

» maximize— nalezne hodnotu maxima funkce, prvnim paramejesrovnice, druhym
je prongnna, dale rizeme uwit interval, na kterém chceme maximum nalézt,
pridanim parametriocation dostaneme informacix-ovésouadnici maxima

» minimize— nalezne hodnotu minima funkce, parametry jsoinét@ako u pikazu

maximize

RealRange- jedna se o ozgani pro reélny interval

restart— vymaze vnini pangt

simpfly— zjednodusi vyraz

sqgrt— odmocnina

V V V V VY

subs— tento pikaz vyuZijeme fi zjiStovani funknich hodnot, tato funkce vypita
hodnotu prominné v rovnici, nejprve zadame hodnotu, poté vymaktérého chceme
dosadit

> subs(x=2, 7-x% —4-x + 2);
22

5.2.STURMUV RETEZEC

Abychom ziskali Sturmovu posloupnost polynomu, &mad v programu fjfkaz
sturmseq(p,x) a dale Sturm (s,x,a,b), kde p je zadany polynom, x je prom&nna
polynomu, a, b jsou realn&isla, kdea < b, jedna se o interval, ve kterém chceme zjistit
pocet kaeni, maze byt(—o, ), tento interval nezahrnuje dolni koncovy bo@ zahrnuje

horni koncovy bod, b # o, s je Sturmova posloupnost pro polynom.

Piiklad:

Urcete Sturndv fetézec polynomyf(x) = (x —2) - (x — 4) - (x — 6).

Ze zadani je patrné, Ze polynom ma celkérkdieny a tax; = 2,x, = 4,x3 = 6.

Nyni provedeme vypget v programu Maple.
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> 5= sturmseq(expand((x —2)-(x —4)-(x—6)),x);

x3—12x2—|—44x—48,x2—8x+43—4,x—4,1

> sturm(s, x,— %, );

V intervalu(—oo, ) ma rovnice i koreny.

> sturm(s, x, 2, 4);
1

Vintervalu (2,4) ma rovnice jeden Ken, a = 2 je sice kéenem rovnice, ale jak bylo
zmireno, program nezahrnuje dolni koncovy bod, naopakrrage hodni koncovy bod,

kterym jeb = 4.

DalSi moznosti:

> sturm(s, x, 5, 7)

> sturm(s, x, 2, 6)

5.3.BISEKCE — PULENI INTERVAL U

Pro zjiseéni intervalu s vyuzitim metodyugeni intervalu zadame v programuikaz
bisection (f,x = [a, b]). Prvnim zadanym parametrem je funkege nezavisla progmna
funkce a hodnotya, b jsou cisla v blizkosti kéene, dale rmzeme volit dalSi u@siujici

parametry.

> with (Student| NumericalAnalysis |) :

fr=x —2x"—13-:x—10:

Bisection (f, x=1[0, 14], tolerance = 10_2);
5.003906250

> Bisection (f, x=10, 14], tolerance = 108, output

= sequence ) ;
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[0., 14.], [0., 7.000000000 ], [3.500000000,
7.000000000 ], [ 3.500000000, 5.250000000 ],
[4.375000000, 5.250000000 ], [ 4.812500000,
5.250000000 ], [4.812500000, 5.031250000],
[4.921875000, 5.031250000 ], [4.976562500,
5.031250000 ], [4.976562500, 5.003906250],
[4.990234375, 5.003906250 ]

> Bisection (f, x=10, 14], tolerance = 1078, output

= plot) ;
S iteration(s) of the bisection method applied to
Flry=r =22 —13x 10
with initial points @ = 0. and b= 14.
The stopping criterion iz not met
1 e B I I I

......................

Pro gipad, Zze zGZime interval:

> Bisection (f,x=1[4,6]);
4.999511719
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> Bisection (f, x=1[4, 6], tolerance = 10710, output
= sequence );

[4., 6.], [4., 5.000000000], [4.500000000,
5.000000000 ], [4.750000000, 5.000000000 ],
[4.875000000, 5.000000000 ], [ 4.937500000,
5.000000000 ], [4.968750000, 5.000000000 ],
[4.984375000, 5.000000000 ], [4.992187500,
5.000000000 ], [4.996093750, 5.000000000 ],
[4.998046875, 5.000000000 ]

> Bisection (f, x=1[4, 6], tolerance = 10_6, outputhlot);
S iteration(s) of the bisection method applied to
Flry=r =22 —13x 10
with indtial points e =4 and b =8,
The stopping criterion iz not met

Bl )

f[a}— ./
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5.4.NEWTONOVA METODA

Kotfeny algebraické rovnice nam progratiselre priblizi za pomoci badku
StudenfNumericalAnalysig po zadani Pikazu Newton(f, x, volitelné parametryRrvnim
parametrem je funkce, druhym parametrem je pritlipny koifen, dalSi parametry jsou

volitelné, s jejich pomoci ziskame dalSi informace.

> with (Student| NumericalAnalysis |) :
fr=x —2x*—13-x—10:
Newton( f, x=6);
5.000000002

> Newton( f, x =6, output = sequence)
6., 5.211267606, 5.012579067, 5.000048692,
5.000000002

> Newton(f, x=06, view=[ -10..8,-30..100], output
=plot);

4 iterations of Newton's method applied to
Flxy=xF—2x —13x—10
with initial point p =6
100

20 4

60

20+

N

=20

| f[x] Tangent lines |
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4 iterations of Newton's method applied to
Fflxy=r—2-13x—10
with i.n.itialpointpu =6
704

60

304

|—f(x] Tangent ].i.nes|

Dale mizeme vyuzit postupného vykreslovanide za pomoci studentského bhii,

zde vSak musime pitat nové body

> with (Student| Calculusl]) :
fr=x —2x" = 13:x— 10:
tecna = Tangent( f,x=06);
71 x — 370
> Tangent( f, 6, view=1[-7..7,-50 ..70 ], output = plot) ;

The Tangent to the Graph of
fiz) = x"3-2%x"2-153%%-10
at the Point (8, £

a0

20+

|

&
[
Ju
| =
[}
[
e ]
o

|—Flx)

The tangent at x =6




> fsolve(tecna=0, x);

5.211267606
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ZAVER

Ve své praci jsem se snazila popsékteré postupy slouzici k nalezeniiéni
algebraickych rovnic. Zmuji feSitelnost rovnic nizSich stiifp pomoci vzora, ale také
ukazuji rekteré giblizné metody, které umdagji vypccitat kaeny rovnic vysSich stufii
s dostaténou gresnosti. Echto metod je &olik, ja vSak ve své praci zimiji jen nékteré.

Pti feSeni hrajewezitou roli vykresleni grafu. Potom stanelézt paseiky s osoux,
narysovat spolehlivy grafim vice sestrojime bdd predevsim v oblasti intervalu, kde lezi
koreny, tim bude graf funkcaesrgjSi. To je vSak obtizné a zdlouhavé. Rychlyightednym
a vyhodnym postupem je v tomtéipact vyuZiti Hornerova schématuiiRypoctech se déle
vyuziva odhadu polohy realnych flemi na ciselné ose, ndklad odhad horni hranice
realnych keeni. Existuji vSak pesr€jSi metody vedouci k geni polohy koeni. Velice
piinosné je Descartovo pravidlo o znaménkovyclérduoh, nebaeSeni pomoci Sturmova
fetézce polynoni. Velmi pomalym zpsobem je potom metodailgni intervali. Naopak
pomoci metody t&en dojdeme k vysledku pa@kolika malo krocich.

Dnes je mozné dostat se k vysléatkbehem chvilky pomoci p&tacovych program.

Ja jsem pracovala se softwarem Maple a uvedla js&které moZznostiieSeni v tomto
programu.

Reseni algebraickych rovnic saha daleko do minuldstina se o rozsahlou kapitolu
matematiky. Timto problémem se zabyvalo mnoho vyamgch matematik a donedavna se
numerické metody vedouci k nalezenitdm algebraickych rovnic vytovaly na Skolach.
Dnes se vSak vSechny tyto postupy skryly vif@ovych programech. Cilem mé prace bylo
n¢které metody popsat, coz jsem splnila. Ziskala jeere informace a jsem rada, Ze jsem si

diky zpracovani této prace mohla r@g&vé znalosti z této oblasti.
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RESUME

The theme of this work is: ,Numerical solution @lifjebraic equations®. It is a very
extensit charter of mathematics and the solutioequfations is one of it’s oldest problems.
Several distinguished mathematicians centributgatdgress in this field of study.

The main objektive was to describe some of thehoo leading to finding the
equation rous. One of the approximate solutionshés root separation. J. Sturm and R.
Descartes, who dealt with this method in particulesed the sign transition counts for the
interval determinativ. Another method is the sdemhinterval halving. More frequently used
and much faster method than the previous one igdtes method, which is using the tangent
equation for finding the root. Today these techagjare replaced by komputer calculations.

Therefore some of the Maple program tools in thoskuw

Tématem této prace je: ,NumerickéSeni algebraickych rovnic®. Jedna se o velice
rozsahlou kapitolu matematikyReSeni rovnic je jednim zjejich nejstarSich protiiém
K pokroku v této oblastiffispélo i nékolik vyznamnych matematik

Hlavnim cilem bylo popsatkteré metody vedouci k nalezenii&ai rovnice. Jednim
z piibliznych feSeni je separaceilemi. Tou se zabyvalifgdevsSim J. Sturm a R. Descartes,
ktefi k nalezeni intervalu vyuzivali pet znaménkovych zén. DalSi metodou je tzv.ugeni
intervalu. Casgji uZivanou a mnohem rychlejsi ve srovnanitedphozi metodou je
Newtonova metoda. K nalezeni tkoe vyuZziva rovnici tay. V dnesSni dob jsou tyto
postupy nahrazeny piacovymi vypaity. V praci jsou proto zmimy neékteré nastroje

programu Maple.
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