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1. Uvod

V této praci se &nuji uloham vedoucim na soustavy polynomialnichniova metodam
jejich feSeni. Vybrané ulohy pochazi z doby od 5. dostéleti, tedy fiblizné z obdobi
stredowku. Stedowk neboli doba temna, jak jej chapali reneésarmyslitelé na konci
patnactého stoleti, l1ze dle Christophera Keller@38L — 1707), &meckého filologa
a historika, vymezit roky 324 a 1453.

Text je uspeéaddan chronologicky podle roku vzniku prace, z rdduj tlohy pevzaty,
piipadré dle dat jejiho autora détyr kapitol. Druha kapitola se zabyva ulohami, které
reSili matematikové do prvni poloviny 13. stoletist@ini kapitoly jsou rozdeny podle

ptvodu autoit a zahrnuji obdobi 14. az 16. stoleti.

MuzZeme fict, Ze jiz obyvatelé nejstarSich civilizatéSili takové ulohy, které vedly
ze sowdasneho hlediska na algebraické rovnice. Blebychom si je ale fedstavovat jako
rovnice, kteréreSime dnes. Absence matematickych syfbeldla k slovnim postun
a pouze slovnimu ozteni pro neznamouée. Castym opakovanim slovnich postup
ieSeni uloh se utvdly jakési algoritmy. Mkteré byly postupentasu zobeainy, daly se
tedy pouzit na vSechny ulohy stejného typu. Problé algoritnd bylo, Ze lidé, ktd
s nimi chéli pracovat, museli zidrodu nepouzivani zapornyalisel (pouze prozena,

resp. raciondlni), misto jediného algoritmu pouZalgoritmi nékolik.

Dnes ni@izeme rovnice rozdit na algebraické a transcendentni (goniometrické,
exponencialni, logaritmické rovnice). Mezi polyn@mii rovniceradime nap lineéarni,
kvadratické, kubické rovnice a rovnice vysSidudi. Polynomialni rovnicin — tého
stupré o jedné neznamé rozumime rovnici

apx™ + a;x" 1+ +a,_1x+a, =0,
kde ay, ay, ....,a, (n = 1) aay, # 0 nazyvame koeficienty. Stupm polynomu rozumime

nejvyssi exponent pramnéx s nenulovym koeficientem.

U jednoduchych rovnic existuje jednotny postigseni, ktery nam poskytne vSechny
koteny rovnice. S takovymto postupem se setkame w@rliieh a kvadratickych rovnic.

.....

polovirg 19. z praci Abela a Galoise vyplyva, Ze pro obaonéice vysSicltadi jednotné



vzorce neexistuji. To, Ze existuji vzorce pro wgtdkaeni, ovSem neznamena, z&které
rovnice nenizeme vypditat logickym Usudkem nebo experimentem.

Systémem polynomialnich rovnic rozumime

f1 (xl, ......... ,xn) =
fm (xl, ......... ,xn) =0,
kde fi, ... ..., fm jSOU polynomy vice netitych, kde n > 1 je paet neutitych am > 1

pocet polynond.
Uvedené vybrané ulohy vedou na soustavu polynomsialmovnic bu piimo, nebo
po jednoduchych Upravach. Napvazujeme i tlohy vyjattelné soustavou
Vx + \/; =a
x—y=h.
Nelinearita se néastji objevuje ve tvaru salinu neznamych, sd@tu nebo rozdilu
druhych mocnin neznamych, sbw nebo rozdilu vysSich mocnin neznamych ¢aonebo

sowinu mocniny nezname a algebraického vyrazu apod.
1.1. Matematika ve starowké Evropé

Na vyvoj matematiky v Evrapmélo nejwtsi vliv Recko. V 6. stol. p n. |. zde Zil slavny
filosof a matematik Pythagoras. @ sttoleti pozdji, tedy ve 3. stol. p n. |. pisobil

v Alexandrii, centruiecké vzdlanosti, Euklides. Jeho spis Zakladgtgicheid se diky
logickému usptadani stal vzorem proéslecké prace v matematice, svym obsahem
inspiroval webnice matematiky a geometrie po vice neZz dvaetidat. Z dalSich
piedstavitel alexandrijské Skoly zmime aspaé Archiméda, nejptSiho matematika
starowku, ktery nap. polozil zéklady integréiniho ©Btu, a Apollonia, autora knihy

o kuzelosekach. Na zaklatl uvedeného bychom mohiici, Ze matematika ve starké
Evropg predstavované star§ieckou matematikou je fpdevSim geometrickd. Rozvoj
aritmeticko-algebraického <gmu zastoupeného Herénem a Diofantem spada az

dofimského obdohiecké matematiky.

Ve staro¥ké Evrog se ulohami vedoucimi na soustavy polynomialnicmimo zabyvali
vySe zmigni autdi, Herén a Diofantos. Nyni se stn¢ seznamime s jejich pracemi.
Geometrické ulohy,feSené algebraicky, vedouci na soustavy polynonskalmbvnic

najdeme v pracichMetrica a Geometrica které sepsal Heron Alexandrijsky. Dilo



Geometrica je rozfleno na 24c¢asti, zabyva se wm vypaity obsahucétverce, vypoty

Vv rovnoramenném, rovnostranném i pravouhlém trdjiike, pythagorejskymi trojicemi
apod.. Jako ijfklad mizeme uvést uUlohu, kterou pafd feSil napiklad Gerbert
(viz pr. 2. 1. 4, ale i indEti matematikové jako Brahmagupta a pro jiigelné hodnoty

Boéthius.

Priklad 1. 1. 1
Je daniznostranny ostrouhly trojihelnik, jehoZ mensi strgn13 schoinds zakladna 14
schoinos, fepona 15 schoinos; najit jeho édru. (RPeloZzeno podle [Heil2], str. 235)

Uloha vede na soustavu rovnic

y? +v? =132
x+y=14
x? +v? =152,

kdey ax jsou Useky zékladny rozigéné vyskow. Hledanou od&snou rozumime vysSku v.
Podobr se v textu hovid o preporg, prestoze nejde o pravouhly trojuhelnikeponou se
mysli nejdelSi strana trojuhelniku. HetornpostupieSeni odpovida vygtu wtSiho Useku

x a menSiho Useky zakladny podle vzotc

a’® + c? — b? b? + c? — a?
X=——, = —
Y 2C

2c
kde a,b,c jsou strany trojuhelnika. Z nalezeného Useka y nasledg vypccitame
hledanou vy3ku pomoci Pythagorovytyw Podle Herona je pojmenovan heronsky
trojuhelnik, jehoz strany a obsah jsou vygd/ celymicisly. S podobnym typem dlohy se

setkame jestu Boéthia a Gerberta.

Ulohy, které nizeme interpretovat jako Glohy vedouci na soustalyn@mialnich rovnic,
najdeme také v Diofant@vAritmetice. Z tinacti knih, z nichz se pracaiypodre skladala,
jich mame k dispozici pouze deset. Diofantos négspdztidil tlohy do jednotlivych knih
podle stupa rovnice, na kterou vedou. V jednotlivych Ulohdeh abjevuje aZz dvanéct
neznamych. Wsinou jsou vy3Siho stupn az devatého, a jsou svazanygkolika
podminkami. Zajimavosti je, Ze Diofantos ve svy@bthach, které vedly na soustavy se

! Schoinos je fivodni perska mira.



stejnym pdtem nezndmych a rovnic, hledal jen jedfeseni. Nejvice udloh vedouci
na soustavy polynomialnich rovnic se stejnynttpm rovnic a nezndmych nalezneme
v knize I. a to 13. Zatimco v ostatnich knihachujsiiohy s menSim @tem rovnic, nez je

neznamych. Jakoriklad mizeme uvést soustavy:

% -4 resp. x* =a(x +y)
x = by, x = by,

vedouci na rovnick?(b? + 1) = abx(b + 1), resp.bx? = ax(b + 1).
V tad uloh v I. knize je dan poén mezi d¥ma hledanymiisly, coz vyjaduji druhé
rovnice uvedenych soustav. Soustavy v |. krdzémetiky Ize rozalit na dw skupiny.
V prvni je dan por&r mezi hledanymgiisly x = ay,kde a = 3, ve druhé skupih jejich
sowet nebo rozdil, tj.

x+y=a,

X—y=a.
Reseni Gloh prvni skupiny je nasledujici. Za neznafeazvoleno mengfislo, wtsi &islo
je jeho trojnasobkem, takto vyjhé neznamé se dosadi do druhé rovnice soustavy
obsahujicic¢tverec aspb jedné z neznamych nebo jejich &ou Ze vzniklé kvadraticke

rovnice bez absolutniht®enu se vydlenim neznamou dostane vysledek.

1.2. Matematika v podminkach s¥edowké Evropy
Po rozpadurimského impéria v 5. stoleti vznikla na velkésti Evropy nova feudalni
spole&nost. Moralni a kulturni normy vymezovala cirketeré@ zde hrala hlavni roli, nebo
spole&énym prvkem se v Evrapstalo keg'anské nabozenstvi. Seiim Keg’anstvi souvisi
rozSkovani znalosti latinského jazyka, ¥mz byla pséna nejen cirkevni pojednani, ale

také edecké prace.

Matematika vyfistala za zdmi kl4dStérze skromnych zbytk antické matematiky, které
do latiny gelozil Boéthius. Trvalo &kolik staleti, nez se objevily v evropské matenwtic
prvni pokroky. Impulsem k nim byl fpdevSim kontakt s muslimskym &em, ktery
obohatil a hlavé zachoval to nejcersi zrecké matematiky. Jiz v Sestém stoleti se
v evropské kultte a vzdlanosti objevuji prvky arabské kultury. Diky vyloj, jez
Arabové smifovali na staré vysfpé civilizace, se arabsticanci nEli moznost seznamit

s mnohymi dily nejerfeckych matematik V devatém stoleti ovladli Sicilii, Korsiku

a dokonce Rim.



PrestoZe se kultura verstlowké Evrog rozvijela pomalu, Zivot Evropanobohacovaly
nové technické postupy a vynalezy (hdmlovy pluh, vodni a &rné mlyny), které sebou
piinesli barbé. S ulelRenim fyzické prace se objevilyigbytky potravin. A to vedlo

k rozvoji obchodu a #st, ve kterych byly budovany univerzity.

Irsko a fransk&iSe byly prvni oblasti v Evra@p kde byla podporovana vystavba klagter
Z nichz se stala centrgenosti. Nkdy se hovéi o irské a karolinské renesanci podle Karla
Velikého (768 — 814), franského kralé¢immského cisa. Karel Veliky si plg& uvédomoval
vyznam vzdlani, a proto podporovakizovani klasternich Skol. Je znamo, Ze v tétocdob
nebyly vhodné podminky pro rozvoj matematiky a wdtd @irodnich ¥d a to pedevsim
zasluhou neomezené cirkevni moci. &imém zivot si lidé vyst&ili se zakladnimi
aritmetickymi a geometrickymi &domostmi, nafiklad s p@itanim s pirozenymi ¢isly,
kladnymi zlomky a s wr¥enim nejjednodusSich geometrickych GfvaNa Skolach se
vyucovalo tzv. sedmero svobodnych ¢mi které se &ilo na trivium (gramatika, rétorika,
dialektika) a kvadrivium (aritmetika, geometrietraaomie, muzika). Aritmetika v séb
zahrnovala vyklad jednoduchych vlastnos&tsel kombinovanych &selnou mystikou.
Geometrie pojedndvala o zakladnich geometrickyclvargth, jednotkach miry

a o geografii.

Z doby byzantskéiSe, tedy ze 7. az 9. stoleti, se zachovalo jem mmdbrmaci o rozvoji
matematiky. Matematikové z byzantsk&ecerpali své znalosti aédomosti ze starecké
a latinské kultury. Déle se seznamovali také s ditgbskych a perskych mysliiel

V Byzanci od 11. stoleti se diky tomu rddgiarabsk&islice a pozini systém.

Jmenujme aspp nekteré stedowké wence, kté vyznami prispeli k rozSieni
vzklanosti ve sedowké Evrog. Byli to: Isidor ze Sevilly (asi 565 — 636), Sphaky
ucenec, Beda Venerabilis (asi 673 — 735), irsky mnidkuin (asi 735 — 804), anglosasky
ucenec, Gerbert z Aurillacu (asi 945 — 1003), frarzsty Wwenec a poziji papez Silvestr
II., a bez pochyby nefiSi matematik $edowké Evropy, Leonardo Pisansky
(asi 1170 — 1250).

Priblizn¢ v druhé polovig 15. stoleti z&na obdobi renesance, obdobi, kdy vzkvétalo
nejen ungni, ale i wda. Zdokonalovaly se dosud pouzivané matematickéodye

a objevovaly se nové. O rozvajdy se nepochylinzaslouzil i no¢ vynalezeny knihtisk.
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Diky knihtisku se objevuji nova vydani matematidkyknih po celé Evrofy prevazr
v Itélii, Némecku a Francii. NejtSi rozk¥t v této dols zaznamenala odtvi matematiky

jako je trigonometrie a algebra.

Tato doba je charakteristicka svymi prvnimi pokusyeSeni rovnic vysSiho stupn
odmocninami tzv. vradikalech, tj. pomocicitani, oditani, nasobeni, &kni
a odmodovani. V 16. stoleti byl nalezen postugekeni kubickych rovnic a nasledn
rovnic ¢tvrtého stupit. V dnesni symbolice izeme navod keSeni kubickych rovnic
ve tvaru

X3+px+qg=0

popsat tzv. Cardanovym vzorcem.

3 2 3 3 2 3
_ | Y I B B Y i
*= +1’4+27+ 2 727

Je teba poznamenat, Zéestoze tento vzorec nebyl vymyslen Cardanem, jneesejpo

N

ném.

Tento vzorec mohli vyuzit i pro obecnou kubickowmai, kterou dokazali f@vést na

feSeni kubické rovnice bez kvadratickétenu a to jednoduchou substituci. Dosazenim

Yy = za XV rovnici

x3+ax?+bx+c=0
se ziska rovnice
yP+px+q=0
bez kvadratickéhelenu, kde koeficienty, g jsou vyjadeny pomoci koeficietita, b, c:
1 1 2

'p=b—§a3, q=c—§ab+ﬁa3

V 16. stoleti pracovali evropsti matematici s kkaaincisly, a proto musely byt koeficienty
i vysledky kubickych rovnic kladnéisla. Z toho dvodu rozliSovali ti zakladni typy
kubickych rovnic bez kvadratickéholenu, x3 + ax =0, x3 = ax+ b, x3 + b = ax,

pro které byl Cardatv vzorec modifikovan tak, aby pracovali vyhrgdnkladnymicisly.

Jak se ukéazalo, Cardanvzorec nebykeSenim pro vSechny typy rovnic. Problém nastal

tehdy, jestlize bylo péeéba odmocnit zaporngslo.



Situaci, kdy rovnice ®a tii realné kdeny, vychazela ve vzorci druha odmocnina
ze zapornehgisla, realné kieny byly vyjadeny jako sotiet komplexg sdruzenyckisel,
nazyvali ,casus irreducibilis. Tato situace vedla k postupnému uznani zaporriysél

a studiu komplexnichisel.

Vzorec pro vypoet kaeni algebraickych rovnic&tvrtého stupt objevil Cardadv zak

Lodovico Ferrari (1522 — 1565). Substituci Ize dmeané rovnicetvrtého stupiy prejit

k rovnici ¢tvrtého stups bez kubickéh@lenu. Posté& proto uvazovat pouzeipad:
x*+ax?+bx+c=0.

Doplnénim prvnich dvoileni rovnice natverec, niizeme psat:
a2

a
2+ )2 =—-bx—c+—,
(x 2) xX—c 2

odtud

a a a?
(x2+§+t)2=(x2+§)2+t2+2tx2+at=2tx2—bx+<t2+at+7—c>.

Vyraz vpravo, budétvercem za podminky

a?

4-2t(t2+at+z —c)—b2=0.

Nyni dostdvame kubickou rovnici s neznamou t, ktegaalespd jeden realny kien t,.
Jestlizet = t, je prava strana vySe uvedeného vztélrercem. Upravime-li odmo¢énim,
dostaneme kvadratickou rovnici, kterou jiz snadyi@§ime.
x? +g+t0 = +,/2t, (x—£>.
2 4t,
Rovnicemictvrtého stupi se dale zabyval néjlad Leonhard Euler (1707 — 1783) nebo

René Descartes (1596 — 1650), ktery vyuZival taaneenkové pravidlo.

NejvyznamujSi ucenci, ktei prispeli k rozvoji vzdlanosti té doby, byli mimo jiné Niccolo
Fontana Tartaglia (1499 — 1557), Girolamo Cardab®0{ — 1576), Regiomontanus
(1436 — 1476), Leonardo da Vinci, Luca Pacioli 844 1517), Nicolas Chuquet
(1430- 1487).

V dok¢ sttedowku zaostavala evropskd matematika za matematikdickiou, arabskou

acinskou. V Indii vytvdili desitkovou pozini soustavu, kterou po&jd pievzali Arabové.



Nutno poznamenat, Ze neexistoval spolehlivy a gyatdajemny penos informaci. To
vedlo k tomu, Ze na mnoha mistech vznikaly stefrjéwy nezavisle na séb

V Cing byly vypracovany postupy pri@seni soustav polynomialnich rovnic aZtgrech
neznamych. V Indii a Blizkém vych&dpatrré pod vlivem Diofantovy Aritmetiky
dominovaly neutité ulohy, tj. takové, ve kterych je et neznamych &Si nez poet

podminek (rovnic) na



2. Ulohy vedouci na soustavy v pracich evropskych autt
od 5. stol. do 13. stol.

Jak jiz je vySe zmino, za&atek stedowku je ¢asto spojovan s 5. stoletim a jeho konec
s 15. stoletim naSeho letafpo. V této kapitole se pokusime postihnout ag§iast tohoto
obdobi, od ptatku 5. stoleti do konce 13. stoleti z hlediskatygais jimiz byly freSeny

tlohy, které bychom dnes mohli zapsat soustavaned@hich algebraickych rovnic.

Nasledujici ulohy pochazeji od vybranyctend, ktefi svym dilem vyznamh prispeli
k rozSfeni vzdlanosti ve sedowké Evrog. V prvnicasti této kapitoly sednuji tloham,
které reSili Boéthius, Savasorda a Gerbert a pastupeSeni polynomialnich soustav,
na které dané Uulohy vedou. Druh#st kapitoly pojednava ipvazié o Leonardu
Pisanském, ktery ve svém dile Liber abacinuje uUloham vedoucim na soustavy

polynomialnich rovnic velky prostor.

2.1. Boéthius, Savasorda, Gerbert
Nachazime se v obdobi 5. stoleti az prvni polovifa stoleti naSeho letofto. Tato
podkapitola popisuje Boethiovy, Gerbertovy a Saxd®oy postupy pro ieSeni

polynomialnich soustav.

Anicius Severinus Boéthius (cca 480 — 524)

Posledni postavou obdobi matematiky v helenistickygemich a zarowe prvnim
scholastickym dencem byva ozr@avan Anicius Severinus Boéthius.

Prace nazvanBe institutione arithmetica libri duse stala zakladem pro vyuku kvadria
(aritmetiky, geometrie, astronomie a teorie hudieystedowkych skoldch a univerzitach
po dobu del3i nez tisic let. Boéthiova prace jeagiovana zaigklad Nikomachovavodu
do aritmetiky Jiné zdroje uvagli, Ze Nikomachovo dilo bylo Boéthiovi pouze vzorem
pii sepisovani. V kazdéntipack Ize v praci najit tlohy vedouci na soustavy jedrabych

polynomialnich rovnic.
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Priklad 2.1.1.
Predpokladejmetznostranny trojuhelnik, ktery se 'q—

nazyva klin, jehoz mensi sklgma strana ma 15, A

X1l

delSi prodlouzena strana zaujima 20, ale zakladna
je 25. Kolik je vskutku odésna tohoto CL
trojuhelniku a obsah, to se hledaigBzeno podle V Ldkl XX\

[God67], str. 407.)

De orthogonto.

Pro vyp@et je dilezité poznamenat, Ze Boéthius &sivo
0 vypaet je dilezite poznamenat, ze Boéthius u Obrazek 1, prevzato z [GOd67], str. 408

myslel vySku na zakladnu trojuhelnika. Podobnouhuljo
Vv niZ je teba ze znamych délek stran trojuhelnikétudélku vySky na jednu z nicliesil
nag. Heron viz p*. 1. 1. 1.)nebo Gerbertvz p*. 2. 1. 4.
Ulohu bychom mohli zapsat soustavou:
x% + y? = 152
(25 — x)? + y?% = 202

kdex je Usek na zakladray je vySka na zakladnu, kterou jela utit.
BoéthiovoreSeni obsahuje nejprve vyad druhych mocnin délek v3ech stran, tj.
152 = 225; 252 =625; 20% =400

Nasled odete étverec ¥tSi sklorgné strany od sa@tu ¢tveralr mensSi sklo#éné strany
a zakladny. To odpovida levé stéaovnice

450 = 50x, ()
kterou lze ziskat ode&enim prvni rovnice od druhé v soustawvedené vyse
a jednoduchymi tpravami. ®@lstrany rovnice (*) nejprvet,

225 = 25x,
pak krati 25¢imZ nalezne délku Useku na zakladn
9 =x.

VySku zadaného trojuhelnika dilr pomoci Pythagorovy dty, ktera je zapsana prvni
rovnici soustavy, a obsah vymil jako polovinu sotinu zakladny a vysky. Odp&&

na Boéthiovo otazku by byla: VySka (v zadani &ha) trojuhelnika je 12 a obsah 150.

Dnes bychom nejspi$ vyuzili poznatku, Ze dany trejdik je pravouhly. Jeho obsah se
proto velmi snadno ziska uz ze zadanych hodnatésigko vySka na zakladnu, kterou Ize

vypcZitat jako podil obsahu a zakladny.
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Poznamenejme, Ze stejnymaspbemiesi Boéthius uvedenou Ulohu je§tro tupouhly
trojuhelnik o stranach 10, 9, 18 a pro ostrouhtyjutrelnik se stranami 13, 14, 15.
V piipact tupouhlého trojuhelniku nevychazi vySka na zakladn na nej¢tSi stranu,

\ - z 1 . ) . T .
celatiselna, aleﬁ—zx/17 +19-37. Nejedn& se proto na rozdil od zbyvajicich dvéipani

o heronsky trojuhelnik.

Gerbert (cca. 945 — 1003)
Francouzsky mnich Gerbert, znamy také pod jménenvesi Il. Studoval
v benediktynském klaste Saint-Gerald v Aurillac. Sam v letech 972 — 982dpasel

ve Skole v Remesi, kde se krémmatematiky, logiky a filozofie zabyval také astoomi.
Gerbert nebyl pouzecitelem, ale také poradcem arcibiskupa Adalbera ABalberow
smrti se stal arcibiskupem potomek Karla Velikéhmulf. Ten byl pozdji francouzskym
krdlem sesazen a na jeho misto byl jmenovan Geitkterty byl ovSem pdtyirech letech

odvolan. Dne 9. dubna 999 byl Gerbert Wean a jmenovan papezem.

Gerbert napsaldkolik matematickych &. Neni ovSem jisté, zda je opravdu autorem vSech
knih, které se mu fsuzuji. Napsal najgklad ,Knihu o dleni cisel* (Libellus

de numerorum divisionenebo knihu ,Pravidla potani na abaku“ Regule de abaco
comput). Treti kniha, ktera je mufjsuzovana, a kde se zrcadtiepézrt fimsky vliv, je
dilo o geometrii, z kterého si ukdZzeme uUlohu vedomacsoustavu polynomiélnich rovnic.
Geometria m& 94 ¢lanki. Prezentuje zde také jednoduché geometrické poznat
o rovinnych atvarech, hla¥éno trojuhelnicich, které iejm¢ cerpal z Eukleida nebo
Boéthia. Gerbert s nejtéi prava@podobnosti pracoval jako prvni Evropan s indicko-

arabskymgiislicemi.

V dalSim textu pedvedeme ¢které Ulohy z Gerbertovseometrie které dnes ifipouse;ji

matematizaci pomoci soustavy polynomialnich rovnic.

Priklad 2. 1. 2.

Hlava XLII. Jak se v pravouhlém trojuhelniku zigid€sna a zakladna

V pravouhlém trojuhelniku, jehoZigpona je 25 stop, obsah 150, se hledacsy
a zakladna. (feloZzeno podle [Bub99], str. 339, resp. §Bg], str. 219.)
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Fig. 67

Ozn&ime-li odwsny x,y, uloha vede na soustavu (-p“? 9L.12)
rovnic "t}}}
x? +y? = 252 XV CL
1
Exy = 150.
Gerbert postupoval tak, Ze druhou rovnici vynasobil Obrézek 2, prevzato z [Bub99], Tab. Il

4, tj. 2xy = 600. Tuto rovnici gficetl a odeéetl od prvni rovnice

x% + y? = 252 x% + y? = 252
—2xy = 600 + 2xy = 600
(x—y)2 =25 (x + y)? = 1225.

Odmocrénim dostaneme soustavu dvou linearnich rovnic. Jgutho sodet a druhou
pro rozdil hledanych odgen

x+y=235
x—y=>5.

Jejich sétenim ziskal dvojnasobek delSi @édmy (zakladny) a dosazenim do rovnice

pro sowdet odwsen snadno ail druhou od¥snu, tj.x = 20,y = 15.

Dany trojuhelnik je podobny zékladnimu pythagorésk trojuhelniku se stranami
o délkach (3, 4, 5). Gerbéxt postup je zajimavy, neba vyuzitim identit

(x £y)?* =x? £ 2xy + y?
vtipné preved| soustavu polynomialnich rovnic na soustamadinich rovnic, kterou jiz

snadno vypéital.

Jednou z varianteSeni této ulohy v dnesni dole takovy postup, kdy z druhé rovnice

3002
yZ

1 v, s , .. , ,
Sxy =150 vyjadime x? = —-. Dosazenim za? v rovnici x? + y? = 25? ziskame

po rekolika krocich rovniciy* — 625y% — 3002 = 0. Tu vyfeSime substitugi? = s, coz
vede na kvadratickou rovnicis? —625s — 3002 = 0. Pomoci vzorce vypitame
s; = 400, s, = 225. Resubstituci dopdtamey, = 20,y, = 15. ReSenim soustavy rovnic
jsou tedy uspi@dané dvojicetisel [20,15]a [15,20] a to se shoduje s Gerbertovym

feSenim.

13



Podobny piklad se objevil &lanku XLIIl. O nalezeni zakladny a o&ny oddlene
v trojuhelniku Ad inveniendam basis et catheti disjunctionemigotro).

Priklad 2. 1. 3.
Hlava XLIII. O nalezeni zakladny a ogsny odalerg v trojuhelniku.

Jestlize byl dan trojuhelnik, jehoz adwa a zakladna spdl& spojené jsou 23, obsah 60,
piepona 17, hleda se zakladna ad&sta oddlere. (Prelozeno podle [Bub99], str. 339,
zadani ulohy viz téZ [B®3, str. 204.])

Je zadana délkagpony 17, obsah pravouhlého trojuhelnika 60 &etondv¥sen 23, které

méame zjistit. Uloha vede na soustagirévnic o dvou neznamych

x? +y? =172
%xy=60 ,
x+y=23

je tedy ,preurend” — obsahuje mensi & neznamych nez je gt podminek, které maji

sphhovat.

Gerbert postupoval podobnjako v g@gedchozi Uloze;¢tyfnasobek druhé rovnice
2xy = 240 ode&etl od prvni rovnice. Po Upravach nam vyjde ropdil¢senx —y = 7.
Vzhledem k tomu, Ze s¢at od¥sen,x + y = 23, je zadan, nemusi ho zj@vat. Soustavu

dvou linearnich rovnic

x+y=23
x—y=7
jiz snadno vieSime
x =15,y =8.

Tato Uloha byla pravwgphodobré konstruovana od vysledku, tzv. ,aby to vySlo“. Jim
zvoleny postup neni univerzalni, ale funguje jen phodré zvolené hodnoty fepony,
obsahu a odisen. Vyplyva to z toho, Ze ne#il, zda z prvni a druhé rovnice plyniet,

tedy neudlal zkousku.

Gerbert neodtuje, zda pictenim ¢tyfnasobku druhé rovnice k prvni dostane na pravé
straré skut&né druhou mocninu 23. Pokud by misto 17 bytagona 15 a misto 60, obsah

44 a navic by postupoval st&jmpak by téz doSel k vysledku= 15,y = 8, ale ten by
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feSenim soustavy nebyl, nebo prvni a druhé rovnice by vyplynula + y)? = 401, coz

neni druha mocnina 23.

Dnes bychom ulohu mohiesit dosazovaci metodou, kdy z rovruce y = 23 vyjadiime

x a dosadime zando druhé rovniceTato metoda vede na kvadratickou rovnici

%(23 —y)y = 60.
Redenim soustavy tiené teti a druhou rovnici soustavy edchozi strany jsou
uspdadane dvojiceisel {[8,15], [15,8]}. Hodnotyx = 8,y = 15, respx = 15,y = 8

vyhovuiji i prvni rovnici této soustavy, proto jsok& dvojicereSenim zadané ulohy.

Treti piiklad, ktery-si zde uvedeme, byl zadasldnku XLIV. V ostrouhlém trojuhelniku,
jehoz délky stran jsou vyjéeny tiznymicisly, najit vySku atd.IQ trigono oxygonio, cujus

in lateribus numeri quantitate dissimiles sint,enre perpendicularen efc.

Priklad 2. 1. 4.
Nalezréte vySku na ,z&kladnu“ trojuhelnika, znate-li
velikost jeho ,mensii@pony” 13, ,zakladny* 14 a &tSi 13 15
prepony“15. v
Z naSeho pohledu inie tato Uloha vést na soustavu dvo
rovnic o dvou neznamych x 14 — x
x2 + p2 = 132 Obrazek 3 - Grafické znazorréni p¥. 2. 1. 4.

14 — x)? + v? = 152,
(

kdex av jsou od¥snami pravouhlého trojuhelniku.

Z Gerbertova postupu, ktery popisuje vy ciselnych vyrai

132 + 142 =365, 15% =225, 365—225= 140
140:2=70, 70:14=5, 13%2—-52=144, +144=12,

muzeme pedpokladat, Ze vySel ze stejnych vitakteré jsme uvedli vySe, tj. dvakrat

pouzil Pythagorovu &tu pro pravouhlé trojuhelniky s ogsnouv. Odeteme-li od sebe

rovnicev? = 13% — x?, v? = 152 — (14 — x)? dostaneme rovnice
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14% + x? — 28x + v? — x? — v? = 15% — 132,
a po malé Upray
28x = 132 — 152 + 142,
z niz je patrné, Ze Gerbert proved| prvnich pypoiti, aby naSel Usek na zaklada
trojuhelniku, ktery na ni vytind vyska. Poté tepweil vySku dosazenim za =5
do prvni rovnice, tj5% + v? = 132. Hledana vyska j& = 12.
(Podle [B&€03, str. 204 — 205].)

Tato uloha je identick& s Heronovou ulohou (giz 1.1.1) a velmi podobna Béethiév
tloze (vizpr. 2.1.1.) V Boethiow¥ Uloze se setkavame pouze s jinymi délkami stran,
a krone vysky trojuhelnika se @ita jes¢ obsah. VSichniit autai postupovali podobh
Nejdtive naslix, neboli kratSi usek zakladny, a pomoci Pythagonaty urcili hledanou

vySku.

Avraham bar Chija (Abraham Baiiyya, Savasorda) (cca 1065 — 1145)

Na polynomialni soustavy vedouckteré geometrické ulohy Zidovského matematika

znamého pod jménem Savasorda, ktery se narodifeeBe a velkoucast Zivota stravil

v Narbonne v jizni Francii. V pracidibbar ha-meskah we-ha-tishbore(Pojednani

o mifenich a vypdtectf) preloZzené z hebrejstiny do latiny Platem z Tivoli .(k2ol.)
pod nazvem Liber embadorum (Kniha obsah ploch, 1145) se hledaji strany
pravouhelniku, je-li znam obsah pravouhelniku ashuesp. rozdil jeho stran nebo obsah
pravouhelniku a délka uhlépky. Takové ulohy Ize zapsat soustavami:

xy=3S§ xy=3S
xty=c x? +y? = c2

Uved'me na ukazku alespgednu ulohu.

Priklad 2. 1. 5.
Kolik lokta je obsazeno v délce ac@ pravouhelniku, jehoz obsah je 48 acsbulélky
a Stky je 14? (PeloZzeno podle [Cur02], str. 47)

Uloha vede na soustavu

48 vy
x+y=14
xy = 48

X
Obréazek 4 - Grafické znazorréni pf. 2. 1. 5.

2 Savasordova prace se stala vzorem pro FibonaBcdra geometrie
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kde x je neznamy peet lokti obsazenych v délce yaje neznamy piet lokth obsazeny

v Sitce pravouhelniku.

V popisureSeni Savasorda umocni polovinu&aouwélek a od tohotétverce odéte obsah,
tj.

Odtud plati

Dale mame ficist odmocninu ze ziskaného rozdilu k 7, tim seahestdélka. Odgenim

odmocniny od 7 se zisk&l&a. Zdivodreni je patrné ze zapisu

6;Yf+x;y:1+7

+ — 2
xzy_ (xzy) —7_1

Reseni se tedy opira o identitu

— 2 + 2
(xzy) =(x2y) A

pomoci niz je dana soustava linearizovana. Savage&# popisuje pipad, kdyctverec

poloviny soétu rozmera pravouhelniku je mensi nez jeho obsah. V takovéipag

uvadi, ze uloha nenfaSeni.

2.2. Leonardo Pisansky, Nemore
Dostavame se do prvni poloviny 12. stoleti az dosfidleti. Za nejvyznangjgiho autora té
doby mizeme oznét Leonarda Pisdnského. DalSi vyznamni &ukdeii jsou zde zmieni,
jsou Leonardovo s@asnici Nemore a Jacobo de Florenti.

Leonardo Pisansky (1170 — 1250)
Leonarda Piséanského zndme spie pod jménem Filioddata prelomu 12. a 13. stoleti

v Italii. Povazujeme ho za jednoho z nejvyznéjdich matematik Evropy. Studoval
v severni Africe, kde travicas se svym otcem, diplomatem a obchodnikem. éPrav

zkuSenosti s obchodem a také rozempesel a podnikani jefiped| k patarstvi.
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Leonardo Pisansky je autorem mnoha rukiapi3o dnes se jich dochoval pouze zlomek.
Mezi jeho nejznawjsi dila pati Liber abaci(Kniha o abaku 1. vyd. 1202fgpracovano
1228), spis, kterému zafil témet ¢tvrt stoleti. \énuje se zde aritmetice, algeb teorii
¢isel a vSe demonstruje néikdadech. Inspiraci pro tuto knihu byly Fibonacciprevazr
arabsky psané matematické prace. V budoucnu sersiattem pro mnohé autory (nap
Euler). Anglicky geklad této knihy byl zdrojem niZe uvedenychikladi. DalSi
vyznamnou knihou jePractica Geometriae(Praxe geometrie, cca 1220) zabyvajici se
planimetrii ¢i stereometrii. Od Leonarda Pisanského si daléeme pecist Flos (Kvét,
1225) nebd.iber quadratorumKniha ¢tverai, 1225). Zajimavosti je, Ze knililos sepsal

pro cis@e Fridricha Il., na jehoZ dwe se Fibonaccidastnil matematického turnaje.

Pro giblizeni tehdejSiho Zsobu zapisu uvadime tabulku ozeai @irozenych mocnin

nezname.
neznama (¥c, koren) X res radix
dvojmoc nezname {tverec) X censusquadratus
absolutni ¢len numerus simples, numerus, denararagma
tieti mocnina neznamé x3 cubus
¢tvrtd mocnina neznamé x* Census census, censuum census
Sesta mocnina neznamé x® cubus cubi
0osSma mocnina neznamé x8 Census Census census census

Tabulka 1 - Ozna‘eni pfirozenych mocnin neznamé dle Fibonacciho

K tomu, abychom mohli weSit soustavu polynomialnich rovnic, je nutnééumaijit
koteny linearni a kvadratické rovniceipadre i rovnice vysSiho stugn Linearni rovnice
ieSil Leonardo Pisansky metodou chybnébedpokladu -regula versa kterou znali jiz
stai Egypané. Po vzoru arabského matematika al-Chwéarizmomklil Fibonacci

kvadratické rovnice ndittypy jednoduchych rovnic:

census je roven ptu koreni: ax? = bx
census je roven numerus simplex? = ¢

koren je roven numerus simplebx. = c,
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a i typy sloZzenych rovnic
census a k@ny jsou rovnyislu: ax? + bx = ¢
koreny acislo jsou rovny censutx? = bx + ¢

census &islo jsou rovny k#enim: ax? + ¢ = bx,

kde a, b, ¢ jsou kladn&isla, a u kazdého typu uvedl algoritmus jejfeéeni. VSech Sest
predchozich tyf bychom dnes zapsali jedinou rovnigk? + bx + ¢ = 0, kdea, b, c jsou
realnacisla. Metodou ,dopléni na ¢tverec* nebo pomoci diskriminantu bychom nasli
hledané keeny.

V piipac sloZzenych typ rovnic Fibonacci pracoval podobnjako al-Chwarizmi,
ke kazdému typu rovnicefipadil slovni popis jak postupovat pro vyed kaeni.
Poznamenejme, Ze Fibonacci provadi takove Uprawy bl vedouci koeficient roven 1,

tj. a=1 ve vySe uvedenych typech rovnic.

Postupy, jimiz Fibonacci vygetl kareny rovnic

(1) x*+bx =c, (2) x* =bx +c, (3) x?+ ¢ = bx,

bychom dnes postuprzapsali vzorci

Vzhledem k tomu, Ze jaki@Seni uznava&sSinou pouze kladnéisla, maji rovnice (1) a (2)
pouze jeden k@n. V gipad rovnic tetiho typu vypoéte kaeny dva, pokud jsou reélné.
Pro gevod rovnice o jedné neznamé niktery z Sesti uvedenych t§provnic pouzivali

mistii abaku ti rizna pravidla.
l. Pravidlo obnoveni

Il. Pravidlo kombinovanéleni obsahujicich neznamou
[l Pravidlo gresunuti
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Prvni pravidlo odpovida f@gteni tch ¢lend k obdma stranam rovnice, které jsou
od rgjakého jiného ¢lenu odeitany. Nap. u rovnice 3x + 8 = —6x + x? pricteme

k ob¥ma stranam rovnicéx, tj. 9x + 8 = x2. Pomoci druhého pravidla Ize&sst ¢leny
~Stejného druhu”. Teti pravidlo nantikd, Ze mezi jednotlivyméleny rovnice plati zakon

komutativnosti a asociativnostiigani.

Tato pravidla umaiovala transformovat libovolnou rovnici ve tvaru
+ax?+bx+c=+ax*+b'x+c,

kdea, b, ¢, a’, b’, ¢c’jsou nezapornéisla, na gkterou z jiz uvedenych Sesti tygakladnich

kvadratickych rovnic. B Upravach rovnice je nutné si &domit, Ze algebraické vyrazy,

ve kterych se vyskytovalo oéigani, bereme jako nekompletni. @itanacast se uvadi

jako posledni aip feSeni se upravuje jako prvni, tzn., Ze se vraciogaice chyljici

dasti.

Ulohy, které bychom dnes mohli zapsat soustavoynpohialnich rovnic, se objevuji
v kazdém zeit oddil 15. kapitolyLiber abaci.Prvni z nich se tyka pofmi mezi temi
actyfmi ¢isly, z nichz jedno nebo d\isla jsou dana. Ve druhém oddilu najdeme ulohy
vedouci na geometrické problémy a posledfst je ¥novana algefe a almukabale;
obsahuje vzoroveé postupy pi@seni uvedenych Sesti fiypovnic a mnoho uloh o rozkéni

¢isla 10 na d& gasti.

Ukazeme si &kolik priklada, které jsou vypéitany jak nam dnes dostupnymi metodami,
tak dle Fibonacciho. Uvedené&ilklady jsou peloZzeny z anglického ipkladu [Sig02].
Vybrané ulohy vedouci na soustavy polynomialnictinio, které zde uvadime, vedou
naieSeni pomoci kvadratickych rovnic. Najdeme zde mwSe ulohy, které vedou
na newité rovnice a postupeseni je odiedchoziho typu uloh odliSnyiiFeSeni pomoci
kvadratickych rovnic uziva Fibonacci doph nactverec. Jak jiz byldeceno, Fibonacci
¢leni rovnice na &kolik typta. V této praci vybirdame ulohy vedouci dle Fibonhoci
klasifikace na sloZzené typy. U kazdé ulohy se pdev@irazeni kvadratické rovnice
k Fibonacciho typu, které nalezneme na str. 19.ledafici uloha vede na prvni typ

rovnice,x? + bx = c.
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Priklad 2. 2. 1.

Nejprve nechi ¢isla® .ab, .bc, .cd. jsou v souvislém poinu, tj. .ab. je k .bc. jako je.bc.

k .cd, a nech je souet cisel .ab. a .bc. 10 acislo .cd. je 9 a rozdikisel .ab. a.bc. se
hleda. (Pelozeno podle [Sig02], str. 531, viz téZ {B&], str. 293. Uloha z 1. oddilu 15.
kapitoly Knihy o abaku.)

Cisla .ab, .bc. a .cd. ozname dle naSich zvyklosti, y, z.V dnedni symbolice bychom

danou ulohu mohli zapsat v nasledujicim tvaru.

x Yy
y N Z
x+y=10
z=9
Ulohu mizeme graficky znazornit. u u
a b e d

Cc
X y z
Obréazek 5 - Grafické znazorréni pf. 2. 2. 1.

V nésledujicich odstavcich uvedemeldad FibonaccihdgeSeni.

Pro lepSi srozumitelnost ho doplnime matematickgpisem na samostatnéaudku.

Protoze.ab.je k. bc. stejre jako.bc.k . cd.,
x Y

y Z
je sowet dvou pedchozich ¢isel kjednomu znich jako s&et zbyvajicich
k nasledujicimu; tj. prvniac. je k druhému.bc. jako fteti .bd. ke ¢tvrtému .cd. a prvni

a posledni zname.
x+y y+z

y Z

)

® Pro zépiscisel pouzival Fibonacci pismena, ktera bylaivodiu odliSeni od textu
odcklena tékami, nap. .a. Cislo také zapisoval édwma pismeny, nap.ab, kdyz si ho
piedstavil jako usiku.
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A protoze, kdyZ jsoutyii ¢isla v souvislém pogmu, soin prvniho a posledniho je roven
sowinu druhého aretiho.

x+y)z=y{y+2)
Skute&né prvni.ac.je 10 actvrté.cd.je 9;

x+y=10a z =09,
souwin, ktery je90, je roven sotinu druhéhabc. a tetiho.bd;

90 = y(y +9).

Protocislo.cd. je rozdleno na d¢ stejnécasti bodem .e. kazda z nich butjie

_2_41
U=7=%3

A protoze jecislo .cd. rozcEleno na d¥ stejnécasti bodem .e., k nim jefigtenodislo .bc,
piictené vynasobenym celyrd. plusctvereccéisla.ce.je rovnoctvercicisla.be;
y(y + 2u) + u? = (y + u)?

Skute&n¢ souin .bc.a.bd.je 90 aétverecéisla.ce.jeizo;

1
y(y +2u) =90, u?= ZZO

Tyto podobw se&teny tvadi % 100 pro ¢tverecgisla.be;
1

7100 = (y + w)?
Koten toho, ted;1 10, jecislo .be,

! 10=y+
2y

ze kterého je odtenocislo.ce, tedy% 4; .bc.budecislo 6;

+ —110 14—6
ytu-u=s 4=

to je od€teno od.ac, tj. 0d10;.ab. budecislo 4.
x+y—y=10— 6=4.
(Prelozeno podle [Sig02], str. 531-532.)

Normovana kvadraticka rovnic@0 = y(y +9), na niz uloha vede, je prvniho typu
a postup jejih@deSeni odpovida dopini nacétverec nebo vyptiu podle vzorce uvedeného
na str. 15. Zeiejmych divodi uvadi Leonardo pouze keny = 6 jakocislo .bc, a.ab.
jako ¢islo x = 4. V zadani ulohy je pozadovan rozdikel .bc. a .ab, ten vSak autor

neuvadi.
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Kdybychom danou ulohuieSili dnes patrre bychom pouzili dosazovaci metodu
nasledujicim zfisobem. Ze zadani jiz znAme neznamoet 9 a z druhé rovnice bychom
si vyjadili neznamoux = 10 — y. Dosadime do prvni rovnice:
10—y vy
y 9
Vznikla rovnice s neznamou ve jmenovateli. Celownio vynasobime spotaym

jmenovatelem9y. Vidime, Ze piklad vede na kvadratickou rovni6i= y? + 9y — 90,
kterou jiz snadno JeSime. Rovnice ma dvieSeni,y =6, y = —15, ale nesmime
zapomenout, Ze Fibonacci néftal se zapornyméisly, zaporny keen tedy zanedbame.
Hledanétislo x vypasitame tak, ze dosadime do druhé rovnige= 10 — 6 . Reenim je

x = 4.

Priklad 2. 2. 2.
Znovu je.a. k .bg.jako je.bg.k .ed.A nechlt’ 2 jecislo.bc, o které.bg. presahujeislo .a..
Cislo .ed. je rovno 9.(Pielozeno podle [Sig02], str. 532. Uloha z 1. oddifu kapitoly
Knihy o abaku

Pontry cisel.a, .bg. a.ed.si ot jako v gedeslém fikladk mizeme pro lepSi nazornost

oznait X, y, z.V dnesni symbolice bychom danou slovni Ulohu mpétisat ve tvaru:

x Yy
y B Z
y=x+2
z=9
Ulohu si mizeme graficky znéazornit.
2 X y
—M A
¢ b ¢ 9 e f 2 d
- g g ~ ~ -
X y 7

Obréazek 6 - Grafické znazorréni pf. 2. 2. 2.
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Pro lepi nazornost jsme zavedli o x, y,z* kde plati, Zea. znaiime jakox, .bg.

zn&ime jakoy a.ed.zna&ime jakoz.

Nasleduje peklad FibonacciovaieSeni podle [Sig02], str. 532 — 533, kteryétop

doprovodime dneSnim zapisem.

Cislo .ef.je itanecgisla.ed., ktery je rovertislu, o kteréed. presahuj&islo .bg..Proto je
prvnicislo.ed.k drunémuwislu .bg. jako je teti.ef. ke étvrtému.bc;

zZ _z—Yy

y y—x
proto vynasobisislo .ed.¢islem.bc, ktera jsou znama;

y(@z—-y)=z(y —x)
to budel8, coz je rovno satinu .bg. krat .ef;
y(z—-y)=18
skute&né, .fd. je rovno ¢islu .bg.; proto je vysledkem s@éinu .ef. krat .fd. 18, coz je

ode&teno odétverce polovinyisla.ed.a polovina je .ez.;

) -ren=(3) -

° 1
zustane2 "

to je odé€teno od.ze;

zbude3 pro .fe;
z—y=3
téchto 3 je od€teno od.ed; zistane6 pro.fd., to je pro.bg;
z—(z—-y)=6

* Oznaeniz je zde ve dvou rolich — jednou jako bod, jedrakojdélka sy .ed.
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Od toho je od&eno.bc; zbude.cg, to je.a., tedy4.
y—2=x=4
Uloha vede dle Fibonacciho rageni na feti typ rovnice.

Dnes bychom soustavurqvedli na kvadratickou rovnici. Dosazovaci metodmdeme

tlohuftesit tak, Ze si do prvni rovnice

NI

<RIR

dosadimex + 2 zay a 9 zaz.
X x+2
x+2 9
Uprava vede na kvadratickou rovniti= x? — 5x + 4, jejiz ka'eny jsoux; = 4 ax, = 1.

Dosazenim do druhé rovnice défi@ame y, = 6 ay, = 3. Krong trojice 4, 6, 9 nalezené
Fibonaccim jetreSenim také trojic€isel 1, 3, 9. Mizeme se pouze domnivat, pree

Fibonacci spokojil pouze s jednim vysledkem.

Priklad 2. 2. 3.

Znovu je.ab.k .bc.jako.bc.k .cd; nech’ .bc.je 6; proto sotetcisel.ab.a.cd.je 13.
(Ptelozeno podle [Sig02], str. 532. Uloha z 1. odd#u kapitoly Knihy o abaku.)
Pri stejném oznéeni jako v pikladu 2. 2. 1 vede Uloha na soustavu rovnic

x Yy
y N Z
y=6
x+z=13.
Ulohu si mizeme opt graficky znazornit.
Uu u
—A
a b c f d e
\ AN J
\_Y_/ v v \_Y_/
X y z X

Obréazek 7 - Grafické znazorréni pf. 2. 2. 3.
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Fibonacciovaeseni:
Protoze sotin prvniho seietim je roven satinu druhého se sebou samym, kdyz jsou t
¢isla v souvislém powmu, vynasobi$ druhé&slo samo se sebou; to bude 36, coz je stejné
jako souin .ab.krat.cd..

xz = 36
Proto vezmegislo .de. stejre velké jako.ab, celé .ce.je tudiz 13. Toto je rozteno
na d& stejreé velkécasti bodemf.. kazda zasti budeS%

x+z_ _61
2 4T 03

a protoze je&islo .ce.rozctleno na d¥ stejnécasti bodemf. a na d¥ nestejn&asti bodem

.d. , plochy obdélnik budou ve stejnych proporcich, #d. vynasobenédc. plus ¢tverec
¢isla.df. bude rovergtvercicisla.ef.

xz+ (z—u)? = ul
Proto.ef, a to%6, je vynasobeno samo se sebou.To tiude z ¢ehoz je odé&en sodin

.ab, tedy.ed, krat.dc.a soudin (xz) je 36;
2 7= 42536
u XZ = 4

o 1 v vr
Zustane; 6 pro¢tvereccisla.fd,

1
_ 2 —g-—
(z—w) 7
odmocnina z toho, jmenovéit;- 2, jecislo .fd;
Z u= >

to pridano k .cf. da 9 pro celéd.

( )+ —21+61
Z—U u= > >

z=09.
To je odéteno od.ce, tj. od 13; &istane 4 prdislo.de, coz je pratislo.ab.
(x+2z)—z=13-9
x=4
(PreloZzeno podle [Sig02], str. 533.)
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V dalSim textu za touto Ulohou Fibonacci postuplemuje pro dalsi typy uloh. PiSe, Ze
v3e by #stalo stejné, kdyby v jeho Ulohach piodisla v souvislém po#nu vystupovaly
misto rozdit jejich druhé neboréti mocniny. Jsou-li totiZisla v souvislém pogmu, jsou

v souvislém poreru takeé jejich druhé neboeti mocniny, a proto napplati

x+»?_ G +2)? z' _ (z-y)°
- S TR (P
Soustavu rovnic odpovidajici Uloze 2. 2. 3zeme vyeSit pomoci Vietovych vzoic
pro kaeny a koeficienty algebraickych rovnic, kde promiaov x2 + px + q = 0 plati,
X1 X, = q azarovén x; + x, = —p. Znédme sotin i sowet neznamych,
xy=36;, x+y=13,
muzeme tedy sestavit kvadratickou rovnici
y? =13y +36 =0,
kterou pomoci diskriminantu jednodusSeae§ime.

vi=9a y,=4 = x=4 a x=09

Uloha vede podle Fibonacciho klasifikace uloh (siz 19) naiteti typ rovnice. Takové
Glohy pripousgji i druhé feSeni. Druhou trojick = 9,y = 6,z = 4 Fibonacci neuvedl.

NejspiSe pedpokladal, Ze;, y, z jsou séazené podle velikosti od nejmensiho.

V Liber abacise v tetim oddilu 15. kapitoly objevuje mnohaildadi, kdy se ma &aké

¢islo rozdlit na dw casti. Jako fiklad mizeme uvést nasledujici alohy.

Priklad 2. 2. 4

V dnesni symbolice Ize napilohu ([B&01] str. 294) zapsat jako soustavu rovnic

24 = xy
10 =y +x.

Ze zapisu vidime, Ze hledanislo je takov&islo, které kdyz odgeme od 10, tak séin

rozdilu a hledanéhgisla dava 24. Budemergdpokladat, Zé¢eSeni je kladné celé&slo.

V takovém pipact miZzeme vyuZit metodu experimenReseni metodou experimentu:
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Nejdiive si vyjadime zrovnicel0 =y +x, y =10 —x. Dosadime do prvni rovnice
a dostaneme jednoduchou rovnici
24 = x(10 — x).

Utvorime tabulku, z které je jasipatrné, Zec = 4 nebox = 6.

x 1 2 3 5 7 8 9
10 —x 9 8 7 5 3 2 1
x(10—-x) 9 16 21 25 21 16 9

Tabulka 2 - Tabulka pf. 2. 2. 4.

Neznameislo Ize samazjng zjistit reSenim kvadratické rovnice.
24=x(10—-x) = x2-10x+24=0 = x;,=4,x,=6
Leonardoresi Ulohu doplénim rovnice typwix? + bx = 0 nactverec.
1=25-24=25-—x(10—x) = (5—x)2 ;°

Protoze Fibonacci dal podminku, Ze za vysledek pgeamensi z obodasti, na které

je 10 rozdleno, proto jareSenim Glohy = 4. Uloha vede narti typ rovnice.

Poznamenejme, Zdquchozi tloha ijpklad 2. 2. 3 vedou az ridselné hodnoty na stejnou
soustavu rovnic. Na stran541 pgekladu Knihy o abakuvénované ctyirem ¢islim

a pongram mezi nimi uvedl dlohu, v niZz je geba najitétyii ¢isla, jestlize prvni je 6,
¢tvrté 9, pongr mezi prvnim a druhym je stejny jako pé&mmezi tetim actvrtym a sodet
tretiho actvrtého je roven 21. Ozgame-li postupg prvni, druhé, ieti a ctvrté cislo
x,y,z,u, pak uloha vede na soustavu

yz = 54,
y+z=21,

tj. stejnou soustavu jako \tgdchozich dlohach. Tentokrat vSakegeni pise: ,...6 je ke 3
jako 18 k 9, nebo 6 je k 18 jako 3 k 9.“ Uvedl teahy reSeni.

®Pozn.: x(10 —x) = 10x — x> = —(5 — x)? + 25
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Ukazeme jestdalSi giklad ulohy vedouci na soustavu dvou rovnic o dweanamych,

ktera vede na 1. typ Fibbonacciho klasifikace ro\miz str. 19).

Priklad 2. 2. 5.

Znovu jsem rozélil 10 na dw& ¢asti a vydlil jsem prvnicast druhou a druhotast prvni

a to, co bylo vysledkeméteni, jsem pidal k 10 a vynasobil jsem tento set prvnicasti

a 114 vyslo. (Relozeno podle [Sig02], str. 567 - 568. Ulohaimtiho oddilu 15. kapitoly
Knihy o abaku

Ulohu mizeme zapsat jako soustavu rovnic:

x+y=10 a x(10+§+§)=114

Ulohu se pokusime wgsit dosazovaci metodou. Z prvni rovnice vijée x = 10 — y,
které dosadime do druhé rovnice.

Y
10—y

10—y
(10—y)( ) + +10>=114

Zlomky na levé strahrovnice dame na spd@eého jmenovatele a celou rovnici #idne
10 — y.

(10—y)2+y2+ 114
y(10 —y) 10—y

Nové vznikly tvar rovnice jednoduchymi Upravami vedema kvadratickou rovnici,
kterou jiz snadno WgSime

—8y2—34y+100=0 = y, =2,x, =8.

Tato uloha by po vydeni koeficientem kvadratickéhidenu vedla na rovnici prvniho typu
(viz str. 19).

FibonaciieSil Ulohu nasledujicim #ggobem.

Proto nechi .a. je prvnic¢asti z vySe uvedenyaiasti, kterou polozis zae a nechi .bg. je
10, ke kterému jsouiplanycisla.gd. a.de, kterou jsou vysledkydeni jednéiasti druhou
a protoZea. krat.be.dava 114,
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Y

X
x<10+—+—)=114
y X

ze [souwinu] .a. krat.bg. plus.a. krat..gd. plus.a. krat.de.podobr plyne 114;

X y
x.10 + x.—+x.= =114
y X

proto, kdyz.a. krat .bg. je odeéteno, tj. 10 ¥ci, potom #Astane 114 minus 10&wi

pro souin ¢isla.a. krat .ge. ;
X
x<—+z) =114 — 10x.
y X

jestlize odeéteS od tohoto sain .a. krat .gd., tj. to, co je vysledkemdeni jednécasti
[¢islem].a., jmenovik deset minus&c (10 — x),
X X X
x<—+z)—x.X= x.<—+X> -y =x.<—+X> — (10 — x)
y X X y X y X
potom Zistane 104 minus ei pro sodin .a. krat.de,

X
X (—) = 104 — 9x,
y

ale.de.je to, co je vysledkem rozkbni.a. druhoucasti a je #ejmé, Ze kdyzZ je jedndislo
vydéleno jinym a to, co vyjde je vynasobenélahcem, potom je rovno tomu, co je
vysledkem, kdyZ j&tverec @lence vydlen ctlitelem; proto sotin .a. déleno.de. krat .a.

je rovenctverci.a. déleno druh&ast, tj. &leno 10 minus &c.
2 2

<x> Xt x
y x_y_lO—x

Proto je.a. vynasobeno samo se sebou, coz déwerec, ktery kdyzZ je vyden 10 minus

véc dava 104 minus Xei;
2
10 — x
proto, kdyz vynasobim 10 minugo/[vyrazem] 104 minus 9¢ei, potom je vysledek 1040

=104 —9x

plusctvere€ minus 194 ¥ci rovnoctverec.
x? = 1040 + 9x2 — 194x
Proto vratiS minuséci a odetes jederttverec od obouglena.
194x = 1040 + 8x?

® Je zajimavé, ZerpstoZe Fibonacci piSétyerec”, vychazi deit ¢tverai.
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Zustane &tverai plus 1040 denari rovno 194ai. Vy&lis proto vSechno ptem ¢tveral

a vysledek budetverec plus 130 denari rovrjt<24 Véci.

1
ZZ4x =130 + x?

Postupujes proto podlgiplusného pravidla a najd&dsti 2 a 8.
(PreloZzeno podle [Sig02], str. 567 — 568.)

Kofeny této rovnice jso@ a%16. Protoze druhy ken netvdi cast¢isla 10, v vahu

piipada pouze k@n s hodnoto@.

Na druhy typ sloZené kvadratické rovnice vede mgiei tloha.

Priklad 2. 2. 6.
Jako je.a. k .bg, tak je.bc.k .ef.a.a. je 4 a.ef. je 3. (Podle [Sig02], str. 53&niha

0 abaku)
Pro lepSi pehlednost oft zavedeme ozieani x pro.a. y pro.bg.az pro.ed. Ozn&eni
.ef.interpretujeme jaka — y, neba’ jej Fibonacci definuje jakoc#aneccisla.ed, ktery je

rovencislu, o kteréed.presahujeislo .bg.

Dnes bychom mohli Ulohu zapsat nasledujici soustaoenic

Proto vynasobis znamé prvislo ¢tvrtym;
x(z—y)=12
to bude 12, coz je rovno stinu druhéhabg. a tetiho.bc.
12 = y(y —x)
a.cg.je znamé, nehbje rovno znamémua.; proto polovinacg, tedy 2, vynasobis samo

se sebou; to bude 4, ktergdas ke 12, vysledku nasobehb¢. krat.bg;

y(y—x)+(§)2=12+4

to da 16;
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X2 = 16
(6% 2)—

od kaene toho odeber 2, tj. polovineg, zbude dva preislo .cb,

(r-2)-%=2

YT T2 T

které se pda k.cg, bude 6 praisla.bg, tedy pracislo .fd.;
y—x)+x=6

kdyz se to pida k.ef, potom 9 je proed.

x=4y=6,z=9
(Prelozeno podle [Sig02], str. 53Rniha o abaky.
Z dnedniho pohledu bychom ulohu vedli na kvadratickovnici 0 = y? — 4y — 12,
kterou vyeSime. Ziskdme dvatenyy; = 6,y, = —2. Z&porny kdéen mizeme zanedbat.
Nezndmouz snadno ziskame dosazenim detit rovnice z —y = 3. Vysledkem je

uspdéadana trojicdx, y, z] = [4, 6,9].

Na neutitou rovnici vede uloha o dvou gg@Ech leticich ze dvou&gi, kterd se nachazi
v druhém oddile 15. kapitoly ither Abaci. Druhy oddil se zabyva geometrickymi

problémy.

Priklad 2. 2. 7.

Na ugitém Uzemi jsou dvvéze; a pedpokladejme, Ze dva glové sodasre sestupuji
do stedu fontany a Ze dvojice doleti k fontafkazdy] po své draze letu z vrcholezi
v jeden a tyZz okamzik ar@esS si ¥dét, jak vysoké jsou abveéze; nechi je vySe uvedeny
stred 32 stop od mensiie a 18 stop od&sSi wze. (Podle [Sig02], str. 54&niha
0 abaku)

Uloha vede na soustavu, kterotizame vyjadit
x% = y? + 322
2 _ 2 2 Z
X“ =z+ 18~. y X
32 18
Fibonacci napsal podle ([Sig02], str. 544): Obrazek 8 - Graficke znazorréni pr. 2. 2. 7.

udklas nasledujici: odeesS ¢tverec mensi vzdalenosti ottverce vzdalenosti, tj. 324
od 1024.
z% —y? =322 — 182
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zistane 700, které si zapamatuje$ a zvoli$ libavejku mensi §Ze; teba 36; prictes
¢tverec tohoto k zapamatovanégisiu 700; to bude 1600.

z% =30%+ 700
odmocnina z toho, tj. 40 bude vySk&e.

Dnes bychom ulohuesili nejspiS stejnym Zigobem, coZz ovSsem vede stejjako
u Fibonacciho na diofantovskou rovnici druhého stup

0 dvou neznamycha y. E

Specialnim fipadem a jednou z moZno#tSeni této Ulohy c

je vyuziti shodnosti trojahelnik Vime, Ze u vrchal A a D x x z

jsou pravé uhly a strany CB a EB jsou stepllouhé. V

Otocime-li trojahelnik BDE o 90° doprava zjistime, Ze a 37 B 1 D

jednou z moznosti je, ze trojuhelniky ABC a DEBUso Obrézek 9 - Grafické znazorréni pf. 2. 2. 7.

shodné. Tzn., ZéeSenim by byloy = 18 a z = 32. Odtud
bychom jiz jednoduSe dopitali pomoci Pythagorovydty x = 2v337.

Nasledujici uloha vede také na n@tau rovnici.

Priklad 2. 2. 8.

Nejprve nechi.ab, .bc, .cd.jsou fti ¢isla v souvislé proporci, tjab. je k.bc.jako je.bc.
k .cd, a necki soietcisel.ab, .bc.a.cd. je 19. Jakeé jsou jednotlivé kvantity?
(Podle [Sig02], str. 532. Uloha prvniho oddilu, kala 15,Kniha o abaku).

Ulohu si mizeme vyjatit graficky, ale i 19
jako soustavu rovnic. ~ ~
a b c d
x_Y
y z H_/ H_/ H_j
X+y+z=19 x y “

Obréazek 10 - Grafické znazorréni p¥. 2. 2. 8.

" Fibonacci volil vysku mensigze 30, vzal ji z 1. Glohy o dvou @éch leticich ze dvoudzi, kde je tento
Udaj uveden v zadani.
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Fibonacci vychazel zipdpokladu, Ze po#ény mezix,y,ay, z jsou stejné. Za,y, z zvolil

gisla tak, aby byl po#r mezi nimi zachovan, vzal= 1,y = 2 a z = 4. Cislo 19 vydlené
souwtem 1 + 2 + 4 davacislo, kterym je iteba z¢tsit 1, 2, 4, aby byla spina i druha
podminka ulohy. ,Fibonacci poznamenava, Ze tathallma nekoné mnohoieSeni
(hocpotest fieri indinitis modjs([Bec01] str. 293)

Reseni:

DalSim moznynieSenim, které vyhovuje zadané soustawnic, jex =4,y =6az = 9.

Je zajimavé, Ze Fibonacci neuvedl tento vysledekgahtrojice ¢isel 4,6,9 se objevuje
jako vysledek wack jinych uloh. Jednou z moznosti je, Ze Fibonacdglcpredvest
obecrjsi postup. Uloha tedy nejspis nebyla konstruowghaysledku, netibkdyby byla,

uved! by pravépodobré vySe uvedené celselnéreSeni.

Rada dalSich dloh vedoucich na soustavy algebrdick§avnic s ¥tSim pdtem

neznamych nez rovnic je v pra6niha ctverai.

Jordanus Nemore (1225 — 1260)

Fibonacciho satasnikem byl Jordanus Nem@rdtery sepsatadu matematickych praci

a celko¢ prispél k rozvoji prirodnich ¥d. Jeho dilo, Tractatus De numeris datis
(O danychéislech,1225), predstavuje od dob Diofanta prvni praci s pékou algebrou

sepsanou v Evr@p

Prace je usp@dana podolinjako Eukleidovy Zaklady. V Gvodu prvni knihy jsdii
definice, jimiz vys¥tluje, co bude rozust danymgéislem a danym poénem a kdy je dan
vztah mezicisly. Text pokrduje 115 w¥tami rozatlenymi doétyt knih. Tvrzeni ¥t prvni
knihy lze zjednoduSenpopsat slovy: Jestlize &\nezndm&:isla sphuji dva dané vztahy
vyjadiitelné rovnicemi nejvySe druhého stdpysou tatatisla dana. Druha kniha obsahuje
tlohy vedouci jen na linearni rovnice. ProblémyicewneznamymieSené pomoci paim

a druhé odmocniny jsou veeti knize. Posledni kniha j&émovana kvadratickym rovnicim

0 jedné nebo dvou neznamych.

8 Znamy té7 jako Jordanus de Syxonia, Jordan of iaherdanus Nemorarius.
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Ulohy vedouci na soustavy polynomialnich rovnicdeaje pedevsim v prvni a@tvrté
knize. Nefastji se hledajicasti danéhaisla, které ma byt dgitym zpisobem rozéleno.
Z prikladh bude patrna jednotna struktura zapisu problé¢h) tvrzeni ¢ty, (2) dikaz
véty, (3) piiklad demonstrujiciikaz.

Priklad 2. 2. 9.

Jestlize je danéislo rozdtleno na d¢ [¢asti], jestlize je vysledek nasobeni jedi@sti
druhou dany, je nuthkazda zd&chto ¢asti dana. (feti wta prvni knihy, peloZzeno podle
[Edw74], str. 112.)

Necht’ je danécislo abc rozcéleno nacislaab ac, kterad kdyZz se vynasobi, tifal, dané
&islo?
x+y=k
Xy =4q
Neclt daleabg kdyz je vynasobeno se seboudido e.
(x+y)?=e
Nech’ se také vezmeétyindsobekislad a neclhi je togislo f,
dxy = f
které odéteno ode ponechg.
(x+y)?-4xy=g
To budectverec rozdilu mezib ac.
(x—y)?=g
Vezme se druha odmocning za necli je toh.
x—y=h
Pakh je rozdil meziab ac; a tedy kdykoli je danb, c aab budou dana.
(Prelozeno podle [Edw74], str. 113.)

Nemore v dkazu dale nepoktaje, nebd podle prvni ¥ty prvni knihy plati, Ze je-li dan
souwet a rozdil neznamych, jsou dany i neznamé. Nagquhslednicast, ktera obsahuje
demonstraci postupu na konkrétnifkfadu. Postup lze snadno ukazat na dalSi uloze.

® Cislo ab ozna&ime jakox, ¢islo c ozna@ime pismeneny a jakod napiSeme.
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Priklad 2. 2. 10.

Necht’ 10 je rozdleno na d¥ ¢isla a z ndsobeni jednoho z nich druhym rgehdan

vysledek 21, ktery kdyz jecyinasoben, je 84 a zanecha 16 poctatd odctverce 10, tj.

od 100. Odmocnina z 16 je 4 a to je rozdil, a k@yadeten od 10, 6 @&stane a polovina

toho budou 3, coz je men&ist a ¥tSicast je 7. (ReloZeno podle [Edw74], str. 113.)

Tzv. dikazové ulohy vznikaji z dovacich uloh, je-li uz UGpkh nebo ¢ast€né dana
soustavareSeni. Je-li tomu tak, neprovadi se jiz upleSeni pikladu, ale pouze
se zkouskou aituje, jestli dandeSeni je opravdieSenim ulohy.

Jako piklad mizeme uvést Ulohu, ktera je uvedena v KniZ2d.numeris datis

Priklad 2. 2. 11.
Jsou dana dvcisla, jejichZz sotet je 10. JestliZze je jedno Wldno 4 a druhé 2, je stin
podila 2. Jaké jsou tatdisla. (Relozeno z [Co097])

Uloha vede na soustavu rovnic

x+y=10
Xy
—r==2
4 2

Podle vySe uvedeného navodu upravime soustavucrawanipoZadovany tvar tak, Ze
druhou rovnici vynasobime spoéleym jmenovatelem, dostdvame soustavu

x+y=10
xy = 16.

Nyni vime, Ze rozdi{x + y)? = 102 a4xy = 64 nactverec rozdiluc ay
(x —y)? = 36.
Odmocnime a ziskame rovnigi—y = 6. Ted mame d¢ linearni rovnice, z kterych

sestavime soustavu

x+y=10
x—y==6.

Odtud jiZ snadno vypitame, Zzex = 8 ay = 2, coZ také odpovida Nemorereseni.

Priklad 2. 2. 12.

Jestlize je danéislo rozdleno na d¢ [¢asti] a sodin celku s jednou [Z&sti] je roven
¢tverci druhé §asti], kazda [Zasti] bude danariplizné (29. wta prvni knihy, peloZzeno
podle [Edw74], str. 113.)
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Ulohu Ize zapsat soustavou
x+y=k
(x +y)y =x?
Nemore pokréuje dikazem tvrzeni a ilusttaim prikladem:

Nech’ je sowin ab sb stejny jako [so&in] a se sebou;

(x +y)y = x?

a protozeab se sebou je rovno [séiu sowint] absa a [ab] sb,
(x+y)?=Gx+yx+ x+y)y
bude se také rovnat [stiu sowini] a se sebou aab.'°
(x+y)?=(x+y)x+x?
Priklad 2. 2. 12.
Nap. necl’ 10 je rozdleno na d¢ casti tak, Ze 10 vynasobeno s jednou ze diasii je
rovno sodinu zbyvajici¢asti se sebott:

10=x+y
10y = x?

Nyni 10 vynasobeno se sebou je 100 a ieelvezme dvojnasobek jeho dvojnasobku a to
bude 400. K tomu neclse gidactverec 10 a budeme mit 500,
102 =100, 2-(2 -100) = 400,
D = 400 + 102 = 500,
z ¢ehoz se vezmeriplizna odmocnina, ta budi2 g
1
V500 = 22§
od ni je10 odeteno a polovina zbytku bucﬁ%, VetSi ¢ast, kterd musi byt vynasobena se
sebou.
1 1 1 1
225—10=12—; 12=:2=6—

3 3 6
(Prelozeno podle [Edw74], str. 114.)

19 Nemore dale nepoktaje v dikazu, Zex je dané. Patknv tvrzenich pedchazejicich 29 & prvni knihy
dokazal, Ze je-li dano k a plati-li, 28 + kx = k2, pak je dano také nebo dokazal obegsi tvrzeni prok,
max? + kx =m. V 29. Wt& sta&i vzitx + y = k am = k? = (x + y)2.

! Na zaklad provedené ikazu vime, Ze soustava vedeiadeni kvadratické rovnice)? = 10x + x2.
DalSi postugeSeni odpovidéeSeni kvadratické rovnice pomoci diskriminantu.
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VySe uvedené vypity odpovidaji¢istim, ktera bychom dosazovali ve vzorci pro vigio

koreni kvadratické rovnice pomoci diskriminantu, tj.

~10+ [225 .
x=f - X=6g.

Predchozi problém byva interpretovan jako Uloha &tdanou Usé&ku v pongru zlatého

fezu, tj. tak, aby cela 08a k wtSi ¢asti davala stejny po¥njako wtSi ¢ast k menséasti,
tj.

Snadno zjistime, Ze tento vztah odpovida druhéicosaustavy.

Zaver

V prvni ¢asti kapitoly auti Gerbert, Boethius a Savasorda postuptiji fpSeni Uloh
vedoucich na soustavy algebraickych rovnic takngerve pomoci ekvivalentnich Gprav
vedou Ulohu na soustavu linearnich rovnic, ktendudokazali vyeSit. V druhécasti
kapitoly se setkdvame s Ulohami, které pomoci Uptavedli jejich autéi na vyslednou
kvadratickou rovnici. Dopknim kvadratické rovnice nétverec dostali zakladni tvar

rovnice, ktery vypeitali pomoci pedem daného postupu.
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3. Ulohy vedouci na soustavy polynomialnich rovnic itakych autori
od 14. stol. do 16. stol.

Jak jiz bylo zmigno, prvni polovina 15. stoleti je ozftwana jako p&atek renesance.
V této dokt nastal rozvoj veSkerého émi, vzcElavani a ¥dy. Z této doby také pochazi
témet dw¢ desitky italskych rukopis obsahujicich textanovany algefe. VétSinou je to

jen kapitola, ktera je s@asti rozsahlejSiho textu nazvaného obvyidéato d’abaco.

ItalSti historici matematiky (n@pR. Franci, L. T. Rigatelli) zkoumaji, které praogly
zdrojem pro italské rukopisy 14. a 15. stoleti. IBojdFral0], str. 177, jim nebyla ani
FibonaccihoKniha o abakuani latinsky peklad al-Chwarizmiho algebry, ktery byl diky
Gerardu z Cremony k dispozicistiowkym utenaim od 12. stoleti.

V tabulce nalezneme pojmenovani pro jednotiedy, které pouzivali italSticenci.

neznama (¥c, koren) X cosa
dvojmoc neznamé {tverec) X guadrato censo
absolutni ¢len numero
tfeti mocnina neznamé x3 conso cubo
¢tvrta mocnina neznameé x* censo di censo,
patd mocnina neznameé x> censo di cubo

Tabulka 3 - Oznateni pfirozenych mocnin neznameé dle italskych autar

Setkavame se, také s prvnimi pokis§eni nejen kvadratickych, ale i rovnic vySSiatii
pomoci odmocnin. Neznamy autor v 16. stol. publétosvij postupieSeni kubickych

rovnic x> + px? + qx = r podle pravidla

S CRE

Pozdji se ukazalo, Ze tento vzorec neplati oldeate pouze prp? = 3q.
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Jako vyznamné osobnosti té dobyzmeme uvést matematiky jako je Antonio Mazzinghi,
nebo Dardi jejichz vybrané Ulohy vedouci na soustpelynomidlnich rovnic uvadim
v prvni ¢asti této kapitoly. V druhéasti se seznamime s dily italskych atitgako jsou
Piero della Francesca, Luca Pacioli, Raffaelo Ceinadicollo Fontana a Gerolamo

Cardano.

Pravdpodobré nejstarsi italsky psanou praci o aligefe Jacofiv Tractatus algorismi.

3.1. Jacobo de Florenti, Dardi, Mazzinghi

Jacobo de Florentia (cca. 13. — 14. stol.)

Ulohy, které vedou na soustavy jednoduchych nelirieh algebraickych rovnic Ize najit
v dalSich dilech m&nznamych autdr. Nag. Jacobo de Florentia (Jacopo z Florencie)
v rukopise Tractatus algorismi(Traktat o algoritmech, 1307eSi ulohy, které vedou
na soustavy:

X

2 x 4
== —== 14 = 4(y — 14) x+y=10
y 3 y 9 VX +7y =30 xy = 20
y% —x%=20 xXy=x+y y y
12 + 10 1>_y z
Xy = = —_— — = —
Y xTy y z 60

+ xa + x(y + xa) = 54
Y S ) xy+ (y—x) =22

Prvni dw¥ soustavyfeSi zavedenim nové neznamék, aby byla spkna podminka dana
prvni rovnici. Volix = 2p, y = 3p, resp.x = 4p, y = 9p, druha rovnice je pak velmi
jednoducha - ryze kvadraticka rovnice, resp. ku#zk@ rovnice bez absolutniheenu.

V Uloze odpovidajiciteti sousta¥ zavadi novou neznamou tak, aby se zbavil odmogniny
tj. x = p°. Kvadratickou rovnici o jedné nezndmé ziska st¢gho u zbyvajicich soustav

dosazenim vyrazu za Postup jejihdeSeni pipomina metodu dopémi nactverec.

Jako ukazku jfedvedeme ulohu odpovidajici posledni z uvedenyuaktao.

Priklad 3. 1. 1.

Nékdo pracuje ve skladisti zboZi 4 roky a v prvninceralostane 15 zlatych; wévrtém

dostane 60 zlatych. Chcidt, kolik dostane ve druhém a vietim roce ve stejném

poneru. (FeloZeno podle [Hay98], str. 33.)
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Ozna&me y, resp.zposet zlatych, které ziska veetim, resp.étvrtém roce. Ulohu Ize
potom zapsat soustavou.

15 y z

Yz 60
Jacopo piSe, Ze je peba vydlit to, co dostal veitvrtém roce tim, co dostal v prvnim
roce,¢imz se dostanédti mocnina, tj.

60
15

3

p.

y z
=, —

~s rovnaji se i jejich fevracené hodnoty,

Vzhledem k tomu, Ze se sblovnaji podilyly—s,

g.

Nech’ p je hodnotadchto poditi, pak
y=15p, z=yp, 60 =2p
a dosazenim za a z je vys\wtlen uvedeny vztah prdeti mocninu. Pro znamou hodnotu

p ziskal Jacopo pet zlatych ve druhém &etim roce jakoitti odmocniny:

y = V1534 = /13500, z = 3\/13 500.4 = 3\/54 000.

Z dnesniho pohledu bychom si tlohu mohli r8izdha dwé rovnice druhého stugn

2 a 60y =z%4

15z =y
Ulohu mizemeresit dosazovaci metodou. Z druhé rovnice si \§jady = g Dosadime
do prvni rovnice a dostaneme
z3=15x602 - z=354000.

2
Zpétné dosadime dy = Z—O a dopd@itame.

Dardi (cca. 14. stol.)
Vyznamnym italskym autorem do 15. stoleti byl Mee®ardi z Pisy. Rblizné roku 1344

napsal dilo nazvandliabraa argibra, které Ize povazovat za prvni practnevanou
vyhradré algelfe a napsanou v narodnim jazyce. Obsahovalo smiderécké
a bikvadratické rovnice. V prvniasti prace se nachazelo 6 iygvadratickych rovnic
a geometrickéitkazy postupu jejickieSeni. V druhéasti prace mizeme najit 198 pravidel

demonstrovanych natiladech. Dardi takéeSil ulohy vedouci na nelinearni algebraické
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soustavy rovnic, kde roztbval ¢islo 10 na d¥ ¢asti. Jako ukazku f@izeme uvést

nésledujici alohu.

Priklad 3. 1. 2.
Rozasl 10 na d¢ ¢asti tak, Zze jejich sain vydsleny rozdilem j&/N. 12 (Prevzato
Z [Wae85], str. 48)

Ulohu miZzeme zapsat soustavou
x+y=10

2 _VN.
xX—y '

Dardi nazval jedndast z desett, druhoucést oznail jako 10 — x.

Potom dostaneme rovnici o jedné nezname

x(10 —x)
x—(10—x)_\/ﬁ

Priklad vede na kvadratickou rovnici
x? + x(2v/N — 10) = 10VN,
jejimz kladnym kéenem je
x=5-—+N++25+N.
Jestlize zname, snadno dopitame
y=5++VN—-+V25+N.
Dardi preved! Ulohu n&eSeni rovnic&tvrtého stups. Vztah mezicastmigcisla 10 upravil

tak, aby neobsahoval odmocniny:

(x(10—x)* _
(2x — 10)?
Odtud je
x* + 40Nx = 20x3 + (4N — 100)x2 + 100N. ()

Mezi 182. a 183. pravidlem uvadi Dardi pravidla pypocet kaeni rovnic ¢tvrtého
stupre. PiSe, Ze rovnice

ax* + cx? +dx = bx3 + e, respax® +dx = bx3 + cx? +e,
na rez vede dana ulohatipN < 25, resp. pro N > 25, majieSeni (psano dnes

srozumitelnym zpsobem):

12N je pirozenéeislo.
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d

4’ c\2 e b ’a

X = (E) +E+E_ E
a

Toto pravidlo vSak nefunguje pro uvedené dva typgamych rovnicitvrtého stups, ale

jen pro rovnice typu), tj. pro rovnice, které Izefpvést nadeSeni kvadratické rovnice.

Antonio Mazzinghi (cca 1353 — 1383)

Antonio Mazzinghi se odliSuje od ostatniclesSitefi Uloh vedouci na soustavy

polynomialnich rovnic. V jeho dil&€rattato di Fiorettinalezneme, poénné komplikované
ulohy, které vedou na soustavy ftiovnic o fech neznamych. 55 problénz dilaTrattato

di Fioretti se dochovalo v jiném dilBractica d arismeticakteré je pisuzovano mistru
Benediktovi z Florencie. Mazzingkesil nasledujici ulohy.

Priklad 3. 1. 3.

Najdi dw c¢isla takova, Zze vynasobeno jednoho druhym da §ch jgtverce dohromady
27.

(PreloZeno podle [wwwHee].)

Ozna&ime-li prvnicisloa a druhéb, odpovida Uloze soustava

ab =8
a’® + b? =27,

tj. soustava stejného typu jakesil Gerbert, viz fiklad 2. 1. 2. Na rozdil od Gerberta
piedpokladal Mazzinghiisla v porkkud komplikovaném tvaru:

a=x+\/§, b=x—\/§.
x2—y=8
2x% + 2y = 27.
Ulohu miZzeme vyeSit dosazenimy = x> —8 do druhé rovnice. Tato Uprava vede
na kvadratickou rovnici
_4
7

-~ 43 ) . ) . , .. 11
Zz niz plynex = g Druhou neznamou ziskame dosazenim do prvni rovtjice = -

x2

Nyni jiz jednoduSe ulohu vgSime dosazenim zgy do vyrafi a =x+.,/y, b = x —

«/E+x/ﬁab _ V43-y11
2 2 )

Jy. Vyjde nam, zex =

DalSi uloha, ktera se jiz tyk&leni ¢isla nati ¢asti v souvislém po#mnu, vede na soustavu

téi rovnic o fech neznamych.
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Priklad 3. 1. 4.

Utvor tii ¢asti ¢isla 10 v souvislém po¥ru tak, Ze jejichétverce jsou dohromady 40.
(PreloZeno podle [wwwHee].)

Ozna&ime-li si prvni ¢islo x, druhé y a fteti ¢isloz, miZzeme danou ulohu zapsat

nasledujici soustavou rovnic

x+y+z=10
x_y
y z
2

x% + y? + z2 = 40.

Ulohu Ize tesit tak, ze odgeme teti rovnici x? + y? + z2 = 40 od umocgné prvni
rovnice (x +y +z)? =102 Druha rovnice je vynasobenalenem yz. To vede

na soustavu

2xy + 2xz + 2yz = 60

xz = y2.

Stejnou uvahu provedl i Mazzinghi. V rovniziy + 2xz + 2yz = 60 se nahradélen xz
¢lenemy? a vytknutim2y upravime na s@inny tvar

2y(x+y +z) =60.
Souwet neznamychiisel (x + y + z) nahradimeislem10 a ugimey

20y = 60
y = 3.

Zbyvajici neznamadisla ukil Mazzinghi ze soustavy

x+z=7
x? +z? =31,

kterd vznikne z fvodni dosazenim jiz zndmé hodngty

Dnes bychom na¥ vzniklou soustavu s profnnymi x,z, mohli vést na kvadratickou
rovnici. Zrovnice x +z =7 si vyjadime z =7 —x a dosadime do druhé rovnice

x% + (7 — x)? = 31. Z kvadratické rovnica? — 7x + 9 = 0 vypctitame kdeny
X1 =%(7+\/ﬁ) a x, =%(7—\/ﬁ).

Hodnotu neznameé
21 =5(7-V13) a z, = 5(7 +V13)

dopaiitdmé z rovnice = 7 — x.
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Priklad 3. 1. 5.
Najdi dw cisla takova, Ze s@at jejich ¢tverai je 100 a vynasobeno jedno druhyiad

¢tverec rozdilu dvodisel minus 5. (ReloZzeno podle [Fra88], str. 246).

Dnes bychom Ulohu zapsali soustavou:
x2+y2 =100
xy=(x—y)*—5
Nasledujici peklad Mazzinghiov@eSeni opt doplnime symbolickymigpisem.
Necht’ je prvni¢cislo jednacosaplus odmocnina zé&kolika quantita a druhé jedna&osa

minus odmocnina ze stejnéhoantita

x=p+yq, y=p-q
a vynasob kazdeéislo se sebou a &e [tyto] ¢tverce, dla to 2censi a réjaké neznamé

quantita

(p+ya) +(p—a) =2p*+2q

A tyto ¢tverce museji tvigt 100, kde neznamduantita je rozdilem 100 a 2ensj tj. 100

minus 2censi.

(p+J2) +(p—7)° =100 - 2q=100— 2p?
Proto prvni ndsobeni, uantitaje 50 minus enso
q=50-p

Prvni¢islo je jednacosaplus odmocnina z 50 minuscknsoa druhé je jednaosaminus

kofen z 50 minus tenso

X=p++50—-p%y=p—+50-—p2

(PreloZeno podle [Fra88], str. 247)
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Dale postupoval tak, Ze vypetl sowin a rozdil takto vyjateného prvniho a druhékitsla,
tj.
xy = 2p* — 50
X —y = 2450 — p2.
Z podminky na rovnost sému neznamychiisel actverce jejich rozdilu zmenSeného

0 pét, xy = (x — y)? — 5, dostal ryze kvadratickou rovnici

6p2 = 245
_, Joss
P=%17%

pro pomocnou neznamop. Vzhledem k tomu, Zey = 50 — p?, se snadno doptou

_ 2024 [0l _ 402~ |0l
= %% 6 Y= |6 6’

Priblizné hodnoty prox, y jsou x = 9,41775 ay = 3,36245.

hledan&isla:

Dnes bychom iiklad mohlitesit tak, Ze bychom vyuZzili rovnice

x%+y? =100
x% 4+ y? =3xy +5.

Jednu rovnici od#geme od druhé, tim se nam vyrusi druhé mocninyareyoh. Vyjadili
bychom siy = % a dosadili do prvni rovnice? + y? = 100. Dostaneme rovnigitvrtého

stupré 9x* — 900x? + 9025 = 0, kterd m&eseni

35v11 35v11

X1 = - 50 — y X = 50 — ;
3 3

35v11 35v11

X3 = — 50 + 3 ;o Xg = 50 + 3 .

Tedy @iblizng, x, = —3,36245,x, = 3,36245,x; = —9,41775,x, = 9,41775.
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Odtud jiz snadno zpnym dosazenim dostaneme

1 35vV11 1 35V11
50 — (30 + 7V11); y, =—j50— (30 + 7V11);

Y17 779 3 19 3

1 / 35vV11 1 / 35vV11
y3=E(7\/11—30) 50 + ——; y4=ﬁ(30—7x/ﬁ) 50 +——,

coz je v pibliznych hodnotach

y, = —9,41775,y, = 9,41775,y; = —3,36245,y, = 3,36245.

Porovname-li Mazzinghiho postugSeni dané ulohy s naSim, zjistime, Ze Mazzinghiho
postup, kdy si zvolil d¥ pomocné neznamga q, vede k elegantf§imu vyjadeniieseni
nez nas postup, ktery sfajeme na bikvadratickou rovnici. Nam vysly surdickgazy,
tedy odmocniny z odmocnini€stoZze je nas postup pdmad paetre pracrEjSi a ziskali
jsme ctyti vysledky oproti jeho jednomu, Mazzinghih@Senix = 9,41775 odpovida
nasemux, = 9,41775. Totéz plati i pro MazzinghihéeSeni proy = 3,36245, které je
totozné s naSimeSenimy, = 3,36245. Je zajimave, ZeigstoZze ndm vysla dwkladna
feSeni, Mazzinghi uvadi pouze jedno.

Mezi dalSi matematiky, kie ieSili ulohy vedouci na soustavy polynomialnich tioyn
muzeme zeadit jiz zmirného matematika Raffaella Canacciho nebo Piera

della Francesku, které nalezneme v nasledujici qyutide.

3.2. Francesca, Canacci, Pacioli, Tartaglia, Cardano

Piero della Francesca (cca. 1420 — 1492)
Francesca je uznavan jako jeden z nejvyzriggiech renesamich malfa své doby. Mimo

malovani se takéémoval matematice. Napsatkolik praci zabyvajici se matematickymi
problémy. K Sesti tyf)m kvadratickych rovnic uvedenym Fibonaccirfidal dalSich 55,
které odpovidaji kubickym, bikvadratickym rovnicianrovnicim péatého stupn Ulohy
vedouci na soustavy rovnic bychom dnes nalezliaecipgnamé pod nazvemrattato

d”Abaco. Podobg jako u mnoha jinych autdrzde reSi problém rozieni ¢isla deset
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na dw ¢asti. Nekolik jeho uloh je obsazeno i v PaciolliiBumma de arithmeticdJvedme

soustavy vybranych dloh na raeni cisla deset na @wasti.

x+y=10 x+y=10 x+y=10 x+y=10
xy =21 x?+y? =58 LY 1 10 2:10
y X 4 X y
x+y:10 x+y—10 x;y—lO x+y=10
xy—5 X=9) x2+y2+(x—y) =54 ﬁ—u xy = (x — y)?

VSechny ulohy z&na reSit stejg — jednu zasti voli jako ¥c, tj. neznamou, druha je
potom 10 minus &c.

V nasledujicim fikladu o rozdleni cisla 10 na i c¢asti v souvislém po#mu volil
Francesca stejny postup, tj. jako pnadist oznail neznamou a zbytek rozld mezi
druhou aiteti ¢ast. Jeho postup vSak neni okliepouzitelny pro tento typ uloh. Francesca

T s v . . o
pouZziva pro neznadmoww ozn&eni I, jeji ¢tverec, censo, ozuaje jakol.

Priklad 3. 2. 1.
Uloha vede na soustavu polynomialnich rovnic
x+y+z=10
xz = y2.

Francesca uvadi nasledujfefeni. (Podle [Rad95], str. 17.)
Necht je prvnicast &c, druh&ast 5 minud  &ci a teti 5.
X =p, y=5-—x, z=>5.

Vynasobl véci psti, dostane$

_ _ = _
a5 minus I [vyrazem] 5 minug, [to] déla T a 25 minusl0 véci

y2=(G6-p)(5-p) =p® + 25-10p
Obnov¢asti tim, Ze ke kazd&idas10
15p = p? + 25

A druha [z hledanychésti] je 5 minus to, co zbude po [¢teni] minus /31% a feti ¢ast

jeb.
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Uvedeny piklad je hezkou ukazkou, jak Ize ve speciélnifipgd pouzit pro i neznamé
postup uzivany pro dvneznamé. Francesca si patmebyl wdom toho, Ze Uloha ma
v mnozirg kladnych realnycltisel nekonéné¢ mnohoteSeni a Ze jeho postup vyuzivajici
pouze jednu neznamou je omezujici. Se zavedeni$iclaleznamych doslo k radikalnim

zmenam v postupecteseni. Podobnou uloltasil i Fibonacci (viz vySeriklad 2.2 8)

Raffaello Canacci (1456 — 1496/1532)

Ulohy, kteréiesil Raffaello Canacci najdeme v di@gionamenti d’algebra’{gebraické

avahy, 1490. CanaccireSil ulohu, kterou rizeme pelozit takto.

Priklad 3. 2. 2.

Najdi mre tii cisla tak, Zze prvni je k druhému, jako 2 je ke 3takova, Ze druhé je
ke tretimu, jako je 3 ke 4. A takova, Ze gwuprvniho a druhého vynasoberigtim je
roven druhé odmocnére 12. (ReloZzeno podle [Rad95], str. 13.).

Ulohu mizeme z dnedniho pohledu zapsat jako soustdviovnic o fech neznamych

nasledujicim zf,sobem

x 2
y 3
y 3
z 4
xXyz = Viz.
Predpokladej, Ze prvni{slo] jsou 2 ¥ci, druhé jsou 3 &ci a teti jsou 4 ¥ci.

x=2u,y=3uaz=4u

Vynasob 2 ¥ci tremi wWcmi a dostanes &verai

2u - 3u = 6u?.
Nyni fekne$ &tveral krat 4 \&ci se rovna 24 krychlimiétim mocninam]

6u? - 4u = 24u3
a Ze to musi tvit odmocninu z 12.

24u3 =12

Tak konej podle pravidla, vyl ¢isla krychlemi a najdifeti odmocninu a tim dostanes$

hodnotu ¥ci.

(PreloZzeno podle [Rad95], str. 13.).
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Dnes bychom danou ulohu mohiesSit dosazovaci metodou.i€fi rovnici bychom

si upravili na tva% = ;%_z Porrér x: v je dany, proto
Viz 2
y2z 3
y 3
z 4

Nasled®# bychom si z druhé rovnice vyjali y=%z a dosadili do prvni rovnice.

Po Upravach nam vyjde

Zbylé dw neznamé jiz snadno dafitaime dosazenim zatj.

V33 _ V4

T 3

Spravnosteseni jednoduSe &ime zkousSkou.

Luca Pacioli (1445 — 1517)

V Benatkach roku 1494 vyslo encyklopedistické difarvni tiS€na kniha sepsana

v narodnim jazycednovana mimo jiné algéb a zarovi prvni tiS€na algebra v Evrap

ve kterém Luca Pacioli shrnul veSkeré obecné ztialmstematiky tehdejSi doby.
Nazyvalo seSumma de Arithmetica Geometrie Proportioni e Prdéipoalita (Souhrn
poznatki o aritmetice, geometrii, padrech a unirnosti). Nenalezneme zde mnoho novych
mysSlenek, spiSe vyuzZiva znalosti z Eukleida, PtalamFibonacciho, Bdethia a mnoha
dalSich. Jeho Zivot, zta ovlivnil Piero della Francesca, v jehoZz nigh@é dilr¢ ziskal
Luca aspa c¢ast vzélani a jehoz ékteré prace felozil do italStiny. ProtoZze pochéazel
z obchodniho wstetka, zabyvalo se jeho dilo obchodni aritmetikou, taleé geometrii
a trigonometrii. Nasledujici generaci, kterd seslandla objevem spravného postupu
protfeSeni kubické rovnice, kniha slouzila jaké&ebnice. Podle Pacioliho algebra &p@a

v ,doplhovani* a ,kladeni proti salj. VySetioval rekteré druhy bikvadratickych rovnic,
které Ize pevest na zakladni typy linearnich a kvadratickyaynic. Nag. pro ax = bx,
ax? = bx? plati, ze kdyZ a = b, potom jsou rovnice netité. Jestlizea # b, potom jsou

rovnice nesplniteln@ro x = 0 rovnici nechava bez komenta
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Uved'me rekteré rovnicectvrtého stups, které mohou byt fievedeny na kvadratickou
rovnici nebo na rovnici, v niz geSeni najde pouhym odmaerim:

ax*=e ax* = dx ax* = cx?

ax*+e=cx? ax*+cx?*=e ax*=cx*+e.
Pacioli piSe, Ze pro rovnice
ax* +cx? =dx a ax*+dx =cx?
zatim neexistuji Zadna obecna pravidgaeni, maji nemozné (impossibitefeni. Zarove
iika, Ze na kvadratické rovnice Izeepést i gkteré rovnicaddu vyssiho nedtyrii.
V Summa de Arithmetica Geometrie Proportioni e Prtipoalita nalezneme ulohu,
ve které se maji najétyti veliciny v souvislém porru, jejichz sodet je 15 a satet jejich
tveral je 85. Uloha vede na soustavu rovnic
x_y

y z
x+y+z+u=15
x%+y%+z% +u® = 85.

VA
u

Veli¢iny x,y,z,u jsou v souvislém po#nu. Pacioli vyuzil pi feSeni ulohy geometrické
posloupnosti, neznaméy, z, u vyjadil pomocia, b, kdea je prvni¢len posloupnosti &
je kvocient.

xX=a, y = ab, z = ab?, u = ab3.
Pro takto vyjagené neznamée plati, Ze jsou v souvislém gomPacioli udlal pri vypoctu
reSeni chybu, ale dodpk zawru, Ze sotet ¢tveral je predstavovan vyrazere4 + 16 +
+4 + 1, odkud lze spravniesenis, 4,2, 1 snadno vyvodit. Postup, kterym by bylo mozné

dospt k feSeni, ukazeme na nasledujici stnaa Uloze stejného typpriklad 3. 2. 3.

TrebaZze je Summa nejznangjSi Pacioliho praci z matematiky, z hlediska algebr
si zasluhuje pozornost i jeho nepublikovana kniharitmetice a algele. Podle [HeelO]
byl rukopis knihy dokoten nejpozdji v roce 1480. Kniha nema zadny nazev, v posledni
doke byvad oznd&ovana jakoTractatus mathematicus ad discipulos perusinbsttato
d’arithmeticg resp.Opera di mathematicaNag. v ¢asti nazvandivisioni e partimenti

de numerinajdeme asi 70 uloh pozadujicich nalezeni dvow ti¢liasti danéhgisla, coz

je typicky problém nejen italské algebry. Na ukaziiwedme pgepis rekolika uloh

do dnesni symboliky.
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x-|—y:]_ x+y:10 x+y=10 x+y+z=10

X
¥+y=5 x% —y% =49 Ty=22 xz = y?
x+y=12 x+y=10
1
Va2 +13 4+ /y2 —11 =12 (x—y)* =207

Niccolo Fontana Tartaglia (1499 — 1557)
Niccolo Fontana, znamy spiSe pod jménem Tartagbi@hazel z chudé rodiny. Ke své

piezdivce Tartagliaiffel tak, Ze mu ohlej znetvdil francouzsky vojak Savli a on pak
nosil cely Zivot plnovous, aby zakryl nevzhledn@yy. Jeho jméno je neodite spjaté
sieSenim kubickych rovnic. dkteré ulohy, kter&esil, lze matematizovat jako soustavu
polynomiélnich rovnicResil je postupnou eliminaci neznamych a tim je vedrovnice
tretiho stups. Napsal ®kolik knih. V ¢ervenci roku 1546 vydaQuesiti et Inventioni
Diverse (VSeliké dkoly a vynalezy). Inspiroval se antikaututo knihu napsal formou
rozhovoii, koncipovanych jako dopisy. Knihu tbeme rozdiit do deviti ,knih*
analezneme vni na 171 uloh. ZnaSeho pohledu ejeajimavjSi posledni kniha

obsahujici tlohy z aritmetiky, geometrie a algebry.

Priklad 3. 2. 3.
Vytvor mi z 10¢tyfi veli¢iny v souvislém porru tak, Zettverce davaji dohromady 60.
(Prelozeno podle [Kat01])

x+y+z+u=10
x2+y?+z2+u?=60
Niccolo popsal postupeSeni nasledo¥n ,Nyni k odpowdi na Vasi prvni otazku, ktera
zni, Ze se z 10 maji vytuio ctyti veliciny ve spojité proporci tak, Ze jejiattverce daji
dohromady 60, odpovidam, Ze uvedeéasti jsou uvedeny nize, totiz: Prvni blﬁ:iieminus

R. 7% minus R.universafé 49% minus RIZZS% minus zlomek, totiz R.41876 plus R.9396

minus 288 vydleno R.116 plus 4.°

13 R. universale znamen4, Ze se ma vzit odmocnisp, k&en ze véeho.
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Dnes bychom zapsali nasledévn

¢ 1 ; 1 49 1 1225 1 +/41876 ++/9396 — 288
XxX=6-— - — - - —
2 4 2 4 V116 + 4

(Prelozeno dle [Kat01])

Pri feSeni ulohy vyuZzil stefn jako Pacioli geometrickou posloupnost, kde neznamé
X,y,z,u V souvislém porru vyjadil pomocia, b, kdea je prvniclen posloupnosti a je
kvocient.
xX=a, y = ab, z = ab?, u = ab3.
Je tedy
x+y+z+u=10
x%+y%+z% +u®=60.
Z predchozi soustavy po dosazeni dostaneme

a+ ab + ab? + ab® = 10
a’® + a’b? + a?b* + a*b® = 60,
coZ lze upravit na nasledujici tvar
a(1+b)(1+b?) =10
a?(1+ b3)(1 + b*) = 60.

Vydélime-li druhou rovnici a?(1 + b?)(1 + b*) = 60 prvni a(1+ b)(1 + b?) = 10,

dostaneme vztah peov zavislosti na

b+1
b*+1. ( )

a=6

b+1
b*+1.

Dosadime-li zaa =6 v prvni rovnici a(1+ b)(1+ h?) =10 a upravime,

dostaneme reciprokou rovnici
b* —3b3—-3b2-3b+1=0.

Tato rovnice ma dva reélnéiemy

»|3
O
[
N| =

11 3v29
2 2

&
Il
Sl w
+
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V Uloze, kde sefiedpokladar < y < z < u, jeieSenim takové b, které jétsi nez 1, tj.

11 329

3 V29
b="+— +
4 2 2

+ +1
4 2

Dosazenim této hodnoty bas (*) dostaneme

a=x=>(13-v29 - 22+ 6v29.

Ctyfmi hledanymi veliinamix, y, z a u jsou

x =—~(13 - V29 — V22 + 6v29
= —§+?+2\/22 +6\/ﬁ—%\/29(22 +6v29)

2= =242 41 211+ 3V29) - 322 + 6429

u=§—?+§ 22 + 6v29.

DalSi giklad jsem do prace gadila i g'esto, Ze nas postup nevede na Zadnou soustavu
polynomialnich rovnic, a to zidodu podobnosti tUlohkeSené vySe Gerbertem (wizklad
2.1.4). Uloha méa odlidné zadani. V Gerbettouloze hledame vysku na zakladnu

trojuhelniku, kdezZto v nasledujici Uloze hledamékwest dvou Usek na nejdelSi stran

trojuhelnika. K vyeSeni této ulohy jsme vyuzili znalosti z jiz z&rié Gerbertovy ulohy.

Priklad 3. 2. 4.
Je trojuhelnikabc jehoZ stranab 13, ac 15, bc 14 a jeho vySka jad. Z vrcholub vedu
carubfe, kteracaruadrozcluje nafd, ktera je 3. Otazkou je velikost dvoutdde aec

(PreloZeno podle [Kat01], uloha XXVII.)

a
. 0o~ . 7 . 22
Tartaglia util Ze,ecje 75 aaeje 75. 15
13 G
Z Gerbertovy ulohy vime, Ze S je 84, vySka 12 gebfl a f
dc 9. Kvypdtu feSeni nizeme vyuZzit podobnost P
. . q

trojuhelnik. b J g c

14

Obrazek 11 - Grafické znazorréni pr. 3. 2. 4.



3 1% . ,
Abdf ~Abge, proto_ = L kde 5 je vzdalenostd
p__12

9-9) 9’

Aegc~Aadc, proto

. , vr oy o , . . 1.168
Ze soustavy rovnic nas zajirtéseni pro, které vyjde_—.

Nyni znovu vyuzijeme podobnost trojuhelnikadc~Aegc:
12 p

15 lec|

Odtud dostanemiec| = % tj. 7% Délku useéky ae dopaitame jako doplék k ec,

.15 - 72 =721 je tedyae = 7Z.
29 29 29

Priklad 3. 2. 5.

Jsou i [muzi], ktefi [dohromady] koupili 20 liber masa. Jeden z niekaupil tolik liber,
Ze tento poet liber sam se sebou vynasobeny je roverisadiber, ktery zbyvajici dva
koupili, tedy ten jeden krat druhy, ®lonensi mnozstvi, prvni krat druhé, davaji grév
Ptdme se na mnozZstvi liber masa, které kazdy zkuocipil. (FeloZeno podle [Kat01],
Uloha XX z 12. 9. 1535)

Uloha vede na soustavu rovnic

x+y+z=20
y? =xz
xy = 8.

Tato Uloha vede na rovnigitvrtého stupd. Vynasobime-li druhou rovnicy? = xz

3

promgnnou y, dostanemey® = xyz, resp.y> = 8z. Odtud ziskdme vyj&dni z = %

Z tieti rovnice si vyjatime dlenim x, tj. ng. VSe dosadime do rovnice

3
x+y+z=20. Celou rovnici 5 +y+ y? = 20 vynasobime8y a dostaneme rovnici

¢tvrtého stups

y*+8y? — 160y + 64 =0.
Ulohu Izetesit i jinak. Tartaglia si v3iml, Ze mnoZstvi mgsau v souvislém poimu, tj.
tvofi geometrickou posloupnostafab,ab?}, kde a =x a b je kvocient. V takovém
piipad: je splréna druh& rovnice soustavy a prvnfetitrovnice ma tvar:

a+ab + ab? =20
a’bh =8
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. . “r “ , ., 8 , . z
Ze znalosti sotinu mensSich mnozstvi masa lze odvddit - Prvni rovnice ma po

jednoduchych upravach tvar:
a* + 8a? + 64 = 20a3
ReSenim dlohy je trojice kladnych reéalnyctisel vyjadena komplikova#é pomoci
surdickych vyra#. Uved’'me proto pouze jejich aproximace:
x =1,667669,y = 4,768522 az = 13,553809.

Gerolamo Cardano (1501 — 1576)

Gerolamo Cardano se narodil v roce 1501 v Pavianfip byl téZ pod jménem Jerome

Cardan. Byl velice nadané &ifiz ve dvanacti letech studoval Eukledia. Cardpracoval,
stejre jako jeho otec, jako prakticky IékaPisobil také jako &itel matematiky v Milas.

Za s\ Zivot napsal 8kolik knih mezi nimi iArs Magna(Veliké umeni). Cardano se zde
vénuje algebraickym rovnicim prvniho a&vrtého stupd. Vice jak dvacet kapitol
zectyriceti pojednava o kubickych rovnicich. Podle higtioych pramefi Cardana
na metodueSeni kubickych rovniciejmé navedl| Tartaglia, ktery Cardanovi poslal navod
formou bast. Ten vSak zprvu postupeSeni nepochopil, a proto Tartaglia pozadal
o podrobgjsi vyswtleni. Cardano zml toto feSeni podrohfji zkoumat a Tartaglia si
po vynmen¢ korespondence &domil, Ze Cardano zna vice nez on samrexrysil s nim
kontakt. Pozdji, roku 1543, ukazal A. M. Fiore Cardanovi rukogigace Scipiona dal
Ferro, ve kterém byla popsana tato metoeseni kubickych rovnic. Beme se tedy
domnivat, Ze objevitelem metody piseni kubickych rovnic nebyl Tartaglia. S metodou
se nejspiSe seznamil z jiz zrémého rukopisu Scipiona dal Ferro. Nasledujitiklpd
nalezneme v 37. kapitole Ars Magna nazvané Prawgideni nepravdivéh®é regula

Falsum ponendli

Priklad 3. 2. 6.
Nech’ ab je Us&ka, feknéme [délky] 10, [Ukolem je] rozdit ji na dw& ¢asti, aby obdélnik
[z nich sestaveny] byl 40. {®loZeno z [Car45], str. 287.)

x+y=10
xy = 40

Cardano si byl 8dom toho, Ze uloha nemi@Seni. Pokusil se ovSem pouzit obvykly

postup. Umocnil saiet(x + y)? = 100 a odeéetl od rgho ¢tyinasobek druhé rovnice

56



(4xy = 160). Poté teSi soustavu linearnich rovnic. akeme si vSimnout, Ze
pod odmocninou se nachazi zapatiso.
x+y=10
x—y=2f3§
Resenim jsodisla
x=5—15ay =5—+/-15
vyjadiena pomoci odmocniny ze zaporngigla. Takov&isla nazyval Cardanguantitas
sophistica
Cardanova prace obsahuje v jednotlivych kapitolficstracni priklady k prezentovanym
pravidlim. Hledaji se v nich dy tii i ¢tyfi nezndmé&cisla, kterd maji byt v souvislém
poneru, jejich sodet ¢i rozdil ma byt dan€islo apod. Mnoho z nich vede na soustavy

polynomialnich rovnic. Na tomto méstive’me aspa soustavy

x+y+z=10

x+y=28 x Y
x3—-vy2=10 y z
xy = 6,

jimiz |ze postupi zapsat 4. ulohu 38. kapitoly, 5. tlohu 39. kapitol

Pti feSeni prvni z nich Cardano Sik@vrozclil 8 na§ a é Pro splgni druhého vztahu

piedpokladalx = § +p,y= 72 — p, kde p je pomocn& neznama. Touto substituci ziskal

kubickou rovnici vp, kterd uz neobsahuje kvadratickgn.

Zaver

S nejkomplikovagjSimi alohami, té doby, vedoucimi na soustavy algeych rovnic se
setkavame u Mazzinghiho. Dnes bycheskli, Ze feSil Ulohy pomoci substituce, kdy za
neznamé zvolil pomocné neznamé v paddiojclenu, ve tvarup iﬁ. Poté soustavu
vedl na tvar odpovidajici soustavam obsahujicinmyerbvnici druhého stugna jednu
linearni rovnici, které zname jiz z dob MezopotanNeopak Canacci i Dardesili ulohy
podobré jako Fibonacci a vedli je pomoci ekvivalentnichraiyp na rovnici druhého,
poipadt tretiho stupt. U Tartagli se setkavame dokonce s uUlohami, kteeély

na rovnicestvrtého stupa.
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4. Ulohy vedouci na soustavy polynomialnich rovnic fracouzskych

a némeckych autoni od 14. stol. do 15. stol.

Obdobi renesance, kterétabo v Italii, se do Francie dostalo aZz rielpmu 15. a 16. stol.
OvsSem jiz ve 14. stoleti se ve Francii objevujeazy¥d osobnost matematiky Nicole
Oresme. Pat mezi pikopniky wdecké literatury ve francouzstin Svym gekladem
Aristotelovych @l vyznamré obohatil francouzskou terminologii.al2zitym painem byla
jeho dila o proporcich. Na jeho knihy a algoritnymgri navazalo &kolik dalSich autar

nag. Hieronimo de Angest{(538) nebo jeho s@éasnik Nicolas Chuquet, jehoz ulohami

se budeme zabyvat v Gvodu kapitoly.

V Némecku, Francii a Italii se paralelrvytvarela algebraicka symbolika. Vdnhecku
se v 15. stol. setkavame s ozeraim druhé odmocninydkou predcislem, teti odmocnina
se zndila tremi te&kami ac¢tvrta odmocnina dima te&kami. Te&ky se postupentasu,

nejspise rychlym psanim, 2mily nacarky.

V této kapitole se dale seznamime s vyznamnym natkem a astronomem 15. stoleti,
jehoz prace pojednavaji o zakladech matematiky, ematikovi, ktery stanovil
trigonometrii jako nezavislé odivi matematiky spiSe nez astronomie, jmenuje se

Regiomontanus.

Nicolas Chuquet ( cca 1430 — 1487)
Nicolas Chuquet byl francouzsky lé&k#&tery v roce 1484 napsal prvni francouzskou knihu

vénovanou algete Le triparty en la science des nomb®&da ocislech veitech dilech).
Jeho kniha ovSem vyvoj matematiky 16. stol. vygaaeovlivnila, protoze se ztratila a byla
vytiSténa az roku 1880. Jeho originalni mysSlenky inspilpvanatematiky pouze
prostednictvim jinych autar, nag. Estienna de La Roche (cca 1470 — cca 1530). Efvni
je wénovan racionalnintistim, posloupnostem a proporcim. Drubast je ¥novana
iracionalniméislim a teti rovnicim. U Nicolase Chuqueta se poprveé objexdéporn&isla
jako koeficienty, exponenty #&eSeni rovnic. V &kterych ulohach zaporny vysledek
vys\wtluje jako dluh. Za jeho vlastni objeviuideme povazovat ,pravidlo famérnych

1 v o (agt ., . . .
isel*. Tvrdi, ZereSeni —((Z1+Z2)) se nachazi me%?— a %. Tuto pfimérnou veltinu vyuZiva
1 2 1 2
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k feSeni dloh metodou dvou chybnyckegpoklad. Vypocet kaene je vSak po#mng
pracny. Chuquet zkoumal rovnice a rélide na étyti ,,kdnony*”

axm — bxm+n axm + bxm+n — me+2n
axm — bxm+n + me+2n axm + me+2n — bxm+n.

Chuquet podobh jako Pacioli neuvazuje o kenu x = 0. Ve srovnanim s Paciolim je
Chuquetovo dilo menrozsahlé nez Paciolihdumma®“, ale je zde vice novych myslenek.
Jeho kniha ovSem vyvoj matematiky 16. stol. vygameovlivnila. Jeho rukopis nejspiSe
mnoho matematik netetlo a vytiS¢na byla az roku 1880. Nicolas Chuquet se take
vyznamr¢ podilel na rozvoji symboliky. V jiz zmé&mé knize popisuje indicko-arabsky
zpasob zapisovanéisel a aritmetické operace. Setkavame se zde sg mEko je plus

amois které zapisoval symboly, . V nasledujici tabulce jsou uvedeny pojmy, které

vyuZzival.
neznama X premier, nombre linear
druha mocnina X champs
tFeti mocnina neznamé x3 cubics
¢tvrtd ocnina nezndmé x* champs de champs
zapornécislo Ung moins 1]

Tabulka 4 - Oznaeni pFirozenych mocnin neznamé dle Chuqueta
Chuquet pouzival usporny z4pis mocnin neznamé vpag® objevily zaporné exponenty.

Usporné zn&eni pouzival i pro odmocniny#iRlad mizeme uvést v nasledujici tabulce.

zapis podle Chuqueta zapis pomoci moderni symboliky
9.9 9
.10.3 10x3
. 9.2.m. 9x—2
R%.14.m.R%.12.1
8 13 — V12

Tabulka 5 - Zapis mocnin neznamé dle Chuqueta
Souasti rukopisu Chuquetova rukopika triparty en la science des nombjesozsahla

sbhirka dloh; v pouhém extraktu publikovaném jakdy@81] jich je 166. V uvodnich

1 podtrzeni vyrazu je v dnesni symbolice zavorka.

59



piikladech se pozaduje radid danécislo na d¥ ¢i tii casti tak, aby byly spiny dalSi
podminky.Rada Gloh se tyka osob, jejichZz obnosy se hledajingeného saiiu obnos
a znamych vztahmezi nimi. tSina uloh vSak vede pouze feSeni soustav lineérnich

rovnic (o dvou az ¢i nezndmych). Soustavami

+y=20 2=
x+y= resp. 3X =27
x? —y* =50 xy=x+y

Ize zapsat ulohu X, resp. XV, v niz sdidtislo 20 na d¥ ¢asti se znamym rozdilem jejich
Ctveral, resp. ve které se hleddjisla, jejichz dané nasobky se rovnaji a jejichzésou
a souet je stejny.

Sbhirka obsahuje klasickou uUlohu o nalezeni dvisel, zname-li jejich saet a sodin.

Chuquet rozduje /72 na dw ¢asti, které maji sainy/60, a uvadieseni

pmiere partie est ®.° 9. p. ®.° 81. 1. ®.2 6o,
seconde partie est ®.” 9. m. ®.° 81. 1. ®.2 60.

(Obrazek 12, p‘evzato z [Chug81], str. 444.)

§.

Jo+ 461V, “Jo- 81— veo.

Z Chuquetova postupu plyne, Ze jako neznamou jedihu zéasti, druha byla dofkem
neznamé do/72. Takto ziskal z podminky na s#m ¢isel kvadratickou rovnici. Uloha

snad mohla slouZzit k proaigni Uprav vyraiz s odmocninami.

Priklad 4. 0. 1.

Tii obchodnici maji dohromady 1€scus prvni n€l dvojnasobek druhého a Teti nel
jako swij dil druhou odmocninu z dildvou ostatnich. Kolik & kazdy. (Relozeno podle
[Chug81], str. 444, uloha CXI.)

Ozna&ime-li postupg x,y,z ¢astku prvniho, druhého d@etiho obchodnika, vede Uloha
na soustavu:

x+y+z=10
x=2y+1

2= 5%y

Chuquetiv postup neni v [Chug81] uvederfedvedeme proto nasigmbieSeni ulohy.
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Dosazeninz? za sodetx + y v prvni rovnici dostaneme kvadratickou rovnici

z24+2z—-10=0,

z= /101—1
4 2

predstavujecastku tetiho obchodnika. Druha #@eti nebo druha a prvni rovnice tvo

jejiz karen

soustavu linearnich rovnic, jejimiéSenim jsou obnosy prvniho a druhého obchodnika:
1 ’ 5 1 ’ 5
x—75— 46’ y—3g— lg

Nekteré ulohy vedou na netité soustavy. Nap se hledajiit ¢tvercovacisla, jejichz
souwet je 13, nebort ¢isla, ktera maji dany soet a ktera lze zapsat jakteti mocninu
n¢jakého (racionalnihajisla. (Viz [Chug81], str. 455.)

Priklad 4. 0. 2.
Ve shirce uloh péici k dilu Letriparty en la science des nombrisi Glohu, kterou Ize

matematizovat jako soustavu dvou polynomiélnicmioe dvou neznamych

x_5
y_7
x%y = 40.

Tu z dneSniho pohledu jednoduSé&esime nafiklad tak, Ze z druhé rovnice si vyjade

2 _ 40 . . . 5y . <
X =7. Prvni rovnici upravime na tvax=7 a umocnime na druhou, coz vede

na rovnici

_ 25y?
49

xZ

. 0 x .40 . . . . . . 7 ., .
Nyni mizeme za? dosadlt; a vznikne nam rovnice o jedné nezname, po Uphavac

392
5 Y
. 3 [392 . s . 2%/25
po odmockniy = ~ Druhou neznamowu dopa@itame dosazenim = 7

U Chuqueta se setkavame s polynomialnimi rovnicgidka. Jeho ulohy vedl§astji

na soustavy linearnich rovnic.
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Regiomontanus (1436 — 1476)
Johannes Miiller je nam znamy pod jménem Regimontdtestozeierpal fevaznouwast

trigonometrie z arabské literatury a z latinskydiekpadi texti praci al-Battaniho nebo
nag. al-Farghaniho, zaslouzil se i o vlastni origimalfikazy. Regiomontanus je znamy
svymi vysledky z oblasti sférické trigopnometrieetd nalezneme v jeho dike Triangulis
Omnimodis(O trojahelnicich vSelikych knih paterdpestavil také tabulku pro vypet
odwsny pravouhlého sférického trojuhelniku podle veowc= sinc.sind, kde a je

odwsna,A je protilehly Uhel a je prepona trojuhelniku.

Na polynomialni soustavy vedou algebrai¢kgené geometrické ulohy v rowjrkteré jsou
soutasti prvnich dvou knih pradge triangulis Jako piklad mizeme uvést ulohu, kde zna
jednu stranu trojuhelnika, vysku na danou strangoarr dvou zbyvajicich stran.
Predpoklada, Ze neznamé jsewa b = ra, kder je pon®r stran. Dale fedpoklada, Ze zna
stranuc. Ta je rozdlena na dv¥ casti vySkouh. ObecnétreSeni této ulohy je dano
soustavou rovnic

a? — x2 = B2

b2_y2:h2
ra—b=0
x+y=c,

ktera vede na bikvadratickou rovnici pro

1—12)?2 1+ 1?2 1

4¢? 2 4
RegiomontanusteSil rovnice podobh jako Al-Chwarizmi. Nasledujicim ffkladem

navazeme na vySe uvedeny postup.

Priklad 4. 0. 3.
Res problém s trojuhelnikem s daty= 125, ¢ = 250,r = .8165.
(PreloZzeno podle [Co097], ateni 14.1, str. 319)

Dle predpisu uloha vede na soustavu rovnic
a? — x? = 1252 @ b
b? — y? = 1252 n
0,8165a—b =0
x +y = 250.
X y

To vede na rovnici Obrazek 13 - Grafické znazorréni pr. 4. 0. 3.
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44,442955568025 x 10~8a* — 0,833336125a% + 31,250 = 0.

Provedeme-li substituei = %O dostaneme

44,442955568025u* — 8333,36125u? + 31,250 = 0,
po zkraceni
u* —187,5u? + 703,149 = 0.
Kvadratickd rovnices? — 187,5s + 703,149 = 0, kde u? = s dava pibliznou hodnotu
korene
s = 3,83.
Z toho plyne, Zeu = /3,83, tj. u = 1,95. Provedeme resubstituci a zjistime, #blFZna
hodnota jex = 195, b dopa@itame z rovnicd,8165a — b = 0, tj. piblizné¢ b = 159,218.
Hodnoty pro nezname y miazeme dopditat pomoci Pythagorovyety.
1952 = 1252 + x?
Z vySe uvedené rovnice dostaneme hodnoturpto40+v/14. Nyni jiZ jednodu$e z rovnice
x +y =250 dopaitame pibliZnou hodnotu proy = 100,334. Pravdivost o¥fime

zkouskou.

Priklad 4. 0. 4.
Je dan trojuhelnik ABG, jehoz rozdil stran AB a A& ozn&i HG, kolmice AD rozdli
stranu na d¥ casti BD a DG, nedhje jejich rozdil EG: Jsou dany rozdily a samotna

kolmice je dana. PoZaduje s€itiwSechny strany trojuhelnika.
Skrze ungni véci a censudiverec ¥ci) je uloha vyeSena. Bd dan rozdil stran 3, rozdil
Useki 12 a kolmice 10. (floZzeno podle [Bal60], str. 168, jde o 23twdruhé knihy

De triangulis)

Situace popsana zadanim je zna#oana obrazku na nasleduji stran
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B D E 12 G
Obrazek 14 - Grafické znazorméni pf. 4. 0. 4.
Hledané délky stran trojuhelnika ozimaex = |BG|,y = |AG|,z = |AB|. Rozdil délek stran
AB a AG je |HG| =3, tly—z= 3, |IDG| — |BD| = |[EG| = 12, je tedy |DE| = |B]B&| lze
vyjadiit jako sowet 2|BD| + 12, tj.x = 2u + 12, jestlize ozname u = |BD|. Strany

trojuhelnika vyhovuji soustév

y—z=3
x=2u+12
z? = u?® + 10?

(12 + u)? 4+ 102 = y?
Uvedme RegiomontanovieSeni dopléné o symbolicky fepis.
Polozim pro celou zakladnu rem a pro&sstran [AG a AB] 4 res,
x = |BG], |AG| + |AB| =¥
protoZe ponir zakladny k s&enym stranam je jako HG ke GE, tj. jako je 1 ke 4.
y—2z 1

2u—x 4
Proto je BD % rei minus 6, ale AB je 2 res bez 3/2.

=2 6 =2
u—2 , Z=2x >

Vynasobi se AB se sebou, vysledkem je 4 censu¥ab@z 6 rebus

(20-3) =4+ 126
X 5 = aX ) X

Také BD @&la se sebou % census a 36 minus 6 rebus

(5—6)2=%x2+36—6x

Toto piidam kectverci 10, coz je 100.
[Vyraz] s&teny dohromady, ¥4 census a 136 minus 6 rebugejexzroven 4 census a 2 ¥4

bez 6 rebus.

§x2+136—6x=4x2+1§—6x
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Obnovi se tedy to, co chybi, a odebere se na otrandsh stejné, kterymzto igobem

mame gkolik census rovn@islu

3 3 2 = 1332

2% T

odkud budeme znat rei
_ [107

=3

a odtud znamditstrany trojuhelnika.
107 1 1
x= |2 y= g(9 +4v321), z= g(4\/32 -9).

(PreloZeno podle [Bal60], str. 268.)

Dnes bychom soustavu

y—z=3
x=2u+12
7% = u? 4 102

(12 + u)? + 102 = y?

mohli fesit tak, Ze bychom si nejprve vyfddz = vu? + 100 ay = Vu? + 24u + 244.

Takto vyjadené neznamé dosadime do rovnice z = 3, tj.

Ju? + 24u + 244 — \Ju? + 100 = 3.

Umocrgnim na druhou dostaneme rovnici

—24/ (u? + 100) (u? + 24u + 244) = —335 — 24u — 2u?,
kterou ot umocnime déma
4(u? + 100) (u? + 24u + 244) =(—335 — 24u — 2u?)?,
tj.
4u* + 96u3 + 1376u? + 9600u + 97600
= 4u* + 96u3 + 1916u? + 16080u + 112225.
Dostaneme kvadratickou rovnici
540u? + 6480u + 14625 = 0,

107

kterou vyeSime pomoci diskriminantw, = Ts — 6. Nyni mizeme jednoduSe dogitat

neznameé, vy, z.
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Regiomontanus zvolil stranu BG jako neznamou (@eSikovré vyjadril stranu AB a Usek
BD v zavislosti na ni, Uloha pak vedla pouzere®eni jedné (ryze kvadratické) rovnice
o jedné neznamé. V uvodni Regiomontanavaze neni ihnedigime, pré je sowet dvou
mensSich stranctyinasobkem zakladny. Stanoveni &ou menSich stran v zavislosti
na zvolené neznamé mozné&egchazela nasledujici myslenka.éa zpisoby vyjadime
délku vysky na zakladnu BG.

|AG|? — |DG|* = |AB|* — |DB|?
PrictenimDG? — AB? dostaneme rovnost rozélittverai

|AG|? — |AB|? = |DG|? — |DB?,
které Ize upravit na rovnost st znamych rozdil a neznamych seéti

(1AG| — |AB)(IAG| + |AB|) = (IDG| — |DB|)(IDG| + |DB|)
3(lAG| + |AB|) = 12(|DG| + |DB)).
Odtud je
|AG| + |AB| = 4|BG|.

Vztah mezi zakladnou a s&tem zbyvajicich stran pouZil pro vyjaohi délky strany AB
v zavislosti na zvolené neznamé. Také |BD| zapsied jvyraz ve zvolené neznamé.
V pravouhlém trojuhelniku ABD je znama agwa AD, coZ je zarowevysSka daného
trojuhelnika ABG, zbyvaijici strany jsou zavislé meznameé. Z Pythagorovyty se proto

shadno vypéte jeji hodnota, tj. délka zakladny a naskethké délky zbyvajicich stran.

Jak jiz jsem zniiovala vySe, matematika se vyvijela &asré v Némecku, Italii a Francii.
VSechny typy uloh vedly nakonec k podobnému postioy autorieSil tlohy pomoci
substituce. Pomocnou soustavu nasiedrdl na rovnice druhéhdgtiho i¢tvrtého stups,

které poté viesil pomoci jiz ustalenych postiup
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5. Zavér

Ulohy, které bychom dnes zapsali soustavou polyabrigh rovnic, nalezneme na tuzemi
Evropy jiz za&atkem 1. stoleti. Zprvu se jedna o soustavy dvemicoo dvou neznamych,
kde alespd jedna rovnice je druhého stupnNa pa@étku 14. stol. se u Mazzinghiho
setkavame jiz s tlohami vedoucimi na soustdvyovnic o fech neznamych, kde je &p
alespan jedna rovnice druhého stupnUlohami vedoucimi na soustavy rovnic &3im

poétem neznamych, se zabyval az Tartaglia v 16. $to&x# sloZgjSimi ulohami se

setkdvame tedy aZ u rene&aith matematik nejen v Italii, ale i v Nmecku a Francii.

Je teba zminit, Ze &Sina UlohfeSenych ve stdowké Evrog byla gevzata od arabskych
matematik. Jako piklad mizeme uvést Fibonacciho prdgber abaci.Praw v této knize

feSi Leonardo ulohy, kterymi séive zabyval nafpklad Abu Kamil.

Pro ulohy, které vedou na soustavy polynomialniatnic, byly motivem geometrické
atvary. Nejen v GerbertévGeometriise setkavame s ulohami, kter@zeme graficky
znazornit. Jedna se rdidad o vypa@et vysky v heronském trojuhelniku, nebo vitio
odwsen v pythagorejském trojuhelniku. NapavasordareSil udlohy, které mzeme
graficky znazornit pomoci obdélniku. DalSim typemohlije rozdleni rsjakého celku

nacasti. \EtSinou se jedna o rozlgnicisla 10 na d¥ a vicecasti.

ZpusobyieSeni vySe uvedenych uloh nejsou jedndahaané, ale opakuji se zdeCiné
postupy, které lze povaZovat za jednoduché alggrifiakovym postupem je n#klad
pomoci ekvivalentnich Uprav vést soustavu rovnickmadratickou rovnici, kterou jiz
dokédzeme vypgtat. Podobny postup je i u soustav, kde se nactidzovnice a fi
neznamé. Takovéto ulohy ovSem mohly vést na kubrck#éice. SeSenim kubickych
rovnic se setkAvame az v 16. stoleti u Gerolamdd®ar. DalSi moznostéSeni bylo, Ze se
neznamé vyjad v zavislosti na pomocné neznanté pomocnych neznamych nap
v podolg dvoiclenu p + \/E Substituci vedireSitel Ulohu na jednodussi tvar soustavy,

ktery dokazal viesit. Tento postup nalezneme hapMazzinghiho.
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PrestoZe ulohy, které dnesieme zapsat jako soustavu algebraickych rovnicenag jiZ
ve starych civilizacich jako Egypt nebo Mezopotamiestalené postupy eliminace

neznamych v Evrapnalezneme az v 2. polowi7. stoleti.

Vyznamnym zlomem v&inach matematiky bylo obdobi noveku. Jiz p@atek 16. stoleti
muzeme nazyvat obdobim moderni algebry. EoaViete (1540 — 1603) jako prvni uziva
oznaeni konstanty a prognnych pomoci pismen. Dale se setkavame s velikaky |
Pierre de Fermat (1601 — 1665) nebo René Desddfies — 1650), kié polozili zaklady

analytické geometrii.

5.1. Metody eliminace neznamych
Prvni znamou metodu eliminace neznamé ze dvou covygSiho stuph rozpracoval
n¢kdy pred rokem 1638 Pierre de Fermat v pfdovus secundarum et ulterioris radicum
in analyticis ususNa rovnice o dvou, resp. neznamych nahlizel jako na rovnice o jedné
neznamé, napy:

agy™+ay" '+ +a,_y+a,=0,
boy™ + by 1+ -+ b,_1y+ b, = 0.

Odettenim separoval absolut@eny, které nasledn vydélil druhou stranou rovnice
obsahujici polynom aspaprvniho stupé. Vzniklé podily jsou pro abrovnice rovny 1,
proto jsou si rovny i podily:
—Qn, _ —b,
AQy™ + a;y™ Tttt amoy boy™ +biy" Tt 4+ bygy

Tim se dostane rovnice, kterd ma v nezngrsigipaé o jedna mensi, nez j&téi ze stupa
vychozich dvou rovnic. V dalSim kroku se pro sniZgnpr pouzije ziskana rovnice a ta
z danych rovnic, ktera ma nizsi stiap®pakovanim postupu lze dojit k rovnici, kterd uz
neznamovwy neobsahuje, je tedy rovnici pouze o jedné neznéesp, on — 1 neznamych.
Rovnice, ve které je neznamyéeliminovana, udava podminku na koeficienty vychbzi
rovnic, @ jejimz spléni mize mit dana soustavi@Seni. Tato podminka se pegd

nazyvalarezultant

Podobny postup aplikovany ovSem na nejvysSi mocniegnamé pouZzil v druh&asti
prvniho dilu Obecné aritmetiky(Arithmetica univeralis) Isaac Newton (1643 — 1)/27
Stejnou metodu publikoval ve druhém vydani Deseaxtg GeometrieJohann Hudde
(cca 1640 — 1704) a v roce 1748 Euléntvoduction in analysin infinitorum
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Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) byl dalSimmmatematilt, ktei prispeli

k problematice eliminace. Jeho postup, ktery odipé\Bylvesterem roku 1840 we@gkné
tzv. dialytické metod, nebyl publikovan, @stal v rukopisné podd@b pod nazvem
De tollendis incognitisUvazuje rovnice

a+bx+cx?+dx3+ex*...=0,
[+mx +nx? +px3 +qx*..=0.

Bez dalSiho vysitleni piSe, Ze ,sta nasobitx a bude”

0 =a+ bx + cx? + dx3 + ex*
+ ax + bx? + cx® + dx* + ex®
+ax? + bx3 + cx* + dx® + ex®
+ax3 + bx* + cx® + dx® + ex”
[ +mx + nx? + px3 + qx*
+1x + mx? + nx® + px* + qx°
+1x? + mx3 + nx* + dx® + gx°
+1x3 + mx* + nx® + px© + gx’

Dnes vime, Ze rezultant, tj. podminka pro existespnl&nych kdeni danych rovnic
¢tvrtého stupa je dana vztahem

a b ¢c d e 0 0 0

0O a b c d e 00

0 0 a b c d e 0

0 0 0a b c def|_
I m n p q 0 0 0_0'
0 I mn p q 0 0

0 0l m n p q 0

0 0 0L mmnpgq

Postup se snadno zobecni pro rovnice jinychisiup

Dle [Kno74] pouzival Leibniz je8tmetodu eliminace neznamé nasobenim pomocnym
polynomem1 + x + x? + x3 + ---. Tento postup jefiedchidcem v roce 1764 publikované
metody v pojednani E. Bézoutdecherches sur le degré des équations résultantes
de I'’évanouissement des inconnuBalSi vyvoj smiioval k rezultanim vice nez dvou

rovnic.

69



5.2. Uziti polynomialnich rovnic na ZS a SS

Na zawr prace bych ckta zminit moZnosti vyuZziti uloh vedoucich na sougta
polynomialnich rovnic ve vyuce na ZS a SS. Podlen&i vzaklavaciho programu
pro zakladni vz&lavani nalezneme ve v&dvaci oblasti Matematika a jeji aplikace na 2.
stupni pouze linearni rovnice a soustavy dvou lime& rovnic o dvou neznamych.
Rovnice druhého nebo dokonce vysSiho stupychom mohli do vyuky zadit pouze
vyjimeené jako roz&fené wivo pro nadané zaky. Zaci na SS podle RVP pro Sz
aieSi problémy, v nichZz se aplikujeSeni linearnich a kvadratickych rovnic a jejich
soustav. Vybrané ulohy z této diplomové prace bio ktgdy mozné vyuZit k rozvoiji
logického mysleni a progeni soustav dvou rovnic o dvou neznamych, kde ategguna
rovnice je rovnici druhéhe#adu. Myslim si, Ze tyto ulohy nelzetadit do zakladniho
uciva. Se soustavami rovnic vysSichtiadi o n neznamych se #ieme setkat
na matematickych &dnich Skolach nebo na gymnaziithako s roz&enym wivem na
SS bez matematického z&ifni. Reeni takovychto Gloh se pinénuje aZz na vybranych

vysokych Skolach spiSe technickéhoiam
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Resumé

This thesis is devoted to problems solved in Eurcipem the %' century
to the 16' century, which we could write today as a systempolynomial equations.

The methods of elimination of unknown quantitied &meir marking are described.

The thesis is divided into four parts in chronot@gisequence according to years when
works, which contain these problems, were creat€dere is general summary
of mediaeval mathematics in the first chapter. $keond chapter deals with problems
which were solved by mathematicians from the firalf of 13" century (e.g. Fibonacci,
Gerbert, Nemore). The remaining chapters are dividecording to origin of authors
and include period from 4o 16" century (e.g. Italy - Dardi, Tartaglia, Germany -

Regiomontanus, France - Chuquet).
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