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Toto téma diplomové prace jsem si vybral proto, Ze je velmi zajimavé a pohlizi na
matematiku docela jinym zplsobem. V predmétu elementdrni algebra, ktery jsem
absolvoval ve 2. rocniku bakalarského studia, ndam pan Doc. RNDr. Jaroslav Drabek CSc.
podrobné popisoval problémy, postupy a feSeni jednotlivych pfrikladl elementarni
algebry. Uz v té dobé mi tato problematika velice zajimala. V prvni kapitole se zabyvam
hledanim nejvétSiho spolecného délitele a nejmensiho spole¢ného nasobku pomoci
Euklidova algoritmu. Vypocty uvadim pro dvé pfirozend, komplexni Cisla a téZ pro dva
polynomy. V druhé kapitole se zabyvam hledani kongruenci podle zadaného modulu
pomoci pri¢itani a odecitdani modulu, Eulerovy véty, Bezoutovy véty a pomoci metody
rozkladu modulu. A ve treti, posledni kapitole, se zabyvam diofantickymi rovnicemi.
Rovnicemi feSim redlné ukoly, které se dennodenné mohou vyuzZivat. VSechny tyto

kapitoly maji spole¢ny jmenovatel — hledani nejvétsiho spolecného délitele.
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1.1 NEJVETSI SPOLECNY DELITEL
Jsou dana disla a4, a,, d ndlezici mnoZiné celych &isel. Pro &islo d plati, Ze d|a, a d]|a,,
pokud tyto podminky cislo d spliuje, fikdme, Ze Cislo d je spolecnym délitelem Cisel
a,, a,. Spolecny délitel d = 0 Ccisel aq,a,, ktery je délitelny libovolnym spole¢nym
délitelem Cisel a;, a, se nazyva nejvétsim spole¢nym délitelem D cCisel a,, a,. Navic jesté
plati, Ze spole¢ny délitel déli nejvétsiho spolecného délitele d|D.
Spole¢ného délitele Cisel a4, a, budeme zapisovat ve tvaru

d(ay, az).
Pro nejvétsiho spole¢ného délitele Cisel a,, a, nutné musi platit

D(ay,a;) = maxd(ay,ay).

Nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a,, a, budeme zapisovat ve tvaru

D (alﬂ aZ)'

Mnozinu vSech spolecnych déliteld budeme zapisovat ve tvaru

d(ay,ay) = d(ay) Nnd(ay).

VETA O DELENi CELYCH CiSEL SE ZBYTKEM - Pokud jsou zaddna dvé Cisla aq, a, naleZici
mnoziné pfirozenych Cisel, existuji jednoznacné zadana Cisla q ndlezici mnoziné celych
Ciselaaz € {0,1, ..., a, — 1} tak, Ze plati

a, = az ) q + a3,
potom plati nasledujici rovnost

D(ay,a3) = D(ay, as).

1.1.1 EUKLIDUOV ALGORITMUS

Necht jsou dany dvé Cisla a;, a, nélezici mnoziné pfirozenych Cisel. Kazdé ¢islon = 3, pro
které je vyraz a,_; # 0 si oznacime a,,. a, je zbytek po déleni ¢isla a,,_, Cislem a,,_;. Po
konecném poctu krokl dostaneme zbytek a, = 0. Tim padem plati, Ze ¢len ax_; je

nejvétsim spolec¢nym délitelem D Cisel a4, a,.
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Nasledujici vétu si dokazeme pomoci véty o déleni celych Cisel se zbytkem. Podle této
véty plati, Ze a, > a3 > a, .... ProtoZe se vsak jedna o celd Cisla nezdporna, je kazdé
nasledujici Cislo alespon o 1 mensi nez Cislo predchozi. A proto se po urcitém konecném
poctu krokd musime dostat krovnosti a, = 0. Zaroven plati rovnost, Zze a;_; # 0.

Z definice Cisel a,, vyplyva, Ze existujici Cisla q4, q3, ..., qx— takova, ze plati

a; =qqa; +as
A =z Azt ay
az = (3" a4+ as

Ay = (4 a5+ Ag

Ag-5 = Q-5 " Ak—g + A3

Ag-4 = Q-4 " Q-3 T A2

Ag-3 = Q-3 " Ag-2 + Q-1

Ag—2 = Q-2 " Ax-1 + 0.
Z posledni rovnosti vyplyva, Ze ay_q|ayx_,. Zpredposledni rovnosti aj_q|aix_; zdalsi
pfedchozi ay_,|ay_, a podobné. Analogicky se timto procesem se dostaneme azZ k treti
rovnosti, kde plati aj_;|as, u druhé rovnosti plati a;_;|a, a kone¢né u prvni rovnosti
plati ay_4|a;.

’

Clen a,_, je tedy spoleénym délitelem d &isel a,, a,. Spoleény délitel d oviem déli i &isla
Az =a1—Qq1°Ay, A=Ay, —(y° 03 a Qas =03 — (3" Qay,.. tim padem i Cislo
Ag—1 = Ag-3 — q-3 * Ag—2-

Timto jsme dokazali, Ze ¢len aj,_4 je nejvétsim spolecnym délitelem D ¢&isel a4, as.

VETA BEZOUTOVA — Pro libovolna celd Cisla a4, a, existuje jejich nejvétsi spolecny délitel

v

D(a4, a,), pfitom ovsem existuji jesté Cisla k4, k, takova, Ze plati (6]
D(ay,a;) = ky-ay +k; - a,.

Tento vyraz budeme hledat pomoci Euklidova algoritmu. Vyrazu budeme fikat celoéiselna
kombinace D(a4, a,). Hledani oné kombinace bude probihat tak, Ze budeme postupné
vyjadfovat nalezené zbytky. Pfi¢emz budeme postupovat od zbytku D(a,,a,) smérem

vzhlru.
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DUKAZ BEZOUTOVY VETY:
Vétu staci dokdazat pro Cisla aq, a, naleZici mnoziné pfirozenych cisel. Jak je patrné, je
mozné Cisla t,u naleZici celym CislGm vyjadfit ve tvaru t = tya; + tya,, u =ua; + uya,,

kde ¢isla t4, t,, Uy, u, nalezi mnoziné celych cisel. Mizeme je vyjadfit i nasledovné
t+u=(t; +ua, + (t; +uz)a,,
dale pro libovolné e naleZici mnoZziné celych Cisel plati
e-t=(e-ty)ay + (e-ty)a,.

Jelikoza; =1-a;+0-a,, a, =0-a; +1-a, plyne z Euklidova algoritmu, Ze takto Ize
vyjadfiti €leny az =a;+q,-a;, agz=a,+q, as, ..., AQx_q = AQg_3 — qy—3 * Ag_3, COZ

je pravé onen D(aq, a,).

1.1.2 PRIKLADY NA VYPOCET D DVOU PRIROZENYCH CiSEL POMOCi EUKLIDOVA ALGORITMU

PRIKLAD 1. Pomoci Euklidova algoritmu naleznéte D (945, 729).

945 = 729-1 + 216
729 = 216-3 + 81
216 = 81-2 + 54
81 = 54-1 + 27
54 = 27-2 + 0.

Nejvétsiho spolecného délitele 27 vyjadrime jako celociselnou kombinaci Cisel 945 a 729.
Budeme postupné vyjadrovat nalezené zbytky, pficemz budeme postupovat od zbytku 27

smérem vzhuru.

27=1-81—-1-54=
=1-(1-729-3-216)—1-(1-216—2-81) =
=1-729—-4-216+2-81 =
=1-729—4-(1-945—-1-729) +2-(1-729 —3-216) =
=7-729—4-945—6-216 =
=7-729—4-945 —6-(1-945 —1-729) =
=13-729 — 10 - 945,
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Hledanad celociselnd kombinace je ve tvaru

13-729 4+ 945 (—10) = 27.

PRIKLAD 2. Pomoci Euklidova algoritmu naleznéte D (843,321).

843 = 2-321 + 216
321 =1-201+120
201=1-120+81
120=1-81+ 39
81=2-39+3
39=13-3+0.

Nejvétsiho spolecného délitele 3 vyjadiime jako celociselnou kombinaci ¢isel 843 a 321

3=1-81-2-39=

=1-(1-201—-1-120)—2-(1-120—1-81) =
=1-201—-3-120+2-81 =
=1-(1-843-2-321)—3-(1-321—-1-201) +2-(1-201—1-120) =
=1-843—-5-321+5-2012-120 =
=1-843-5-321+5-(1-843—-2-321)—2-(1-321—1-201) =
=6-843—17-321+2-201 =
=6-843—17-3214+2-(1-843 —2-321) =

=8-843-21-321=

= 8-843 + 321 - (—21).

Hledanad celodiselnd kombinace je ve tvaru

8-843 + 321 (=21) = 3.



1 NEJVETSI SPOLECNY DELITEL A NEJMENS{ SPOLECNY NASOBEK

PRIKLAD 3. Pomoci Euklidova algoritmu naleznéte D (2658, 1788).

2658 =1-1788 + 870

1788 = 2-870 + 48
870 =18-48+6
48=8-6+0.

Nejvétsiho spolecného délitele 6 vyjadiime jako celociselnou kombinaci Cisel 2658 a

1788.

6=1-870—-18-48 =
=1-(1-2658—-1-1788) —18-(1-1788 —2-870) =
=1-2658—-19-1788 + 36870 =
=1-2658—-19-1788 +36-(1-2658—-1-1788) =
= 37-2658 — 551788 =
= 372658 + 1788 - (—55).

Hledanad celociselnd kombinace je ve tvaru

37 - 2658 4+ 1788 - (=55) = 6.

PRIKLAD 4. Pomoci Euklidova algoritmu naleznéte D (3578, 758).

3578 = 4-758 + 546
758 = 1-546 + 212
546 = 2-212 + 122
212=1-122+90
122 =1-90 + 32
90=2-32+ 26

32=1-26+6
26=4-6+2
6=3-2+0.
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Nejvétsiho spolecného délitele 2 vyjadiime jako celociselnou kombinaci ¢isel 3578 a 758.

2=1-26—4-6=

=1-(1-90—2-32)—4-(1-32—1-26) =

=1-90—6-32+4-26=

=1-(1-212-1-122)—6-(1-122—-1-90) +4-(1-90 —2-32) =

=1-212—-7-122+10-90—8-32 =

=1-(1-758—1-576) —7-(1-546 —2-212) +10-(1-212 —1-122) —
—8-(1-122—-1-90) =

=1-758—8-546 +24-212 —18-122+8-90 =

=1-758—8-(1-3578 — 4758) + 24 - (1-758 — 1-546) —
—18-(1-546—2-212) +8-(1-212—1-122) =

=57-758 —8-3578 — 42 -546 + 44212 — 8- 122 =

=57-758 —8-3578 — 42+ (1-3578 —4-758) + 44 - (1758 — 1- 546) —
—8-(1-546—2-212) =

= 269758 —50-3578 — 52-546 + 16- 212 =

=269-758 —50-3578 — 52+ (1-3578 — 4-758) + 16 - (1- 758 — 1 - 546) =

= 493 -758 — 102 - 3578 — 16 - 546 =

= 493-758 — 102 -3578 — 16 - (13578 — 4 - 758) =

=557-758 — 118-3578 =

= 557758 + 3578 - (—118).

Hledanad celociselnd kombinace je ve tvaru

557 -758 + 3578 - (—118) = 2.

Nejvétsiho spole¢ného délitele dvou prvkl a;,a, nemizZeme definovat jako v mnoZziné
pfirozenych cisel pomoci rovnosti. Do definice nejvétsiho spoleéného délitele musime
vloZit charakteristickou vlastnost. Tato vlastnost zni — spole¢ny délitel dvou pfirozenych

Cisel déli jejich nejvétsiho spolecného délitele.
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1.1.3 NEJVETSIi SPOLECNY DELITEL ViCE CiSEL

Nejvétsi spole¢ny délitel D Ccisel a4,a,,as,...,a, nalezici mnoziné celych cisel bude
definovan uplné stejnym zpUsobem, jako tomu bylo u dvou prvkl a4, a,. Libovolnému
Cislu d, které splriuje podminky, Zze d|ay,d|a,, ..., d|a, budeme fikat spolecny délitel
prvk( a4, a,,as, ..., a,. Spolecny délitel d > 0 ¢&isel a4, a,,as, ..., a,, ktery je délitelny
libovolnym spoleénym délitelem téchto Cisel, se nazyva nejvétSim spoleénym délitelem D
Cisel a4, a,, as, ..., a,. Navic plati, Ze spolecny délitel déli nejvétsiho spole¢ného délitele

d|D.

Spole¢ného délitele d prvkd a4, a,, as, ..., a, budeme znacit
d(a,,a,,as, ..., a,).

Nejvétsiho spole¢ného délitele D prvkd a4, a,, as, ..., a, budeme znacit

D(aq,a,,as, ..., a,).

1.1.4 PRIKLADY NA VYPOCET D DVOU KOMPLEXNIiCH CiSEL
Pojem Gaussovo celé Cislo znamena v teorii Cisel takové komplexni Cislo, jehoz realnou i

imaginarni slozku tvofi jen cela Cisla.

Ke kazdym dvéma nenulovym Gaussovym Cislim «,  existuji Gaussova Cisla 1, v takova,

Ze plati

()a=pB-n+v,kde N(v) < N(B).

DUKAZ:

1. Vypocitame podil Cisel % = A+ B-i. (4, B) mohou byt i racionalni ¢isla.
2. Vzniknou cela Cisla x, y , pro ktera plati

1
(2)|[A=x| < AIB-yl<

N |-

3. Sestrojime Gaussova cela ¢isla
Bn=x+y-iNv=a-—-0-1.

4. Stadi jiz dokdzat, ze plati N(v) < N(B).


http://cs.wikipedia.org/wiki/Teorie_%C4%8D%C3%ADsel
http://cs.wikipedia.org/wiki/Komplexn%C3%AD_%C4%8D%C3%ADslo
http://cs.wikipedia.org/wiki/Cel%C3%A9_%C4%8D%C3%ADslo

1 NEJVETSI SPOLECNY DELITEL A NEJMENS{ SPOLECNY NASOBEK

Plati vztah
[24
@v=a-pg-n=p(5-n)
Pfechodem k normam dostaneme z predeslého fadku

(S)NW) = N(B)-N (5=n).

Uz jen dokazeme, ze N (% - 17) < % Nasledné bude platit
(6) %—n=A+B-i—(x+y-i)=(A—x)+(B—y)-i.

Pro normu plati N (% - n) [2]

1 1 1
N(%—n) =(A-x)?+B-y)P <+ ==
Timto jsme vétu bez problému dokazali.

Pokud bude vyraz N(v) nenulovy, proces zopakujeme pro dvojici Gaussovych celych &isel
B,v. lelikoZz se stdvajici normy Gaussovych Ccisel postupné sniZuji, tak postup stale
opakujeme, aZz se dostaneme k nulové hodnoté. Ddle jiz z pfedchozi kapitoly vime, Ze

posledni ziskany nenulovy zbytek pfedstavuje nejvétsiho spolec¢ného délitele.

PRIKLAD 5. Naleznéte D (24 + 24i, 6 — 8i).
Plati tedy
(7)a=24+24iNpB =6 —8i.

1. Stanovime podil%

@ 244240 24+240 6+8i 144+ 192i + 144i+192i?
B~ 6-8  6-8 6+8 36 — 64i2 -
—48+36i —48 336i 12 84
=7 100 100 ' 100 25 " 25°
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Plati tedy

(8 A = 12AB_84
25 - 25

2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
9Dx =0 Ay =3tj.n=3i.
3. Stanovime Cislo v. Bude platit

(10)v=a—f-n=(24+24i) —[3i-(6 —8)] =
= 24 + 24i — 18i + 24i% =
=24 +24i—18i — 24 =
= 6i.

Celkové dostavame

B
——t—

(11) 24 + 24i = |(6 — 8i) -

P3=
+
A I

Cely postup zopakujeme pro
(12)a =6—8i AB = 6.

1. Stanovime podil%

@ 6-8i 6-8i (—6i\ —36i+48i% —36i—48 —36i 48

B~ 6i 6 '<—6i): —36i2 36 36 36
4 4

=-i-g=-gi

Plati tedy

4
(1a=-3 Af=-1

2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
(M4)x=—-1Ay=—-1tj.n=-1—1i.
3. Stanovime cislo v. Bude platit

(15)v=a—-B-n=(6-8i))—[(1—-i)-6i] =
= (6 —8i) — (—6i — 6i%) =

10
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=6—8i+6i—6i%*=
= —2i.

Celkové dostavame
B v n v
(16) 6 — 8i = [61’ (—1- i)] — 21.

Cely postup zopakujeme pro
(17)a=6i A B = —2i.

1. Stanovime podil%

a 60 60 20 12 -12 3
g —2i —2i 2i —4i2 4 7

Celkové dostavame

a
v B

v
(18) 61 = |=2i-| =3 || +o0.

Radky (11), (16) a (18) predstavuji schéma odpovidajiciho Euklidova algoritmu, v ném3

nenulovy zbytek na (16) fadku predstavuje nejvétsiho spolecného délitele. Plati tedy

(19) D(24 + 24i,6 — 8i) = —2i.

PRIKLAD 6. Naleznéte D(12 — 16i, 10 + 2i).
Plati tedy
(20)a =12 — 16i A B = 10 + 2i.

1. Stanovime podil%

B~ 10+2i 10+2i 10—2i 100 — 4i2
88-184i 11 23i 11 23

——— =z

104 13 13 13 13

a 12-16i 12-16i 10—2i_120—24i—160i+32i2_

11



1 NEJVETSI SPOLECNY DELITEL A NEJMENS{ SPOLECNY NASOBEK

Plati tedy

(21),4—11/\3— 23
13 13

2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
22)x=1Ay==-2it. n=1-2i.
3. Stanovime Cislo v. Bude platit
23))v=a—-F-n=02-160) —[(10+2i)-(1 - 2i)] =

= (12 — 16i) — (14 — 18i) =
= -2 +2i.

Celkové dostavame

(24) 12 — 16 = [(10 + 20) - (1 = 2)] + (=2 + 20).

Cely postup zopakujeme pro

(25)a =10+ 2i AB = —2 + 2i.

1. Stanovime podil 2

@ 10+2i 1042 [~2—2i\ —20—20i—4i—4i® —16—24i

E=—2+2i=—2+2i'(—2—2i)= 4 — 42 T 4+4
~16—24i 16 24 _
:T:—g—glz—z—&.

Plati tedy

(26)a = -2 AB = —3i.
2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
(27)x =-2 ANy = -=3itj. n = -2 - 3i.
3. Stanovime cislo v. Bude platit
(28)v=a—-B-n=010+2i)—2+[2i-(—-2-30)] =
= (10 + 2i) — (4 + 6i — 4i — 6i%) =

=104+2i— 4 —6i+4i + 6i%* =
=0.

12
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Celkové dostavame
(29)10+2i =(-2+2i)-(—-2—-3i) + 0.

Radky (24) a (29) predstavuji schéma odpovidajictho Euklidova algoritmu, v ném?

nenulovy zbytek na (24) radku predstavuje nejvétsiho spole¢ného délitele. Plati tedy

(30)D(12 — 16, 10 + 2i) = =2 + 2i.

PRIKLAD 7. Naleznéte D(7 + i, i).
Plati tedy
Blla=7+iAB =1

1. Stanovime podl’l%

a 741 T7T4+i [—i -7i—i? =7i+1 .
B i [

—i —i2 1

Plati tedy
(32)A=1AB=-7.

2. Stanovime ¢islon = x + y - i. Bude platit
BI)x=1Ay=-7¢tj.n=1-7i.
3. Stanovime cislo v. Bude platit

BHYv=a-Ln=T+D)—-[i-A-=-7D)] =
=7+i—i+7i*=
=0.

Celkové dostavame
(B5)7+i=[i-(1-=7i)]+0.
Radek (35) je schématem Euklidova algoritmu.

(36)D(7+1i, i) =i.

13
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PRIKLAD 8. Naleznéte D(10 — 3i, 5 — 2i).
Plati tedy
(37)a =10 —3iAB =5 — 2i.

1. Stanovime podil%

@ 10-3i 10-3i 5+2i 50+20i—15{—6i> 56+5i

B 5-2i 5-2i 5+2i 25 — 4i2 29
_ 56 5i_56 5.
T20729 29" 29"

Plati tedy

(38)A—56 AB = >
29 29

2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
BYYx=2Ay=0¢tj.n=2.
3. Stanovime Cislo v. Bude platit
A0 v=a—-pF-n=(10-3)—[2-(5-20)] =

=10-3i—10+4i =

=1
Celkové dostavame

(41)10—-3i =[(5—2i)- 2] +i.
Cely postup zopakujeme pro
(42)a=5—-2i AP =.

1. Stanovime podil%

= = = 5i—2=

_5—2i 5-2i (—i)_—5i+2i2_—5i—2
[ —i2 1

Plati tedy
(43)a=-2 AB =-5.
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2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
(44)x =—-2 ANy =-5tj. n=-2—5i.
3. Stanovime Cislo v. Bude platit

@5)v=a—-B-n=0GB-20)—[(-2-50)-i] =
=5—2i+2i+5i*=
= 0.

Celkové dostavame
(46)5—-2i=[i-(—2—-50)]+0.

Radky (41), (46) jsou schématem Euklidova algoritmu, v némz nenulovy zbytek na (40)

radku predstavuje nejvétsiho spolec¢ného délitele. Plati tedy

(47) D(10 = 3i, 5 — 2i) = i.

PRIKLAD 9. Naleznéte D(16 + 16i, 7 — 9i).
Plati tedy
(48)a =16+ 16iAp =7 —09i.

1. Stanovime podil%

a 16+16i 16+ 160 . 7+90 112 +144i + 112i+144i? B
B 7 —9i 7—9i 7+4+9i 49 — 81i2
_ —32 + 256i _ —32+256i _ —E+gi.
130 130 130 65 65
Plati tedy
(49) A = —E AB =%.
65 65

2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit

(50)x =0 Ay =2tj.n = 2i.
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3. Stanovime Cislo v. Bude platit

GDv=a—-pF-n=>06+16i)—[2i-(7—-90)] =
=16 + 16i — 14i + 18i% =
=16+ 16i —14i — 18 =
= -2+ 2i.

Celkové dostavame
(52) 16 + 16i = [(7 — 9i) - 2i] + (=2 + 2i).
Cely postup zopakujeme pro
(53)a=7—-9i A =-2+2i

1. Stanovime podil%

—14 — 14i + 18i + 18i? =324 20

a 7—9i 7—9i (—Z—Zi)

B "2+2i -2+2i \—2-2i 4= 452 8
—32 2 1i i
= o =g
8 8 4 4

Plati tedy
G4d)a=—-4Ap=0.

2. Stanovime Cislon = x + y - i. Bude platit
(55)x =—4 Ay =0tj. n =—4.
3. Stanovime cislo v. Bude platit

56) v=a—-B-n=[(7-9)—-(—4)] - (—2+20)=
=7-9i—8+8i=

=-1-1i
Celkové dostavame
57)7=9i=[(-2+2) - (D] + (—1-10).
Cely postup zopakujeme pro

(58)a=—-2+2i AB=—-1—.i
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1. Stanovime podil%

B —-1-i —1—i

a —2+2 —2+42i (—1+i)_2—2i—2i+2i2_—4i

- L
1+ 1— 2 2 ¢

Celkové dostavame

(59) =2+ 2i=[(—1-1i)-(-2i)] +0.
Radky (52), (57) a (59) jsou schématem Euklidova algoritmu, v némZ nenulovy zbytek na
(57) radku predstavuje nejvétsiho spole¢ného délitele. Plati tedy

(60) D(16 + 16i, 7 —9i) = —1 —i.

1.2 NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK
Jsou ddna ¢&isla aq, a,, N ndleZici mnoziné celych Cisel. Pro Cislo N plati, Ze a;|N a a,|N,
pokud tyto podminky Cislo N spliuje, fikame, Ze Cislo N je spoleénym nasobkem cisel
a,, a,. Spole¢ny nasobek N > 0 cisel a4, a,, ktery je libovolnym spoleénym nasobkem
Cisel a4, a, se nazyva nejmensim spole¢nym nasobkem n Cisel a4, a,. Samoziejmé plati, Ze
nejmensi spole¢ny nasobek musi vidy délit spole¢ny nasobek n|N.
Spolecny nasobek Cisel a,, a, budeme zapisovat ve tvaru

N(a,, ay).
Pro nejmensi spolecny nasobek Cisel a4, a, nutné musi platit

n(aq,a,) = min N(aq,a,).

Nejmensi spolecny nasobek Cisel a;, a, budeme zapisovat ve tvaru

n(ay, az).
Mnozinu viech spolecnych ndsobkd budeme zapisovat ve tvaru

N(ay,a;) = N(a;) N N(az).

Pro libovolna dvé ¢isla a,, a, existuje nejmensi spole¢ny nasobek n(a,, a,) a plati
D(aq, az) - n(ay,a;) = a, - a,.

DUKAzZ: Véta urcité plati, je-li jedno z ¢isel rovno nule. Pokud bude jedno cislo kladné a

druhé zaporné, pak se bude prava strana rovnosti liSit pravé o ono znaménko. Pouzijeme
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tedy pro pravou stranu rovnosti absolutni hodnotu. Jelikoz znaménko pfi hledani D
nehraje roli, je moino diikaz omezit jen na kladnd &isla. Cisla zaporna jsou osetfena pravé

onou absolutni hodnotou. Pfedpokladame tedy, Zze obé Cisla a4, a, jsou nenulova a navic

je nejmensim

kladnd. Dikaz bude hotov tehdy, kdyZz dokazeme, ze n(a,,a,) = |D(a )
2

spoleénym nasobkem (Cisel a,, a,. Jelikoz D(a,,a,) je spoleénym délitelem Cisel a,, a,,

. , , a a
jsou také vyrazy — 2
D(ay,

14 cisl roto vyraz
aoas) ! Dla,ay Celadisla, ap oto vyra

n =

= |—————-a
D(a1;a2) |D(a1,a2) | ‘D(abaz) !

je spole¢nym nasobkem cisel a,, a,.

DUKAZ DELITELNOSTI n|N POMOCi BEZOUTOVY VETY.

Bezoutova véta fika, Ze existuji koeficienty kq, k, naleZici mnoZziné celych Cisel pro ktera

plati

D(al, az) = kl " a1 + kz *aj.
Budeme predpokladat, ze N je libovolny spolecny nasobek Cisel a;, a, a ukazeme si, ze je
délitelny nejmensim spole¢nym nasobkem n. Bude tedy platit, Ze N|a; a N|a, a proto lze

napsat

N N N(kl'a1+k2'a2) N(al'az) N
_kl +_k2 = = = -
a a; a; - a; a; - a, n

Timto jsme dokazali, Ze nejmensi spolecny ndsobek vidy déli spole¢ny nasobek n|N.

1.2.1 NEJMENSi SPOLECNY NASOBEK ViCE PRVKU

Nejmensi spole¢ny ndsobek n Cisel a4, a,, as, ..., a, ndleZici mnoziné celych Cisel bude
definovan Uplné stejnym zpUsobem, jako tomu bylo u dvou prvkl a4, a,. Libovolnému
Cislu N, které splriuje podminky, Zze a,|N, a,|N, ..., a,|N budeme fikat spoleény nasobek
prvkl a4, a,, as, ..., a,. Spoleény ndsobek N > 0 &isel a4, a,, as, ..., a,, ktery je délitelny
libovolnym spole¢nym nasobkem téchto Cisel, se nazyva nejmensim spoleénym nasobkem

n Cisel aq, a,, as, ..., a,.
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Spole¢ny nasobek N prvkl aq, a,, as, ..., a, budeme znadit
N(aq,a,,as, ..., a,).

Nejmensi spole¢ny ndsobek n prvkla a4, a,, as, ..., a, budeme znacit
n(ay, a,, as, ..., a,).

Samoziejmeé i v tomto pfipadé plati, Ze nejmensi spolecny ndsobek musi vidy délit

spole¢ny nasobek n|N.

1.2.2 PRIKLADY NA VYPOCET n DVOU PRIROZENYCH, KOMPLEXNIiCH CiSEL

PRIKLAD 10. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek Cisel 945 a 729.

945 = 7291 + 216
729 = 216-3 + 81
216 = 81-2 + 54
81 =54-1 + 27
54= 27-2 + 0.

Z Euklidova algoritmu jsme zjistili, Ze
D(945,729) = 27.
Nejvétsi spoleény nasobek n(945, 729) nalezneme pomoci vztahu
n(ay, az) = (a; - az) : D(ag,ax)! =
=(945-729) : 27 =

= 688905 : 27 =
= 25515.

Pro zadana Cisla plati n(945,729) = 25 515.

' vzorec n(a;,a,) = (a, - a,) : D(ay,a,) zjednodudime (zptehlednime) u dalsich p¥ikladi na tvar
n=(a;-a,): D.

19



1 NEJVETSI SPOLECNY DELITEL A NEJMENS{ SPOLECNY NASOBEK

PRIKLAD 11. Naleznéte nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel n(24 + 24i, 6 — 8i).

Zptikladu 5 vtéto kapitole jsme pomoci Euklidova algoritmu zjistili, Ze

D(24 + 24i, 6 — 8i) je Cislo —2i.
Nasim ukolem je najit nejmensi spole¢ny nasobek n(24 + 24i, 6 — 8i).

Pouzijeme vztah

al'az

dosadime

ay-a, (24+240)(6—8i) 144 —192i + 144i — 192i2
- D —2i - —2i -
336 —48i 2i 672i —96i% 96+ 672i
T 20 20 —4iz T a4

= 24 + 168i..

Nejmensi spolecny nasobek je n(24 + 24i, 6 — 8i) = 24 + 168i.

PRIKLAD 12. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek ¢isel n = (12 — 16i, 10 + 2i).

Zprikladu 6 vtéto kapitole jsme pomoci Euklidova algoritmu zjistili, Ze
D(12 — 16i,10 + 2i) je ¢islo —2 + 2i.

Nasim Ukolem je najit nejmensi spole¢ny nasobek n(12 — 16i, 10 + 2i).

Pouzijeme vztah

a,-a
n=(a-a;): D= =

dosadime

Cayra;  (12—-160) - (10 +2i) 120 + 24i — 160i — 32i%

D —2+2i —2+2i

152 —1360 (—2—2i) (—304 —304i + 272i + 272i%) _

=242 (=2-20) 4 — 42 B
—576 — 32i

= % = 72— 4i.

Nejmensi spolecny nasobek je n(12 — 16i, 10 + 2i) = —72 — 4i.
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PRIKLAD 13. Naleznéte nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel n = (7 + i, i).

Z prikladu 7 v této kapitole jsme pomoci Euklidova algoritmu zjistili, Zze D(7 + i, i) je Cislo
L.

Nasim ukolem je najit nejmensi spole¢ny nasobek n(24 + 24i, 6 — 8i).

Pouzijeme vztah

al'az
n:(al.aZ):D: )

dosadime

_al'az_(7+i)'i

=7+1.
D [ l

Nejmensi spolecny nasobekjen = (7 +1i, i) = 7 +i.

PRIKLAD 14. Naleznéte nejmensi spoleény nasobek ¢isel n = (10 — 3i, 5 — 2i).
Zprikladu 8 vtéto kapitole jsme pomoci Euklidova algoritmu zjistili, Ze
D(10 — 3i, 5 — 2i) jeisloi.

Nasim Ukolem je najit nejmensi spole¢ny nasobek n(24 + 24i, 6 — 8i).

Pouzijeme vztah

al'az
n:(al'aZ):D: )

dosadime

a;ca, (10=30)-(5—2i) 50— 20i — 15i + 6i2
-~ D i - i

44 —35i (—i) —44i+ 352
=T

= —35 — 44i.

Nejmensi spoleé¢ny nasobek je n(24 + 24i, 6 — 8i) = —35 — 44i.
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PRIKLAD 15. Naleznéte nejmensi spolecny nasobek ¢isel n = (16 + 16i, 7 — 9i).

Zptikladu 9 vtéto kapitole jsme pomoci Euklidova algoritmu zjistili, Ze
D(16 + 16i, 7 —9i) je ¢islo —1 —i.

Nasim ukolem je najit nejmensi spole¢ny nasobek n(24 + 24i, 6 — 8i).

Pouzijeme vztah

al'az
n:(al.aZ):D: )

dosadime

Cayra;  (16+160) - (7—90) 112 — 1440 + 112i — 144i% _

D —1—i —1—i
256 —32i (—1+i) —256+ 256i +32i — 32i?

ST - 1+ 1-i2 -
(=224 + 288i) _

- . = —112 + 144i.

Nejmensi spoleény nasobek je n(24 + 24i, 6 — 8i) = —112 + 144i.

1.3 DELITELNOST POLYNOMU

Polynom neboli mnohoclen je vyraz sestavajici jen z koeficient(, souctll, rozdill, ndsobki

a celociselnych mocnin proménnych. Obecny polynom muze vypadat tfeba takto
ApX™ + Ao X"+ -+ ayx? + agx + ag, kde a,, # 0.
Polynom nazyvame polynomem n-tého stupné o jedné proménné x.

Prvky a,, a,_4, ... a4, ag nazyvame koeficienty polynomu.

Polynomem nultého stupné rozumime polynom
f(x) = ay, kde ay # 0.

Nulovy polynom f(x) = 0, ktery budeme znacit o(x), nema stupen.
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Pokud se polynomy f(x) a g(x) se sobé rovnaji, zapisujeme f(x) = g(x) pravé tehdy,
kdyz (Va € T): f(a) = g(a). Mlzeme Fict, Ze dva polynomy se sobé rovnaji pravé tehdy,

kdyZ se sobé rovnaji odpovidajici si koeficienty v téchto polynomech.

DUKAZ: Budeme predpokladat, Ze mame dva polynomy, které se sobé rovnaji. Soucasné
existuje dvojice odpovidajicich si koeficientl, které se sobé nerovnaji. Potom by jejich
rozdilem byl polynom alespon nultého stupné, ktery by mél vSechna cisla z pfislusného
Ciselného télesa za své nulové body. Ty, znamena, Ze by existovala algebraicka rovnice

majici vSechna Cisla z Ciselného télesa T za své kofeny, coZ neni mozné.

Dulezitym dasledkem dlikazu je, Ze nulovy polynom je nulovym polynomem pravé tehdy,

kdyzZ jsou vSechny jeho koeficienty rovny nule. [1]

1.3.1 DELENi POLYNOMU POLYNOMEM
Jsou dany dva polynomy f(x)ag(x), kde polynom g(x) je nenulovy. Pak existuji

polynomy r(x) a z(x) takové, Ze pro né plati
fx) =r(x)g(x) + z(x),
pro stupné polynom plati st z < st g.

Polynomu 7r(x) budeme fikat ¢astecny podil. Polynom z(x) se nazyva zbytkem pfi déleni

polynomu f(x) polynomem g(x).

1.3.2 POSTUP PRI DELENi POLYNOMU
Polynomy 7(x) az(x) najdeme jednoduchym zplGsobem. Budeme postupovat, jako
kdybychom délili redlné polynomy, avSak nebudeme pouzivat pojem déleni prvkem, ale

budeme pouZivat nasobeni inverznim prvkem.

Déleni  vypadda nasledovné: jsou zaddny dva polynomy  f(x)a g(x)

fG) = apx™+ ap_x™ P+t ayx* +a;x+a, a
g(x) = bpx™ + by x™ 1 + -+ byx? + byx + by, kde by, # 0,

stupen polynomu f(x) je n a polynomu g(x) je m. [1]
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Pokud budeme predpokladat, Zze pro stupné polynomu plati nerovnost n < m, tak
f(x) =0g(x) + f(x), stf < stg. Polynomy r(x) a z(x) potom vypadaji nasledovné
r(x) =0az(x) = f(x).

Pokud budeme predpokladat, Ze pro stupné polynom( plati nerovnost st n > st m, pak
vezmeme ¢leny polynom0 s nejvétsi mocninou tj. a,x™ a b,,x™. Vyraz a,x™ vydélime
vyrazem b,,x™. Podil bude roven vyrazu a,b;;}x™ ™. Polynom a,b;!x™" ™ - g(x) bude

polynomem stupné n. Koeficient bude u nejvyssi mocniny a,,.

Nasledné vznikne polynom
h(x) = f(x) = apby'x™™™ - g(x).
Pro polynom h(x) nutné plati, Ze stuperi polynomu je ostfe mensi nez stupen n.
Nyni mohou nastat dva pfipady:
1. sth<stg ¢&aste¢ny podil je 7(x) = a,b;!x™ ™, zbytek p¥i déleni je
z(x) = h(x).
2. sth > st g a Castecny podil pti déleni polynomu f(x) polynomem g(x) je roven
souctu a,b;lx™"™ a €aste¢ného podilu pfi déleni polynomu h(x) polynomem
g(x). Zbytek pfi déleni obou polynomu je stejny jako zbytek pfi déleni h(x)

polynomem g(x).

Jestlize je zbytek pfi déleni polynomu f(x) polynomem g(x) nulovy. Potom fikame, Ze

polynom g(x) déli polynom f(x) beze zbytku.

1.3.3 KOREN POLYNOMU
Necht f(x)je polynom, Cislo ¢ € N nazveme kofenem polynomu f(x), jestlize plati

f(c) = 0. Hodnotou polynomu f(x) vbodé b € N rozumime ¢islo f(b).

KoFen ¢ polynomu f(x) je k-ndsobny, kde k € N, jestlize je f(x) délitelny (x — c)¥, ale

neni délitelny (x — ¢)*+1.
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1.3.4 IREDUCIBILNi POLYNOM

Polynom f(x) se nazyva ireducibilnim polynomem, jestlize se polynom f(x) nedd napsat

jakou soucin dvou polynomd mensiho stupné nez je f(x).

1.3.5

1.3.6

VLASTNOSTI DELITELNOSTI

Jestlize polynom g|f a polynom f|h, potom plati, Ze polynom g|h.

Jestlize polynom h|f a polynom h|g, potom plati, Ze polynom h|(f *+ g).

Jestlize polynom h|f a polynom g(x) je libovolny polynom, potom polynom
h|(f - 9)-

Kazdy polynom je délitelny polynomem nultého stupné.

Jestlize polynom h|f ac € N, potom (c - h)|h.

Déliteli polynomu f(x) stejného stupné jako f(x) jsou vSechny polynomy tvaru

c-f(x),c€N.
Polynomy jsou vzajemné délitelné, jestlize pro néjaké c € N je g(x) = c - f(x).

Kazdy z déliteld polynomd f(x) a ¢ - f(x) je délitelem i druhého polynomu.

NEJVETSI SPOLECNY DELITEL DVOU POLYNOMU

Jsou dany dva polynomy f(x) a g(x). Polynom D (x) se nazyvd nejvétsim spolecnym

délitelem polynom f(x) a g(x), jestlize splfiuje nasledujici podminky

1. D(x) déli oba polynomy f(x) a g(x),
2. jestlize spole¢ny délitel polynomu f(x) a g(x) polynom d(x) déli polynomy
f(x)ag(x), pak polynom d(x) délii D(x).

Definice Ize pouZit pro libovolny pocet polynoma.

1.3.7

NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK DVOU POLYNOMU

Jsou dany dva polynomy f(x) a g(x). Polynom n(x) se nazyva nejmensim spoleénym

ndsobkem polynoma f(x) a g(x), jestlize splfiuje nasledujici podminky

1. n(x) déli oba polynomy f(x) a g(x),
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2. jestlize spole¢ny délitel polynomu f(x) a g(x) polynom N(x) déli polynomy
f(x)ag(x), pak polynom n(x) délii N(x).

Definice lze poutZit pro libovolny pocet polynoma.

BEZOUTOVA VETA: Necht f(x), g(x) jsou polynomy a h(x) jejich nejvétsim spolecnym
délitelem. Potom existuji polynomy u(x), v(x) takové, Ze plati

f) - u(x) + g(x) - v(x) = h(x).

Specialné, jsou-li f(x), g(x) nesoudélné, potom f(x) - u(x) + g(x) - v(x) = 1. (6]

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat ptiklady na hledani nejvétsiho spoleéného délitele a

nejmensiho spole¢ného nasobku dvou polynomd.

D an budeme hledat Uplné stejnym zplisobem, jako tomu bylo u dvou cisel pfirozenych i

Cisel komplexnich.

1.3.8 PRIKLADY NA VYPOCET D A n DVOU POLYNOMU
PRIKLAD 16. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel polynom0 f(x)

a g(x) a poté jejich nejmensi spoleény nasobek.
fx) =x*-2x2+1
gx) =x3+3x% —x— 3.
Nasim prvnim Ukolem je najit D(f(x), g(x)):
Provedeme déleni polynomu polynomem

Zbytek R(x)
8x%2 -8

(F =22+ D (P43 —x =3 =x -3+ Fo—o

—x* —3x3 + x% + 3x

—3x3 —x?+3x+1
3x3 +9x% —-3x—9
8x% -8
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Dostavame
R(x)
Q(x)
f(x)=9gx) - (x—3)+ <8x2 — 8).
-x2-1

Provedeme dalsi déleni

(x3+3x2—x-3): (x>?—1)=x+ 3.

—x3 + x
3x? -3
—3x? +3
0

Dostavame
gx)=x?*—-1)-(x+3)+0.

Nejvétsim spoleénym délitelem D(f(x), g(x)) =R(x) =x%-1.

Nasim dalSim ukolem je najit n(f(x), g(x)):
Pouzijeme znamy vzorec n = (a, - a,) : D, ktery pfeznacime na polynomy:
n=(f®-g():D,

dosadime:

n=(f)gx):D=fx) [gx): &®>-D]=f(x) (x-3)=
=(x*—2x>4+1)-(x+3)=x>—2x3+x+3x*—-6x*>+3 =
=x% 4 3x* —2x3 —6x% + x + 3.

Nejmensi spolecny nasobek polynoml

n=(f(x),g(x) = x° + 3x* — 2x3 — 6x% + x + 3.
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PRIKLAD 17. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel polynom0 f (x)

a g(x) a poté jejich nejmensi spolecny nasobek.

f(x) =x3+7x% + 16x + 12
gx)=x*+x-2.

Nasim prvnim Ukolem je najit D(f(x), g(x)):
Provedeme déleni polynomu polynomem

(x3+7x2+16x+12)=(x2+x—2)=x+6+122x—+24.
x4 +x—-2
—x> —x® + 2x

6x% + 18x + 12

—6x* —6x+412

12x — 24

Dostavame

fx)=gx) - (x+6)+ <12x + 24).

->x+2

Provedeme dalsi déleni

(x2+x—-2): (x+2)=x—1.

—x? —2x
—x =2
x+ 2

0

Dostavame
gx)=x+2)-(x—1)+0.

Nejvétsim spoleénym délitelem D(f(x), g(x)) = R(x) =x+ 2.
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Naim dal$im tkolem je najit n(f(x), g(x)).
Pouzijeme znamy vzorec n = (a, - a,) : D, ktery pfeznacime na polynomy:

n=(f(x)-gx)):D,
dosadime:

n=(f(x)-g(®)):D=f)[g): x+2)]=fx)-(x—1) =
=(x3+7x*+16x+12)-(x—1) =
=x*—x3+7x3 —7x? +16x%2 —16x + 12x — 12 =
=x*+ 6x3 +9x% — 4x — 12.

Nejmensi spole¢ny nasobek polynomtin = (f(x), g(x)) = x* + 6x° + 9x* — 4x — 12.

PRIKLAD 18. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel polynom0 f(x)

a g(x) a poté jejich nejmensi spoleény nasobek.
f(x) =2x3 +3x% +5x + 2
gx) =x*+x+1.

Nasim prvnim Ukolem je najit D(f(x), g(x)):

Provedeme déleni polynomu polynomem

2x+1

(2x3+3x2+5x+2): (X2+X+1):2X+1+m.

—2x3 — 2x% — 2x

x?> +3x+2
—x:—x—-1

2x+1
Dostavame

f(x)=gx) -2x+1)+ (2x+1).
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Provedeme dalsi déleni

2 . Lo,
(x +x+1).(2x+1)—2x+ +

4 2x+1°
1
—y2 _
X —ox
! +1
5%
1 1
—_x_—
2 4
3
4

Dostavame

3

g0 =Qx+1)- (%Hl) +2

4

Provedeme dalsi déleni

w| o

2x+1):

=
+
Blw| =

Dostavame

2 +1)—3 81
X —4 3x .

Nejvétsim spoleénym délitelem D(f(x), g(x)) =R(x) =1.

Nasim dalSim ukolem je najit n(f(x), g(x)):
Pouzijeme znamy vzorec n = (a, - a,) : D, ktery pfeznacime na polynomy:

n=(f®-g()):D,
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dosadime

n=(f() g@®):D=fx)[gk): 1] =fx) g(x) =
=2x3+3x2+5x+2)- (x> +x+1) =
= 2x% + 2x* + 2x3 + 3x* + 3x3 + 3x2 + 5x3 + 5x%2 + 5x+2x% +2x + 2 =
= 2x5 + 5x* + 10x3 + 10x% + 7x + 2.

Nejmensi spolecny nasobek polynom(

n=(f(x),g(x) = 2x> + 5x* + 10x3 + 1022 + 7x + 2.

PRIKLAD 19. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel polynom0 f (x)

a g(x) a poté jejich nejmensi spoleény nasobek.

fx) =3x>+7x2—4
gx) =x3+2x*+3x +6.

Nagim prvnim tkolem je najit D(f(x), g(x))
Provedeme déleni polynomu polynomem

x% 4+ 27x — 22

5 2 : (x3 2 = 3x?
(Bx5+7x2 —4): (420 +3x+6) =322 —6x + 34—

—3x> — 6x* —9x3 — 18x2
—6x* —9x3 +11x%> -4
6x* —12x3 + 18x% — 36x
3x3 4+ 7x% +36x — 4

—3x3 —6x%>+9x — 18
X% +27x — 22

Dostavame

f(x) =g(x)-(Bx?—6x+3)+ (x2+27x — 22).
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Provedeme dalsi déleni

(x3+2x2+3x+6): (x4 27x —22) = x — 25.
—x3 —27x% + 22x
—25x%+25x + 6
—25x% + 675x — 550
700x — 544

Dostavame

g(x) = (x? +27x — 22) - (x — 25) + (700x — 544).

K polynomu x2 + 27x — 22 vytvofime tzv. asociovany polynom. Ten vytvofime tak, Ze

polynom x? + 27x — 22 vynasobime ¢islem 700 a potom jej budeme délit zbytkem po

déleni z predeslého kroku.
700
(x2 4+ 27x —22) : (700x — 544) =
= (700x% + 18900x — 15400) : (700x — 544) =
= (175x? + 4725x — 3850) : (175x — 136).

4861

(175x% + 4725x — 3850) s (175x — 136) = x + -

—175x% + 136x

4861x — 3850
—4861x + 136 - 2281
175

a+0

Dostaneme

4861
(x% + 27x — 22) = (700x — 544) - (x + T7E + a).

PoLYyNOMY JSOU NESOUDELNE! NEJVETSi SPOLECNY DELITEL JE TEDY ROVEN 1.
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Naim dal$im tkolem je najit n(f(x), g(x)).
Pouzijeme znamy vzorec n = (a, - a,) : D, ktery pfeznacime na polynomy:
n=(f(x)-gx)):D,

dosadime:

n=(f(x)-g(®)):D=f)[g&): 1]=f(x) gx) =
=0Bx>+7x?—4)- (x3+2x*+3x+6) =
=3x8 4+ 6x7 +9x® + 18x> + 7x° + 14x* + 21x3 + 42x% — 4x3 — 8x% — 12x — 24 =
=3x8 + 6x7 + 9x°® + 25x° + 14x* + 17x3 + 34x% — 12x — 24.

Nejmensi spolegny nasobek polynomtn = (f(x), g(x)) =

=3x8 + 6x7 +9x° + 25x° + 14x* + 17x3 + 34x% — 12x — 24.

PRIKLAD 20. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel polynom0 f(x)

a g(x) a poté jejich nejmensi spoleény nasobek.

flx) =x5+2x3 +x2 +2
gx) =x%—1.

Nasim prvnim dkolem je najit D(f(x), g(x))

Provedeme déleni polynomu polynomem

3x+ 3
(x> +2x3 +x2+2): (x2—1)=x3+3x+1+x2_1.
—x> 4+ x3
3x3 +x%242
—3x3 + 3x
x> +3x+2
—x* 41
3x+3

Dostavame

f) =g -(x3+3x+1)+ <3x+ 3).

-x+1
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Provedeme dalsi déleni

x?2=1: (x+1)=x—1.

—x?—x
—-x—1
x+1
0

Dostavame
gx)=Bx+3)-(x—1)+0.

Nejvétsim spoleénym délitelem D(f(x), g(x)) =R(x)=x+1.

Nasim dalsim ukolem je najit n(f(x), g(x)):
Pouzijeme znamy vzorec n = (a; - a,) : D, ktery pfeznacime na polynomy:

n=(f(x)g):D,
dosadime:
n=(fx)-gx):D=fx)[gx): x+D]=f(0) (x-1) =
= +2x3+x24+2)-(x—1) =
=x0—x5+2x* - 223 +x3—x2+2x—2=
=x0 —x°+2x* —x% —x% +2x - 2.

Nejmensi spolecny nasobek polynoml

n=(f(x), g(x)) = x6 —x% + 2x* —x3 — x% + 2x — 2.
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2 KONGRUENCE

2.1 POPIS POJMU KONGRUENCE
Pojem kongruence byl zaveden uZ samotnym Carlem Friedrichem Gaussem

(1777 - 1855). | kdyz je to pojem velice jednoduchy, je nesmirné dilezity v teorii Cisel.

Rikdme, Ze celé &islo a je kongruentni s celym &islem b podle modulu m pravé tehdy, kdy?

plati, Ze m|(a — b). Modul m je libovolné pfirozené Cislo, které musi byt vétsinez 1.  [2]
Definici miZeme pomoci matematické symboliky napsat nasledovné
a =b < m|(a—b) modm.
Kongruenci Cisel a a b podle modulu m budeme symbolicky zapisovat
a = b (mod m) ¢teme a je kongruentni s b podle modulu m.

Jinymi slovy muizeme fict, Ze dvé Cisla jsou spolu kongruentni podle modulu m, pokud

maji stejny zbytek po déleni cislem m.
Pokud dvé Cisla a a b podle modulu m nejsou kongruentni, budeme symbolicky zapisovat
a # b (mod m).

To znamena, Ze kazdé z Cisel ma jiny zbytek po déleni Cislem m.

Kongruence je na mnoziné celych ¢Cisel relaci. V nasledujici &asti si ukaieme, jaké

vlastnosti ma relace kongruence.

e Pro kazdé celé cislo m plati, Ze m|0. Z tohoto zavéru je mozné usoudit, Ze plati téZ
m|(a — a). Podle definice kongruence lze mizeme napsat, ze a = a (mod m).

Z tohoto vyplyva, Ze dana relace musi byt na mnoziné celych Cisel reflexivni relaci.
e Dale predpokladejme, ze plati a = b (mod m). Podle definice plati, Ze m|(a — b).
Podle vlastnosti déleni celych Cisel plati i nasledujici vztah m|(b — a). Zakonité

musi platit i kongruence b = a (mod m). Z toho vyplyva, Ze dana relace musi byt

na mnoziné celych cisel symetrickou relaci.

e Budeme predpoklddat, Ze a = b (modm) a b = ¢ (mod m). Podle definice plati,

ze m|(a — b) a i m|(b — c¢). Podle vlastnosti déleni celych Cisel plati i nasledujici
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vztah m|[(a — b) + (b — ¢)]. MlZeme potom zapsat m|(a — c¢). Tim padem plati i
nasledujici kongruence a = ¢ (mod m). Z toho vyplyva, Ze dana relace musi byt na

mnoZziné celych Cisel tranzitivni relaci.

JelikoZ je tato relace reflexivni, tranzitivni i symetricka, fikdme, Ze je tato relace relaci

ekvivalence.

Relace kongruenci vytvéreji podle modulu m na mnoziné celych Cisel rozklad na zbytkové
tfidy. Tyto tfidy oznacujeme Zy, Z; ... Z,,—1. Kde Z, je mnoZina vSech celych Cisel, ktera
jsou délitelnd modulem m. Z; je mnoZina vSech celych Cisel, ktera pfi déleni modulem m
davaji zbytek 1. Z, je mnozZina vSech celych ¢&isel, kterd pti déleni modulem m ddvaji

zbytek 2 apod.
Napftiklad pti kongruenci podle modulu 7 dostavame nasledujici zbytkové tridy

Zy ={..—42;-35;-28;—-21;—-14;-7;0; 7; 14; 21; 28; 35; 42 ... }
Z, ={..—41;-34;-27;-20; —13; —6; 1; 8; 15; 22; 29; 36; 43 ... }
Z, ={..—40;-33;-26;—19;—12; —5; 2;9; 16; 23;30; 37; 44 ... }
Zs ={..—39;-32;—-25;-18; —11; —4; 3; 10; 17; 24; 31; 38; 45 ... }
Z, ={.—38;-31;-24;—-17;—-10; —3; 4; 11; 18; 25; 32; 39; 46 ... }
Zs ={...—37;—-30; -23; —16; —9; —2; 5;12; 19; 26; 33; 40; 47 ... }
Ze ={...—36;—29; —22; —15; —8; —1; 6; 13; 20; 27; 34; 41; 48 ... }

Kdybychom vybrali z kazdé zbytkové tfidy jeden prvek, dostaneme Uplnou soustavu
zbytkG podle modulu m. Pokud bychom si napfiklad vybrali mnozinu
{—42; -27;—-12; 3;11; 40; 48}, tak tato mnoZina je opravdu Uplnou soustavou zbytkd.

Jelikoz se v této mnoziné vyskytuje prave jeden zbytek z kazdé zbytkové tfidy Z, — Z.

Pokud bychom si napfiklad vybrali mnozinu {—42; —27; —12; 3; 11; 40}, tak tato mnoZina
neni Uplnou soustavou zbytkld. Jelikoz se v této mnoziné se nevyskytuje pravé jeden

zbytek z kazdé zbytkové tridy Z, — Z4. V této mnoziné chybi prvek ze Z.

Mnozinu Cisel {by; b, ... b,,} budeme nazyvat Uplnou soustavu zbytkd podle modulu m

pravé tehdy, kdyzZ plati
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Mnozinu vSech &isel {0;1; 2 ...m — 1} budeme nazyvat fundamentalni dplnou soustavou

zbytk( podle modulu m.

Pro operace s konguencemi plati nasledujici vztahy:

(Va,b,c € Z)(VmeN,m=2)a=b (modm) >a+c=b+c(modm).
(Va,b,c € Z)(VmeN,m=2)a=b (modm) =>a-c=b-c(modm).

Véta o scitani a nasobeni kongruenci:

séitani a=b(modm) Ac=d(modm)=>a+c=b+d(modm)

nasobeni a=b(modm) Ac=d(modm) =>a-c=b-d(modm)

2.1.1 PRIKLADY NA VYPOCET KONGRUENCI
PRIKLAD 1. pomoci kongruenci zjistéte, jaky zbytek dostaneme, pokud budeme délit ¢islo

31215 ¢&islem 77.

Nejprve si mocnitele prevedeme do dvojkové soustavy

15:2=712zb1
7:2=3zb1
3:2=1zb1
1:2=0zb1

¢isla v dvojkové soustavé se ¢Etou proti sméru déleni. Cislo 15 v dvojkové soustavé

muUzZeme napsat nasledujicim zplsobem
15=(1111),
.

15=1-224+1-224+1-2'4+1-2°=8+4+2+1=15.
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Za¢neme zjistovat zbytek

1. 312:77 = 4,052 4-77 =308
312—-308=4 = 312=4mod77

2. 3122 =42 =16 mod 77

3. 312* =4*=16% =256 256 : 77 = 3,32 3:-77 =231
256 —231 =25 = 312%*=25mod 77

4. 3128 = 252 =625 625:77 = 8,12 8-77 =616
626 —616=9 = 3128 =9 mod?77.

Jelikoz ¢islo 15 ve dvojkové soustavé je (1111),, pouzijeme vsechny vyrazy

s koeficientem jedna 1-23 + 1-22 + 1-21 + 129, aby byl vysledny souet 15.

31215 =4-16-25-9 = 14400 14400 : 77 = 187,01 187 -77 = 14399
14400 — 14399 = 1 = 31215 =1mod 77

Abychom se vyvarovali vyssim C&islim, miuZeme téZz posledni krok rozdélit na vice cdsti.

KaZdou ¢&ast pfitom budeme redukovat modulem m. Oba vysledky jsou sprdvné.

31215 =4-16-25 = 1600 1600 : 77 = 20,78 20-77 = 1540
1600 — 1540 = 60

31215 = 60 mod 77

31215 =60-9 = 540 540 : 77 = 7,013 7-77 =539
540 — 539 =1

31215 = 1 mod 77.

Zbytek po déleni ¢isla 312° &islem 77 je roven 1.

Celkovy vysledek jsme nasli tak, Ze pfi rozepisovani mocnitele do dvojkové soustavy byly
koeficienty bud 0, nebo 1. Tam kde byly koeficienty rovny jedné, jsme zjistili, s jakym
zbytkem je Cislo 312 kongruentni. Nasledné jsme jen jednotlivé zbytky vyndsobili a zjistili

s jakym zbytkem je 31215 kongruentni.
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PRIKLAD 2. pomoci kongruenci zjistéte, jaky zbytek dostaneme, pokud budeme délit ¢islo

198537 ¢islem 87.

Nejprve si mocnitele pfevedeme do dvojkové soustavy

37:2=18zb 1
18:2=9zb0
9:2=4zb1
4:2=2zb0
2:2=1zb0
1:2=0zb1

¢isla v dvojkové soustavé se Etou proti sméru déleni. Cislo 37 v dvojkové soustavé

mulzZeme napsat nasledujicim zplsobem
37=(100101),
tj.
37=1-2°40-2*+0-23+1-2240-2"+1-2°=32+4+1=37.
Zacneme zjistovat zbytek

1. 1985:87 = 22,82 22-87 =1914
1985—-1914 =71 = 1985 =71 mod 87.

Pro zjednoduseni vypoctu, ode¢teme od Cisla 71 modul 87.
1985 = —16 mod 87

2. 19852 = (—16)? = 256 256 : 87 = 2,94 2:-87 =174
256 — 174 = 82 = 19852? = 82 mod 87.

Pro zjednoduseni vypoctu, opét odeéteme od &isla 82 modul 87.

1985 = —5 mod 87

3. 1985* = (-5)2 =25 1985* = 25 mod 87

4. 19858 = 252 = 625 625 :87 =7,18 7-87 = 609
625 - 609 =16 = 1985% = 16 mod 87

5. 19851 = 162 = 256 256 : 87 = 2,94 2:87 =174
256 — 174 = 82 = 1985¢ = 82 mod 87.
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Pro zjednoduseni vypoctu, opét odecteme od &isla 82 modul 87.
1985 = —5 mod 87
6. 1985* = (=5)%2 = 25 1985* = 25 mod 87.

Jelikoz cislo 37 ve dvojkové soustavé je (100101), pouzijeme vSechny vyrazy

s koeficientem jedna 1-2° + 122 + 1 - 29, aby byl vysledny soucet 37.

198537 = 71-25 = 1775 1775 :87 = 20,4 20-87 = 1740
1775 — 1740 = 35

198537 = 35 25 = 875 875 : 87 = 10,05 10-87 = 870
875—-870=5

198537 = 5 mod 87.

Zbytek po déleni ¢isla 198537 &islem 87 je roven 5.

PRIKLAD 3. pomoci kongruenci zjistéte, jaky zbytek dostaneme, pokud budeme délit ¢islo

45957 ¢islem 93.

Nejprve si mocnitele pfevedeme do dvojkové soustavy

57:2=28zb1

28:2=141zb0

14:2=72zb0
7:2=31zb1
3:2=11zb1
1:2=0zb1

¢isla v dvojkové soustavé se ¢tou proti sméru déleni. Cislo 57 v dvojkové soustavé

mulzZeme napsat nasledujicim zplsobem

57=(111001),

t].

57 =1-2°4+1-2*4+1-224+0-224+0-2'4+1-2°=324+16+8+1=57.
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Za¢neme zjistovat zbytek

1. 459:93 =4,94 4-93 =372

459 — 372 =87 = 459 = 87 mod 93.

Pro zjednoduseni vypoctu, odecteme od Cisla 87 modul 93.

459 = —6 mod 93
2. 4592 = (—6)? = 36 4592 = 36 mod 93

3. 459* =36% =1296 1296 : 93 = 13,94

1296 — 1209 = 87 = 459* = 87 mod 93

dale se jiz postup a vysledky budou opakovat
4. 4598 = 36 mod 93
5. 4591% = 87 mod 93

6. 45932 = 36 mod 93.

13-93 =1209

JelikoZ cislo 57 ve dvojkové soustavé je (111001),, pouzijeme vSechny vyrazy

s koeficientem jedna 1-25 +1-2% +1-23 + 129, aby byl vysledny soucet 57.

45957 = 87-36 = 3132 3132 : 93 = 33,67
3132 — 3069 = 63

45957 = 63 mod 93

45957 = 63 - 87 = 5481 5481 : 93 = 58,93
5481 — 5394 = 87

45957 = 87 mod 93

45957 =87-36 = 3132 3132 : 93 = 33,67
3132 — 3069 = 63

45957 = 63 mod 93.

Zbytek po déleni ¢isla 459°7 ¢islem 93 je roven 63.

33-93 =3069
5893 = 5394
33-93 =3069
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PRIKLAD 4. Naleznéte zbytek, ktery dostaneme, kdyi &islo (12352 + 201* - 343°)

budeme délit Cislem 43.
Nejprve si zjistime zbytek u kazdého z Cisel:
12352 mod 43.
Nejprve si mocnitele pfevedeme do dvojkové soustavy
12=(1100),
tj.
12=1-22+1-2240-21+0-2°=8+4=12
1. 1235 =31 mod43
2. 12352 = 15 mod 43
3. 1235* = 10 mod 43
4. 1235% = 14 mod 43.

Jelikoz ¢&islo 12 ve dvojkové soustavé je (1100),, pouZijeme vsechny vyrazy

s koeficientem jedna 1+ 23 + 1 - 22, aby byl vysledny soucet 12.
123512 = 11 mod 43.

Zbytek po déleni &isla 12352 &islem 43 je 11.

Déle zjistime zbytek u &isla 201* délenym téZ &islem 43
201* mod 43.
Nejprve si mocnitele prevedeme do dvojkové soustavy
4=(100),
tj.
4=1-2240-2'+0-2°=4
1. 201 = 29 mod 43

2. 201% =24 mod 43
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3. 201* =17 mod 43
20112 = 17 mod 43.

Zbytek po déleni &isla 201* &islem 43 je 17.

Déle zjistime zbytek u &isla 343° délenym té? &islem 43
343* mod 43.
Nejprve si mocnitele pfevedeme do dvojkové soustavy
5=(101),
tj.
4=1-224+0-2'4+1-2°=4+1=5
1. 343 =42 mod 43
2. 343%2 =1 mod 43
3. 343* =1 mod 43
3435 = 42 mod 43.

Zbytek po déleni ¢isla 343° &islem 43 je 42.

Mame najit zbytek celého vyrazu, jenZ byl délen 43
(12352 + 201% - 343°)
do vyrazu pouze dosadime jednotlivé zbytky po déleni 43
(123512 + 201*-3435) = 11 + 17 - 42 = 725 = 37 mod 43.

Zbytek po déleni vyrazu (12352 + 201% - 343°) ¢islem 43 je 37.
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2.2 LINEARNI KONGRUENCE O JEDNE NEZNAME

Linearni kongruenci o jedné nezndamé x budeme nazyvat nasledujici rovnici ve tvaru

ax+ b =0 (modm), kde m + a (modulm nedélia),anb € Z,m e N,m > 2.

[2]

Pokud feSime linearni kongruence s jednou neznamou, mohou pfi fesSeni nastat tyto tfi

pfipady:

1. Pokud plati, Ze u linedrni kongruence ax +b =0 (modm) je D(a,m)>1

a D t b. Tak tato rovnice nema v Uplné soustavé zbytkl Zadné reseni.

Zadejme si napfiklad rovnici 6x + 1 = 0 mod 8. Pomoci tabulky zjistime, Ze tato

rovnice opravdu nema zadné reseni.

Do tabulky vpisujeme Cisla nasledovné. Do prvniho fadku piSeme zbytek z uplné

soustavy zbytk(l. Do druhého radku piSeme vysledek po dosazeni zbytku do

zadani. Do tretiho fadku piSeme Cislo patfici do fundamentalni Uplné soustavy

zbytk( kongruentni podle modulu m s ¢islem ve druhém radku.

b 0 1 2 3 4 5 6 7
Hodnota vyrazu 1 7 13 | 19 | 25 | 31 | 37 | 43
Redukce modulem || 1 7 5 3 1 7 5 3
Priklad vypoctu pro x = 6.
Hodnota vyrazu:6x +1=6-6+1=36+1 = 37.
Redukce modulem 8: 37 :8 = 4,625 -8 =32 37 — 32 =5.

2. Pokud plati, Ze u linearni kongruence ax + b =0 (modm) je D(a,m) = 1.

Tak tato kongruence ma v Uplné soustaveé zbytk( pravé jedno reseni.

Zadejme si napfiklad rovnici 3x + 1

rovnice ma prave jedno reseni.

0 mod 8. Pomoci tabulky zjistime, Ze tato

X 0 1 2 3 4 5 6 7
Hodnota vyrazu 1 4 7 10 | 13 | 16 | 19 | 22
Redukce modulem || 1 4 7 2 5 0 3 6

Regeni této rovnice je jedno ato x = 5.
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3. Pokud plati, Ze u linedrni kongruence ax + b = 0 (mod m) je D(a,m) =d,d > 1

a d|b. Tak tato kongruence ma v Uplné soustavé zbytkl pravé d reseni.

Zadejme si napfiklad rovnici 6x + 4 = 0 mod 8. Pomoci tabulky zjistime, Ze tato

rovnice ma praveé d reseni.

Pomoci Euklidova algoritmu zjistime D(8,6)

D(8,6) = 2, tudiz tato rovnice musi mit 2 feSeni.

8=1-6+2
6=3-2+0

X 0 1 2 3 4 5 6 7
Hodnota vyrazu 4 10 | 16 | 22 | 28 | 34 | 40 | 46
Redukce modulem | 4 2 0 6 4 2 0 6

Regenim této rovnice je x; = 2,x, = 6.

V prikladech 5,6 a 7 budeme vyuZivat poznatky, které jiz o kongruencich zndme. Pfiklady

budeme fesit tak, Ze budeme postupné pficitat nebo odecitat modul m, k levé, ¢i pravé

strané kongruence. Pokud budeme kongruenci délit Cislem g, které déli zarovert modul m,

tak nesmime zapomenout vydélit i modul cCislem g. Pokud cislo g nedéli modul m,

vydélime pouze levou a pravou stranu kongruence a modul m nechame beze zmény.

Reseni zadané kongruence mlze byt obecné nekone¢né mnoho, pficemi véechna jsou

navzajem kongruentni podle modulu m.

2.2.1 PRIKLADY NA VYPOCET LINEARNICH KONGRUENCI

PRIKLAD 5. Vyreste linedrni kongruenci 3x = —2 mod 7.

Podle Euklidova algoritmu? zjistime D (3,7)

2 Euklidovym algoritmem jsme se podrobné zabyvali v 1. kapitole s nazvem: Nejvétsi spolecny délitel a

nejmensi spolecny nasobek.

7=2-3+1
3=2-1+1
2=2-1+0.
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Dana kongruence ma pravé jedno feseni

3x =—-2 mod?7 |prava strana + 7
3x =5 mod7 |PS +7
3x =12 mod7 |:3

XxX=4 mod7.

Redeni zadané kongruence lze zapsat téZ v parametrickém tvaru. Parametricky tvar

vtomto pfipadéjex =4+ 7t, t € Z.

PRIKLAD 6. Vyreste linedrni kongruenci 21x = 6 mod 9.
Podle Euklidova algoritmu zjistime D(21,9)

21=2-9+3
9=3-3+0.

Dand kongruence ma praveé tfi reSeni

21x = 6 mod 9 |leva strana — 9
12x = 6 mod 9 LS —9
3x = 6mod9 |:3

x=2mod3. 3

Nasli jsme prozatim jedno feSeni. Ostatni najdeme velice jednoduse a to tak, Ze pficteme
k ostatnim dvéma feseni modul 3 a vyjdou ostatni feSeni podle modulu 9.

X, =2mod9

x, = 5mod9

X3 = 8 mod 9.

Toto jsou vSechna rfeseni kongruence 21x = 6 mod 9.

3 JelikoZ jsme v predeslém kroku rovnici vydélili ¢islem 3, které zaroven déli modul 9. Museli jsme i modul
délit ¢islem 3.
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PRIKLAD 7. Vyieste linedrni kongruenci 9x = 12 mod 11.

Podle Euklidova algoritmu zjistime D(11,9)
11=1-9+2
9=4-2+1
2=2-1+0.

Dana kongruence ma pravé jedno feseni

9x =12 mod 11
—2x =12 mod 11
—x =6 mod11
10x =17 mod 11
10x = 28 mod 11
10x =39 mod 11
10x =40 mod 11
X =4 mod 11.

LS — 11

| : 2

[LSaPS + 11
[PS + 11
[PS + 11
[PS + 11

| : 10

Regeni kongruence 9x = 12 mod 11 je x = 4 mod 11.

2.2.2 RESENI LINEARNICH KONGRUENCi POMOCi EULEROVY VETY

FERMATOVA VETA (MALA FERMATOVA VETA): Pro libovolné prvocislo p a kazdé celé ¢islo a

plati a? = a mod p. Pokud je je$té navic spinéno D(a,p) = 1, tak plati a?~! = 1 mod p.

[6]

DUKAZ: Budeme uvaZovat &isla a; 2a; 3a ... (p — 1)a. Cisla by; by; by ... b,_4 budou jejich

zbytky po déleni modulem p. Zakonité bude platit:

ja=bjmodp proéislaj=1..p— 1

Cisla b; jsou z Gplné fundamentdlni soustavy zbytkd po déleni modulem p. MiZeme

napsat

{by;by ... by} ={1;2..p—1}.
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Tato rovnost ovsem neni prozatim uUplné zfejma. Abychom rovnost mohli vyuzit, musime

ovéfit, zda plati
b; = bj a dale jesté pro i = j.
Rovnost b; = b; je stejna jako zapis ia = ja mod p.
JelikoZ plati véta
(Va,b,c e Z)(VmeN,m=2)a=b (modm) =>a-c=b-c(modm),

tak mGzeme napsat, Zze i = j mod p. A protoze uvazujeme i,j € {1;2...p — 1}, tak musi

platitivztah i = j.

Cisla by; b, ... b, € {1;2...p — 1} jsou navzajem riznd a je jich pocet je p — 1, musi

tedy vztah {bl; b, ... bp_l} ={1;2..p — 1} platit.

Nasledné mezi sebou vyndsobime vSechny kongruence
a-2a-3a..(p—1a=bibyby... by =1-2-3.. (p—1) modp,

plati a? 1 (p—1)!=(p—1) modp. A pravé odsud vyplyvd Feseni. Pokud si
uvédomime, Ze Cisla 2;3 ... (p — 1) jsou nesoudélnd s p a tim je mozné jimi kongruenci

zkratit. [6]

EULEROVA FUNKCE: Necht n € N, pak mGZeme definovat Eulerovu funkci, kterou mizeme

popsat ndsledujicim vztahem
p(n)={a€N,0<a<n; (an) =1}

neboli slovné feceno: Eulerovu funkci mizeme nadefinovat jako pocet pfirozenych Cisel

mensich nez n, kterd jsou navic nesoudélna s n.
;s v . . , s _ a1 (243 ,
Pokud plati, ze n € N a jeho rozklad je v nasledujicim tvaru n = p;* ... p,.*. Pak plati

o) = (P — 7). (Pt — P )

Po Upravé miZeme napsat <p(n)=n-(1—pi) ...(1—5). Je dobfe vidét, Ze pro
1 k

prvodislo p je Eulerova funkce dana vztahem @(p) = p — 1.
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Pokud budeme mit Eulerovu funkci zadanou ve tvaru ¢@(m;-m,) bude platit

p(my - my) = @(my) - p(my).

2.2.3 PRIKLAD NA VYPOCET EULEROVY FUNKCE

PRIKLAD 8. Vypocitejte hodnotu Eulerovy funkce pro &islo 756.
Nejdfive si Cislo 756 rozloZime na soucin prvocisel

756 =3:252=3-7-36=3-2-3:2-3-7=7-33%-22,
Dale uZ jen dosadime do vzorce

@(756) = @(7) - p(3°) - p2?
@(756) = 6- (33 —32)- (22 = 21)
9(756) = 6-18 -2

»(756) = 216.

Eulerova funkce ma pro ¢islo 756 hodnotu 216.

EULEROVA VETA: Jestlize Cislo je nesoudélné s modulem m, potom plati nasledujici

kongruence
a®™ =1 modm
kde ¢(m) je Eulerova funkce.

Pokud je kongruence ve tvaru ax — b = 0 mod m, neboli ax = b mod m a navic plati, Zze

D(a,m) = 1. Tohoto ovsem muZeme dosdhnout vétsinou vydélenim. Poté lze psat
ax = b modm,
vynasobeni kongruenci ¢islem a®™-1 3 dostaneme tvar

ax =bmodm |-a®m-1
a?m-1.q.x=p-a?™-1 modm,
dale pak tuto rovnici upravime a dostaneme
a?M-1+1. x = p. q#M-1 modm

a®™ . x = q®M-1.h modm,
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protoze a®™ = 1 mod m, plati
x =a®™~1.-p modm.
Zavedeme novou neznamou y do kongruence
x=((h+m-y) a®™ 1 modm,
pro kterou plati kongruence
b+m-y=0moda
a dopocteme hodnotu y.

(m)-1

Koneéné feseni najdeme tak, Ze do vztahu x = (b+m-y)-a? mod m dosadime
~——————

a

a®im)
vypocitanou hodnotu y za nezndmou y. Déle vyuZijeme, Ze plati a®™) = 1 mod m. Pak jiz
jen dosadime za b,m,y a a a vypocitdme hodnotu &
(b+m-y)=a-§

(b+m-y)
——=

Vypocitand hodnota ¢ se rovna hodnoté x. A tudiz zndme vysledek kongruence

s neznamou x podle modulu m.

2.2.4 PRIKLADY NA VYPOCET LINEARNICH KONGRUENCI POMOCi EULEROVY VETY

PRIKLAD 9. Reste kongruenci 26x = 4 mod 15 pomoci Eulerovy véty:
Podle Euklidova algoritmu zjistime D(26,15)

26=1-15+11

15=1-11+4

11=2-4+3
4=1-3+1
3=3-1+0.

Podle Euklidova algoritmu jsme zjistili, Ze D(26,15) = 1. Kongruence ma pravé jedno

reseni.
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JelikozZ je splnéna podminka, ze D(a, m) = 1, mGzeme kongruenci resit pomoci Eulerovy

metody.

Nejdfive spocitdme Eulerovu funkci pro ¢Cislo 15. VyuZijeme pro vypocet vzorec

(p(n)=n-(1—p—11)...(1—p—1k)

@(15) =3-5

(15) = 15 (1 1) (1 1)—1524—15 ° _sg
i = 3 -7’35 -

Eulerova funkce ma pro ¢islo 15 hodnotu 8.
V nésledujicim kroku vynasobime kongruenci &islem a?™-1 = 2681 = 267

26x =4mod15 |-267
26x 26”7 =4-267 mod 15
268x = 4267 mod 15.

Protoze podle Eulerovy véty plati a®™ =1 modm, neboli pro tento pfipad

268 = 1 mod 15. MGzeme dale napsat
x =4-26" mod 15.

Déle upravime, abychom ziskali vysledek. Tj. &slo 267 nahradime zbytkem po déleni®

modulem 15

x =4-26" mod 15
X=4-11mod 15
X = 44 mod 15
x = 14 mod 15.

Regenim je x = 14 mod 15.

“ Budeme postupovat jako u prikladd 1 - 3 na pocatku této kapitoly. V tomto pfipadé se da velice snadno
sniZit &islo 267 podle modulu 15. U ostatnich p¥ikladd tomu tak jiz neni.

51



2 KONGRUENCE

PRIKLAD 10. Redte kongruenci 86x = 75 mod 91 pomoci Eulerovy véty:

Podle Euklidova algoritmu zjistime D(91,86)

91=1-86+5
86 =17-5+1
5=5-1+0.

Jelikoz je splnéna podminka, ze D(a, m) = 1, mdzZeme kongruenci fesit pomoci Eulerovy

metody.
Nejdrive si Cislo 91 rozloZzime na soucin prvocisel
91 =7-13.

Dale uZ jen dosadime do vzorce

go(n)=n-(1—p—11)...<1—%)

(91) = 7-13

(91) = 91 (1 1) (1 1)—916 =912 =72
PLoL = 7 13) -7 13" -

Eulerova funkce ma pro ¢islo 91 hodnotu 72.
V nésledujicim kroku vynasobime kongruenci &islem a?™-1 = 86721 = 8671

86x = 75 mod 91 | - 8671
86x - 8671 = 75-8671 mod 91
867%2x = 75-8671 mod 91.

ProtoZze podle Eulerovy véty plati a®™ = 1 modm, neboli pro tento pfipad

8672 = 1 mod 91. Mdzeme déle napsat

x =75-86"1 mod 91.

Zavedeme novou neznamou y do kongruence

x = (75+91y) - 867! mod 86.

délitelné 86
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VyreSime kongruenci

75+ 91y = 0 mod 86

91y = —=75 mod 86 ILS — 86
5y = —75 mod 86 |:5
y = —15mod 86 | PS + 86
y = 71 mod 86.

Kone&né feseni najdeme tak, ze do vztahu x = (b + m-y) - a?™~1 mod m dosadime
vypocitanou hodnotu y za neznamou y. Ddle vyuZijeme, Ze plati a®™) = 1 mod m. Dale

jiz jen dosadime za b, m,y a a a vypocitame hodnotu &

(b+m-y)=a-¢

(b+m-y)
L=y

(75 + 91 - 71)
86 =¢
£=176.

Vypocitand hodnota & se rovna hodnoté x. Tudiz vysledek kongruence s nezndmou x

podle modulum je x = 76 mod 91.

PRIiKLAD 11. Redte kongruenci 239x = 191 mod 311 pomoci Eulerovy véty:
Podle Euklidova algoritmu zjistime D(311,239)

311=1-239+72
239 =3-72+123

72=3-23+3

23=7-3+2
3=1-2+1
2=2-1+0.

Jelikoz je splnéna podminka, ze D(a,m) = 1, mGzeme kongruenci fesit pomoci Eulerovy

metody.

Nejdrive spocitame Eulerovu funkci pro Cislo 311. Jelikoz Cislo 311 je prvocislo, vyuZijeme

vztahu @(p) =p—1 =311 -1 = 310.
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Eulerova funkce ma pro Cislo 311 hodnotu 310.
V nasledujicim kroku vynasobime kongruenci &islem q®(™—1 = 239310-1 — 239309

239x =191 mod 311 | -2393%°
239x - 239399 = 191 - 2393%9 mod 311
239319 = 191 - 2393% mod 311.

Protoze podle Eulerovy véty plati a®™ = 1modm, neboli pro tento pfipad

239310 = 1 mod 311. MiZeme dale napsat
x = 191 -2393% mod 311.
Zavedeme novou neznamou y do kongruence

x = (191 + 311y) - 2393%9 mod 239.

Vyresime kongruenci

191 + 311y = 0 mod 239
311y = —181 mod 239 LS — 239; PS +239

72y = 48 mod 239 | : 24
3y = 2 mod 239 | PS + 239
3y = 480 mod 239 |:3

y = 160 mod 239.

Kone&né feseni najdeme tak, ze do vztahu x = (b +m-y) - a®™~1 mod m dosadime
vypocitanou hodnotu y za nezndmou y. Ddle vyuzijeme, Ze plati a®™) = 1 mod m. Dle

jiz jen dosadime za b, m, y a a a vypocitdme hodnotu &

b+m-y)=a-¢

(b+m-y)
SR
(191 + 311 - 160)
239 =¢
£ =209.

Vypocitand hodnota ¢ se rovna hodnoté x. Tudiz vysledek kongruence s neznamou x

podle modulum je x = 209 mod 311.
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2.2.5 RESENI LINEARNiICH KONGRUENCi POMOCI BEZOUTOVY VETY
BEZOUTOVA VETA fikd, Ze v kongruenci ve tvaru ax — b = 0 mod m, neboli ax = b mod m
existuji koeficienty k,,k, € Z. Pro které plati, ze D(a,m) =k, -a + k, - m. Kde Cisla

k,, k, se daji vypocitat pomoci Euklidova algoritmu. (6]

Z rovnosti vyrazu D=ki-a+k, - m plyne kongruence ve tvaru

ki-a+k, m=Dmodm. Clen k, -m mulieme vyloudit, nebot je jasné, Ze je
] . ] ey - b

kongruentni s 0 podle modulu m. Po vynasobeni zbylého ¢lenu Cislem > pak dostaneme

1 D

. (. . b Y
Pokud porovname zdpis ax = b mod m s vyrazem k; - a - o= b mod m, dostaneme vzdy

vysledek ve tvaru
x = ky - — mod m.
''D

2.2.6 PRIKLADY NA VYPOCET LINEARNICH KONGRUENCi POMOCi BEZOUTOVY VETY

PRIKLAD 12. Reste kongruenci 7x = 13 mod 19 pomoci Bezoutovy véty:

Pomoci Euklidova algoritmu zjistime D (19,7) a poté koeficienty k4, k-,

19=2-7+5
7=1-5+2
5=2-2+1
2=1-2+0.

D(19,7) = 1 kongruence ma jedno feseni.

1=1-5-2-2=
=1-(1-19-2-7)—2-(1-7—-1-5) =
=1-19-4-742-5=
=1-19-4-742-(1-19-2-7) =
=3-19-8-7.
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Pomoci Euklidova algoritmu jsme zjistili koeficienty, které potifebujeme do Bezoutovy

rovnosti
1=3-19+7-(-8).
Déale mUzeme napsat
1=3-19+7-(—8) mod19.
S¢itanec obsahujici stejnou hodnotu jako modul, je kongruentni s 0, miZeme jej vynechat

7-(—8) =1 mod 19.

Nyni celou kongruenci vynasobime ¢islem 13 (¢len b v zadani)

7-(—8)=1mod19 |-13
13:7-(—8)=1-13 mod 19
13:7-(—8) = 13 mod 19.
JelikoZ jsme ziskali kongruenci, ktera se rovna stejné hodnoté jako hodnoté v zadani, obé

kongruence porovname a vyjde nam vysledek

13:7-(—-8)=7xmod19 |:7
13- (—8) = x mod 19
—104 = x mod 19
10 = x mod 19.

Regenim rovnice 7x = 13 mod 19 je x = 10 mod 19.

PRIKLAD 13. Redte kongruenci 16x = 5 mod 7 pomoci Bezoutovy véty:

Pomoci Euklidova algoritmu zjistime D (16,7) a poté koeficienty k4, k-

16 =2-7+2
7=3-2+1
2=2-1+0.
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D(16,7) = 1 kongruence ma jedno feseni

1=1-7-3-2=
=1-7-3-(1-16-2-7) =
=7-7-3-16.

Pomoci Euklidova algoritmu jsme zjistili koeficienty, které potfebujeme do Bezoutovy rovnosti
1=7-7+16-(-3).
Dale mUZeme napsat
1=7-74+16-(—3) mod 7.
Sc¢itanec obsahujici stejnou hodnotu jako modul, je kongruentni's 0, miZzeme jej vynechat
16 (—3) = 1 mod 7.
Nyni celou kongruenci vynasobime ¢islem 5 (¢len b v zadani)
16-(-3)=1mod7 |-5
5:16:(—3)=1:5mod 7
5:16+(—3) =5mod 7.

JelikoZ jsme ziskali kongruenci, ktera se rovna stejné hodnoté jako hodnoté v zadani, obé

kongruence porovname a vyjde nam vysledek

16-5-(—3)=16xmod7 |:16
5:(—3) =xmod7
—15=xmod7
6 = xmod?7.

Regenim rovnice 16x = 5mod 7 je x = 6 mod 7.

PRIiKLAD 14. Rete kongruenci 37x = 21 mod 32 pomoci Bezoutovy véty:

Pomoci Euklidova algoritmu zjistime D(37,32) a poté koeficienty k4, k,

37=1-32+5

32=6-5+2
5=2-2+1
2=2-1+0.
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D(37,32) = 1 kongruence ma jedno feseni.

1=1-5-2-2=
=1-(1-37-1-32)—-2-(1:-32—-6"-5) =
=1-37-3-32+12-5=
=1-37-3-324+12-(1-37-1-32) =
=13-37 - 15-32.

Pomoci Euklidova algoritmu jsme zjistili koeficienty, které potfebujeme do Bezoutovy

rovnosti
1=13-37+32-(-15).
Dale mUZeme napsat
1= 13-37+432-(—15) mod 32.
Sc¢itanec obsahujici stejnou hodnotu jako modul, je kongruentni's 0, miZzeme jej vynechat
13-37 =1 mod 32.
Nyni celou kongruenci vynasobime ¢islem 21 (¢len b v zadani)

13:37=1mod 32 |21
21-13-37 =121 mod 32
21-13-37 =21 mod 32.

JelikoZ jsme ziskali kongruenci, ktera se rovna stejné hodnoté jako hodnoté v zadani, obé

kongruence porovname a vyjde nam vysledek

21-13-37=37xmod 32 |:37
273 = x mod 32
17 = x mod 32.

Regenim rovnice 37x = 21 mod 32 je x = 17 mod 32.

2.2.7 RESENI LINEARNICH KONGRUENCi POMOCI METODY ROZKLADU MODULU
Je zadana kongruence ve tvaru a - x = b mod m. Modul m se pokusime rozlozZit na soucin

&isel my - m,. Cisla my, m, jsou nesoudéIna. [2]
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V dalS$im kroku budeme fesit dvé pomocné kongruence podle modulli m; am,. Prvni

kongruence bude vypadat:
a-x =bmodmy
a druha

a-x = b modm,.

Jelikoz jsme fesili dvé kongruence, musi nam zakonité vyjit i dvé reseni, ktera si oznacime

X, @ x,. Tato dvé feSeni nutné patfi do Uplné fundamentalni soustavy zbytkd.

Poté jiz vyreSime neurcitou rovnici o neznamych yaz ve tvaru myy —myz = 1.

Vysledné feseni bude ve tvaru

X=My X1y — Mg Xy Z modm.

2.2.8 PRIKLAD NA VYPOCET LINEARNi KONGRUENCE POMOCI METODY ROZKLADU MODULU

PRIKLAD 15. Reste kongruenci 89x = 14 mod 240 pomoci rozkladu modulu.

Provedeme rozklad modulu na dvé nesoudélna Cisla. V tomto pfipadé se pro modul 240

hodi ¢isla 3 a 80.

Budeme resit dvé kongruence:

89x, = 14mod3  |LS+3

92x; = 14 mod 3 LS + 3

95x; = 14 mod 3 LS + 3

98x; = 14 mod 3 | : 14
7x1 = 1 mod 3 |PS + 3
7x1 = 4 mod 3 |PS+ 3
7x1 =7 mod 3 | :3

X1 = 1mod 3,
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89x, = 14 mod 80 | LS —80
9x, = 14 mod 80 |PS + 80
9x, = 94 mod 80 |PS + 80
9x, =174 mod 80 |PS + 80
9x, = 254 mod 80 |PS + 80
9x, =334mod80 |PS + 80
9x, =414 mod 80 | :9

X2 = 46 mod 8.

Vysledky si ve fundamentalni Uplné soustavé oznac¢ime x; = 1 a x, = 46.
Dale si vyfedime jednoduchou neuréitou diofantickou rovnici® ve tvaru
80y —3z=1.

Diofantickou rovnici si pfrevedeme na kongruenci ve tvaru m, = 1 mod m, a vyfesSime

80y = 1 mod 3 |PS + 3
80y = 4 mod 3 | :4
20y = 1 mod 3 |PS + 3
20y =4 mod 3 | : 4
5y = 1mod 3 |PS +3
5y =4 mod 3 |PS +3
5y = 7mod 3 |PS +3
5y = 10 mod 3 | :5
Yy = 2mod 3.

Vysledek y = 2 dosadime do diofantické rovnice a dostaneme vysledek pro nezndmou z

80y —3z=1
80:-2—-3z=1
160—-3z=1
159 = 3z

z = 53.

° Neurcitymi a diofantickymi rovnicemi se budeme podrobné zabyvat ve 3. kapitole s nazvem: Neur¢ité
diofantické rovnice
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Pfed dalSim pokraCovani ve vypoctech si shrneme vSechny vysledky
m; =3; m, =80; x; =1;, x, =46;y = 2;z = 53.
V poslednim kroku dosadime vztahu
X=Emy- XYy —m;- Xy, -Zmodm
80-1-2—3-46-53 mod 240

redukce modulem 240

x =160 — 114 mod 240
X = 46 mod 240.

X

Regenim kongruence ve tvaru 89x = 14 mod 240 je &islo x = 46 mod 240.

Jelikoz je tato metoda pomérné narocna na vypocet, ¢as a je pomérné slozita, je zde

uveden jen jeden ptiklad.

Ukazali jsme si tfi metody pro reSeni kongruenci. Mezi jednodussi metody k vypoctu
kongruenci patfi metoda Eulerova a rfeSeni kongruenci pomoci Bezoutovy véty. Vypocet
kongruenci pomoci téchto vét neni moc naroéné, avsak najdou se mista, kde se ¢lovék

mUzZe velice potrapit.

U Eulerovy metody se vyuzivd faktu, ze a®™ =1 modm. Timto zpdsobem pak
jednoduse dopocteme kongruence a dostaneme se k vysledku. Metoda je vhodna tehdy,
pokud je hodnota Eulerovy funkce vysoka. Metodu lze vyuZzit i tehdy, pokud je modul

prvocislem.

Metoda pomoci Bezoutovy véty je téZ pomérné jednoducha, hledaji se zde prvky k;, k,,
které se daji vypocitat pomoci Euklidova algoritmu a nasledné dosadit do Bezoutovy
rovnosti. Metoda je vhodnd pro priklady, které maji spiSe méné krokd Euklidova
algoritmu. Pokud je u Euklidova algoritmu moc krokl, obtizné se hledd celodiselna
kombinace a tim i koeficienty k4, k,, bez kterych by metoda nevedla k dosazeni vysledku.

Metodu lze vyuzit i tehdy, pokud je modul prvocislem.

Dalsi mozZnosti je Metoda rozkladu modulu, tato metoda se velice dobfe hodi, pokud je
modul rozloZitelny na nesoudélna Cisla m,, m,. Zvlasté vyhodnd je tehdy, pokud ma

modul velkou ciselnou hodnotu. Pokud nastane pfipad, Ze modul m je prvocislo, tato
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metoda nelze pouzit. Prvocislo totiz nelze rozloZit na soucin nesoudélnych cisel. Metoda

je jak jsem psal vySe pomérné slozita a zdlouhava.
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3 NEURCITE DIOFANTICKE ROVNICE

3 NEURCITE DIOFANTICKE ROVNICE

3.1 LINEARNI NEURCITE ROVNICE
Linearni neurcité rovnice jsou rovnice, které maji vice neznamych avsak jen v prvni

mocniné. Obecny tvar linedrni neurcité rovnice je
a\x1 + azx, + -+ apx, = b,

kde koeficienty a,, a, ... a,, a Cislo b nalezi celym Cislim. x4, x5 ... X, jsou nezndmé a téz

nalezi celym cislam.

Reseni téchto rovnic si ukdzeme na ptikladech.

PRIKLAD 1. Eliska ma v kasi¢ce dvoukoruny a pétikoruny. Celkem ma v kasi¢ce mince

v hodnoté 30 korun. Kolik md v kasi¢ce dvoukorun a pétikorun?

Tato uloha se da resit velice jednoduse pomoci Usudku — nejprve budeme uvazovat nad

pétikorunami a poté budeme dopocditavat jednotlivé dvoukoruny.

1. Uvazime, Ze ma v kasi¢ce 1 pétikorunu a zbytek dvoukorun. Mohou mit jednotlivé
mince dohromady hodnotu 30? Ne, pokud by méla jednu pétikorunu a zbytek
dvoukorun, hodnota 30 korun nemuze nastat. Nebot 1:5=5 a 30 —5 = 25.
Hodnotu ¢isla 25 nem(zeme nikdy sloZit beze zbytku pomoci dvoukorun, protoze

2t 25.

2. Uvazime, ze ma v kasiéce 2 pétikoruny a zbytek dvoukorun. Mohou mit jednotlivé
mince dohromady hodnotu 30? Ano, hodnota pétikorun je vtomto pfipadé 10 a
zbylych 20 korun pomoci dvoukorun mizeme jednoduse sloZit. Nebot 25 = 10 a
30 — 10 = 20. Hodnotu cisla 20 muZeme vidy sloZit beze zbytku pomoci

dvoukorun, protoze 2 | 20. U ostatnich pfipadd budeme postupovat analogicky.

3. Uvazime, ze ma v kasicce 3 pétikoruny a zbytek dvoukorun. Mohou mit jednotlivé
mince dohromady hodnotu 30? Ne, pokud by méla tfi pétikoruny a zbytek

dvoukorun, hodnota 30 korun nemuze nastat.
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4. Uvaiime, ze ma v kasi¢ce 4 pétikoruny a zbytek dvoukorun. Mohou mit jednotlivé
mince dohromady hodnotu 30? Ano, hodnota pétikorun je vtomto pfipadé 20 a

zbylych 10 korun pomoci dvoukorun miizeme jednoduse slozit.

5. Uvaiime, Ze ma v kasi¢ce 5 pétikorun a zbytek dvoukorun. Mohou mit jednotlivé
mince dohromady hodnotu 30? Ne, pokud by méla pét pétikorun a zbytek

dvoukorun, hodnota 30 korun nemUZe nastat.
6. Jesté by mohla ptichdzet v Uvahu dalsi dvé reseni.

a. Eliska mda vkasicce 6 pétikorun. Hodnota minci je opravdu 30 korun.
Ovsem v zaddani je vyslovné napsdno, Ze ma mince hodnoty dvoukorun a

pétikorun. Tudiz toto reseni nemUizZeme pokladat za spravné.

b. Eliska ma v kasi¢ce 15 dvoukorun. Hodnota minci je téZz 30 korun. Ovsem
vzadani je vyslovné napsano, Ze ma mince hodnoty dvoukorun a

pétikorun. TudiZ toto reSeni nemUZeme téz pokladat jako spravné.

Redeni jsou dvé: bud méla Eliska 2 pétikoruny a 10 dvoukorun nebo 4 pétikoruny

a 5 dvoukorun.

Tuto slovni ulohu muiZeme feSit i pomoci rovnice. V rovnici si oznafime hodnotu
pétikorunové mince neznamou x a dvoukorunové mince neznamou Y. Rovnici pak

jednoduse sestavime a vznikne
5x + 2y = 30.

Témto rovnicim se fika neurcité linedrni rovnice. Jsou to soustavy rovnic, které maji vice

neznamych nez pocet rovnic.
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3.2 DIOFANTICKE® ROVNICE

Neurcitou rovnici nazyvame diofantickou, jestlize neurcita rovnice ma dvé nezndmé. Tato

rovnice ma obecné tvar:
ax + by =c, aANb#0
kde koeficienty a, b, c nalezi celym Cisliim a neznamé x, y také celym ¢islam. [3]

Aby byla diofanticka rovnice resitelna, musime najit nutnou podminku pro resitelnost

’

téchto rovnic. Nutnou podminkou pro fesitelnost téchto rovnic je, aby nejvétsi spolecny
délitel D koeficientl a, b délil celé &islo ¢ [4]. Nalezneme jej pomoci Euklidova algoritmu’.
Déle budeme predpokladat, Ze rovnice ax + by = ¢ ma FeSeni x,, y,. Koeficienty x, a y,
najdeme pomoci Euklidova algoritmu. Potom bude platit D|a-xy, + b -y, protoZe
Dla AD|b, tak zaroven plati, Ze D|c. VSechna teSeni rovnice jsou dana linearnimi

parametrickymi rovnicemi ve tvaru:

kde parametr t ndlezi mnoziné celych cisel.

Casto se oviem setkavame s tim, Ze u Ffedeni slovnich tloh pomoci diofantickych rovnic
musime parametr t omezit urCitymi podminkami, které slovni uloha uklada. Tyto
podminky muUZeme zadat napf. ndsledovné x >0 a y = 0. Poté jiz jen vypocitame

linedrni nerovnice s parametrem t

a vyjdou ndm mnotziny Cisel. Pomoci priniku mnozin cCisel zjistime vSechna mozna spravna

reSeni dané rovnice.

®V literatufe a na internetu se &asto setkavame té? s pojmem neurcité rovnice.
! Euklidovym algoritmem jsme se podrobné zabyvali v 1. kapitole s ndzvem: Nejvétsi spolecny délitel a
nejmensi spolecny nasobek.
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3.2.1 SLOVNi ULOHY RESENE POMOCi DIOFANTICKYCH ROVNIC
PRIKLAD 2. Vypocteme si PRIKLAD 1 z predes|é strany pomoci rovnice. Rovnice je ve tvaru

5x + 2y = 30.
Pomoci Euklidova algoritmu zjistime nejvétsiho spole¢ného délitele D(5,2)

5=2-2+1
2=2-1+0.
Nejvétsim spoleénym délitelem ¢isel D(5,2) = 1. Jelikoz 1|5,1|2 a i vtomto pfipadé

1|30, ma tato rovnice nekone¢né mnoho feseni. Oznalimesi a =5, b = 2.

1=1-5-2-2

Hledana celociselna kombinace je ve tvaru

1:5+2-(-2)=1
5x+2y =30
5:1+2-(-2)=1 |-30
5-30+2-(—60) = 30,

nasli jsme feSeni xo = 30 a yo = —60.
Nasledné si vypocitame x a y podle vzorcu:

b 2
x=x0+(5>t=30+1t=30+2t

a

)t— 60—t = _60—5¢
D/ 1 '

3’23’0—(

Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezaporna ¢Cisla, ur¢cime podminky pro

parametr t:

x =30+2t 304+2t>0 t>—15
y=-60—-5t —60—5t>0 t < —12.

Pranikem zjistime jednotlivé vysledky

—15 —12
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Regenim je mnoZina celoéiselnych hodnot: {—15; —14; —13; —12}.

Nyni budeme hledat vSechna zbyla reseni:

Vsechna feseni -15 -14 -13 -12
X 0 2 4 6
y 15 10 5 0
Vysledek 30 30 30 30

MozZna feSeni této rovnice jsou dvé. Podle zadani ma v kasi¢ce dvoje mince. EliSka mohla
mit v kasi¢ce 2 pétikoruny a 10 dvoukorun nebo 4 pétikoruny a 5 dvoukorun. Opét se
nabizeji i ona dvé okrajovd reSeni. EliSka méla dva typy minci (pétikorunové,
dvoukorunové)! Tudiz ptipady, kdy meéla bud 6 pétikorunovych minci anebo

15 dvoukorunovych minci, nejsou spravnymi feSenimi.

PRIKLAD 3. Kolika zpUsoby Ize rozlit 92 litrd vody do 24 nadob o objemu 3,4 a 5 litr(?

Proménné jsou v tomto pripadé pocty nadob o objemech 3,4 a 5 litr(. [5]
3x +4y+5z=92 x,v,z=0
x+y+z=24 = z=24—x-y
dosadim do 1. rovnice: 3x+4y+5-24—x—y)=92
3x +4y + 120 — 5x — 5y =92
2x +y=128.

Nejvétsi spolecny délitel ¢isel 2,1 je ¢islo D(2,1) = 1, protoze 1|2, 1|1 a 1|28. Rovnice

2x + y = 28 ma nekonecné mnoho feseni. Oznadimesi a =2, b = 1.
Muazeme zvolit ¢islo x, = 12, dosadime ho do rovnice 2x + y = 28 a vysledek je y, = 4.
Nasledné si vypocitdme x a y podle nasledujicich vzorca: [5]

b 1
x=x0+(5)t=12+1t:12+t

y:}’o—(%)t=4—§t: 4-2t

z=24-12—-t—-4+2t=8+1t
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Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezdporna cisla, uréime podminky pro

parametr t:
x=12+t 12+t=>0 t>-12
y=4-12t 4-2t=0 t<2
z=8+t 8+t=>0 > —8.

Prinikem feseni ziskdme hledané vysledky

A
®

=12 -8 2

Regenim je mnoZina celoéiselnych hodnot:
{—-12;-11; -10; —9; —8; —7; —6; —5; —4; —3; —2; —1; 0; 1; 2}.

Tabulka vSech moznych feseni:

V::::r:a 8| -7| 6|5 |-4|-3]2|1]|0]1] 2
X 4 [ 5 | 6 | 71891011 ]12]13] 14
y 20 | 18 | 16 | 14 | 12 | 10| 8 | 6 | 4 | 2 | o
z o | 1|23 als 6] 78] 9/ 10
Vysledek| 92 | 92 | 92 [ 92 | 92 | 92 |92 | 92 | 92 | 92 | 92

Vypocet t = —7 byl feSen: (5-3) + (18-4) + (1-5) = 92.

Redeni dané rovnice je 11. Jedno zFedeni je takové, e mGZeme 92 litrG vody rozlit
nasledovné: do péti tfilitrovych nadob, osmnacti ¢tyflitrovych nadob a jedné pétilitrové

nadoby.
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PRIKLAD 4. Existuje terc o tfech kruzich. V kazdém kruhu je jiné bodové skére. Ve vnéjsim
kruhu je skére 8, v prostfednim kruhu 12 a uvnitf kruhu je 20. Dosazeny pocet bodU po
hie byl 168. Kolik zasahl bylo v jednotlivych kruzich, kdyZz v prostfednim kruhu (mezi

vnitfrnim a vnéjSim kruhem) byl stejny pocet zdsah(l jako ve zbyvajicich dvou?

Jednotlivé kruhy si popiSeme pomoci proménnych. Hodnotu vnitfniho kruhu si ozna¢ime

x, prostfedniho y a vnéjsiho z.

(Na konci tohoto pfikladu si ukdZzeme, co by se stalo, kdybychom rovnici uz v pocdtku
nedélili Cislem 4).

Dale sestavime rovnice

[. 20x +12y + 8z = 168 |: 4

ILy=x+2
I. 5x + 3y + 2z =42

. y=x+2z.

Pomoci substitu¢ni metody dosadime za y v L. rovnici rovnici II. a dostaneme:

5x+3-(x+2z)+2z=42
5x+3x+3z+2z=42
8x + 5z = 42.

Pomoci Euklidova algoritmu zjistime D(8,5)

8=1-5+3
5=1-3+2
3=1-2+1
2=2-1+0.

Nejvétsi spolecny délitel cisel D(8,5) = 1. Jelikoz 1|8, 1|5 a 1|42, ma rovnice

8x + 5z = 42 nekoneéné mnoho reseni. Ozna¢imesi a =8, b = 5.

69



3 NEURCITE DIOFANTICKE ROVNICE

1=1-3-1-2=
=1-(1-8-1-5)—1-(1-5-1-3) =
=1-8-2-5+1:3=
=1-8-2-5+1-(1"8—-1-5) =
=2:8-3"-5,

Hledana celociselna kombinace je ve tvaru

2:8+5-(-3)=1
8x +5z=42
8:-2+5-(-3)=1 | - 42
8-84+5-(—126) = 42,

nasli jsme resSeni xg = 84 a zy = —126.

Nasledné si vypocitdme x a z podle vzorcu:

b 5
X=X0+(E)t=84‘+It=84+5t

z=zo—(—)t=—126—§t= ~126 — 8t
1
y=x+2z=84+5¢t+ (126 — 8t) = —42 — 3t.

Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezdporna Cisla, ur¢cime podminky pro

parametr t:
x =84+ 5t 84+5t=>0 t>-16,8
z=—126 —8t - 126 -8t =0 t<-1575
y=-—42 -3t —42-3t=>0 t<—-14.
Pranikem zjistime jednotlivé vysledky
1 <
—-16,8 — 15,75 - 14

Regenim je pouze jednoprvkova mnozina {—16}.
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Prot = —16 plati:

x=84+5t=84+5-(—16) = 4
z=-126—-8t =—-126—8-(—-16) = 2
y=—42 -3t =—42—3-(—16) = 6.

Pro kontrolu: Vysledky byly pocitany tak: prot = —16
(20-4)+(12-6) +(8-2) = 168.

Ve vnéjsim kruhu byly 2 zdsahy, v prostfednim 6 zasahi a ve vnitfnim 4 zasahy.

Zde ndsleduje ukdzka postupu, pokud bychom v pocdtku nedélili rovnici ¢islem 4.
[. 20x + 12y + 8z = 168
L. y=x+2z

Pomoci substitu¢ni metody dosadime za y v L. rovnici rovnici II. a dostaneme:

20x +12-(x+2z) + 8z =168
20x +12x + 12z + 8z = 168
32x + 20z = 168.

Pomoci Euklidova algoritmu zjistime D (32,20)

32=1-20+12

20=1-12+38
12=1-8+4
8=2-4+0.

Nejvétsi spolecny délitel ¢isel D(32,20) = 4. Jelikoz 4|32, 4|20 a 4|168, ma rovnice

32x + 20z = 168 nekonecné mnoho reseni. Ozna¢ime si a = 32, b = 20.

4=1-12-1-8=
=1-(1-32-1-20)—1-(1-20—1-12) =
=1-32-2-204+1-12 =
=1-32-2-20+1-(1-32—1-20) =
=2-32-3-20.
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Hledanad celotiselnd kombinace je ve tvaru

2-3245-(—20) = 4
32x + 20z = 168
32-2+420-(-3)=4 |-42
32-84 + 20 - (—126) = 42,

nasli jsme rfeSeni xo = 84 azy = —126.

Nasledné si vypocitdme x a z podle vzorcu:
= +<b>t—84+20t—84+5t
X=%T\p)t= 4"

z=zo—(—)t=—126—%t= ~126 — 8t

y=x+2z=84+5t+(—126 — 8t) = —42 — 3t.

Dalsi postup je jiz totoZny s predchozim, ale presto si jej uvedeme.

Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezdporna Cisla, ur¢cime podminky pro

parametr t:
x =84+ 5t 84+5t=>0 t>-16,8
z=-—126 —8t — 126 -8t =0 t<-15,75
y=—42 -3t —42-3t=>0 t<-14.

Prinikem zjistime jednotlivé vysledky

—16,8 — 15,75 - 14

Regenim je pouze jednoprvkova mnoZina {—16}.

Prot = —16 plati:

x=84+4+5t=84+5(-16) =4
z=-126 -8t =-126—-8-(—16) =2
y=—-42—-3t=-42-3-(-16) = 6.
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Pro kontrolu: Vysledky byly pocitany tak: prot = —16
(20-4)+(12-6) + (8- 2) = 168.

Ve vnéjsim kruhu byly 2 zdsahy, v prostfednim 6 zasahi a ve vnitfnim 4 zasahy.

Jak je patrné, pokud bychom rovnici na po¢atku nevydélili ¢islem 4, feSeni by vyslo stejné,
avSak postup je slozZitéjsi, protoZze se pocita s vétSimi Cisly. V prvnim pripadé jsme
vydélenim docilili toho, ze D(8,5) = 1, pak jsme pokracovali vyjadienim celociselné
kombinace D. Vdruhém pfipadé byl D(32,20) =4, poté jsme téz dopocitavali
celociselnou kombinaci D. Je vidét, Ze feSeni jsou stejnd, avSak pfi vypoctu x,z jsme

dosazovali v obou ptipadech za a, b a D jina Cisla. Dalsi postup jiz byl shodny.

PRIKLAD 5. Z fabriky se vyvazi denné 10 000 vyrobkd stejného druhu ve tfech rlznych
kontejnerech. Do nejmensiho kontejneru se vejde 60 vyrobk(, do stfedniho kontejneru
80 vyrobk(l a do nejvétsiho kontejneru 150 vyrobk(l. NejvétSich kontejnerd Ize oviem
pouzit jen maximalné 10. Stfednich co nejméné, protoze je jich kriticky nedostatek. Kolika

zpUsoby Ize pomoci Uplné naplnénych kontejnerd vyvést 10 000 vyrobkl?
Pocet nejmensich kontejner(l si ozna¢ime neznamou x, stfednich y a nejvétsich z.
Sestavime rovnici:

60x + 80y + 150z = 10000 [: 10
6x + 8y + 15z = 1000.

1. Vyzijeme podminky, Ze stfednich kontejnerd ma byt co nejméné. Dosadime zay = 0 a

dostaneme rovnici:
6x + 15z = 1000.
Podle Euklidova algoritmu zjistime D(6,15)

15=2-6+3
6=2-3+0.

Nejvétsi spolecny délitel ¢isel D(15,6) = 3. lJelikoz 3|15, 3|6, ale 3 1 1000, rovnice

6x + 15z = 1000 nema zadné reseni.
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2. Proy = 0 rovnice neméla reSeni. Dosadime tedy za y = 1 a dostaneme rovnici:

6x + 15z + 8 = 1000
6x + 15z = 992.

Nejvétsi spoleény délitel ¢isel D(15,6) = 3. Protoze 3|15, 3|6, ale 3 1992, rovnice
6x + 15z = 992 nemd zadné feseni.
3. Pro y=0 a y =1 rovnice neméla feSeni. Dosadime tedy za y = 2 a dostaneme

rovnici:

6x + 15z + 16 = 1000
6x + 15z = 984 |: 3
2x + 5z = 328.

Podle Euklidova algoritmu zjistime D(5,2)

5=2-2+1
2=2-1+0.

Nejvétsi spolecny délitel ¢isel D(5,2) = 1. Protoze 1|5, 1|2 a i vtomto pfipadé 1|328,

ma rovnice 2x + 5z = 328 nekonecné mnoho feseni. Ozna¢imesia = 2,b = 5.
1=1-5—-2-2.
Hledana celodiselna kombinace je ve tvaru

1:5+(=2)-2=1

—2:2+1-5=1.
Najdeme feSeni x, z,
2x + 5z = 328
2-(-2)+5-1=1 | - 328
2-(—656) +5-328 =328
Xg = _656
zy = 328.
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Ndasledné si vypocitdme x a y podle vzorc(:
b 5
x=x0+(5)t= —656+It: —656 + 5t

z=zo—(%)t=328—%t= 328 — 2t.

Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezaporna Cisla, ur¢ime podminky pro

parametr t:

X = —656 + 5t — 656 +5t =0 t>-131,2
z=328-12t 328—-2t=0 t < 164.

(Pokud bychom pri vypoctu nezndmé z zadali podminku ze zaddni, Ze nejvétsich

kontejner(i mizZe byt maximdlné 10, postup feSeni by ndm to velice zjednodusilo. Vypocet

s podminkou pro nejvétsi kontejnery si uvedeme na konci prikladu).

Prinikem reSeni ziskdme hledané vysledky

131,2 164

Regenim je mnoZina celoéiselnych hodnot: {132;133; 134; ...; 162; 163; 164}.

X =—656+5t =—-656+5-132=4
z=328—-2t=328—-2-132 = 64
y = 2.
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Tabulka moznych feseni:

Vsechna feSeni y z Vysledek
132 2 64 10000
133 9 2 62 10000
134 14 2 60 10000
135 19 2 58 10000
136 24 2 56 10000
137 29 2 54 10000
138 34 2 52 10000
139 39 2 50 10000
140 44 2 48 10000
141 49 2 46 10000
142 54 2 44 10000
143 59 2 42 10000
144 64 2 40 10000
145 69 2 38 10000
146 74 2 36 10000
147 79 2 34 10000
148 84 2 32 10000
149 89 2 30 10000
150 94 2 28 10000
151 99 2 26 10000
152 104 2 24 10000
153 109 2 22 10000
154 114 2 20 10000
155 119 2 18 10000
156 124 2 16 10000
157 129 2 14 10000
158 134 2 12 10000
159 139 2 10 10000
160 144 2 8 10000
161 149 2 6 10000
162 154 2 4 10000
163 159 2 2 10000
164 164 2 0 10000

Jelikoz podminka ze zaddani fikd, Ze nejvétSich kontejneri mulze byt maximalné 10,

prichazeji v ivahu jen nasledujicich Sest resenich:
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Spravna feseni X y z Vysledek
159 139 2 10 10000
160 144 2 8 10000
161 149 2 6 10000
162 154 2 4 10000
163 159 2 2 10000
164 164 2 0 10000

Vypodet t = 159 byl fesen: (139 - 60) + (2-80) + (10 150) = 10 000.

V tomto ptipadé budou vyrobky odvezeny v nasledujicich poctech kontejner(i: nejmensich

bude 139, stfedni 2 a nejvétsich 10.

Odvést 10 000 vyrobkd Uplné pinymi kontejnery Ize Sesti zplUsoby.

Pokud bychom zadali pri vypoctu nezndmé z podminku, Ze maximdini pocet nejvétsich

kontejnerii mize byt 10. Postup by vypadal ndsledovné:

x = —656 + 5t —656+5t=>0 t>-131,2
z=328-2t 328—-2t=>0 t<164
A podminka pro nejvétsi kontejnery: z =328 -2t <10.

Dale vyfeSime nerovnici

z=328-2t<10
328 — 2t < 10
—2t <10 —328
—2t<—318 |:(-2)
t > 159.

Pranikem reSeni ziskame hledané vysledky

131,2 159 164

Regenim je mnoZina celoéiselnych hodnot: {159; 160; 161; 162; 163; 164}.
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Kontrolni vypocet pro hodnotu parametru t = 159.

X =—656+ 5t = —656+5-159 = 139
z=328-2t=328-2-159=10
y = 2.

Redeni dle podminky z < 10.

Spravna feseni X y z Vysledek
159 139 2 10 10000
160 144 2 8 10000
161 149 2 6 10000
162 154 2 4 10000
163 159 2 2 10000
164 164 2 0 10000

Je dobre vidét, Ze po zadani podminky z < 10 ndm vysla hned vSechna spravna reseni.

Téchto feseni je jako v predeslém postupu opét 6.

PRIKLAD 6. Uloha z historie: Pokud dostane$ 100 drachem a je ti fe¢eno: ,Kup za 100
drachem tfi druhy ptakd (holuby, kachny a kurata). Jedna kachna stoji 2 drachmy, tfi
holubi stoji 1 drachmu a dvé kurata jsou téz po 1 drachmé.” Kolik ptak( kazdého druhu
muzes koupit?

Oznacime si kachny k, holuby h, kurata r.

Dostaneme soustavu rovnic

. k+h+7=100 = k=100—h—1

11 2k+h+r— 100
. 3 2 -_ [
Metodou substituce dosadime k z I. rovnice za k do II. rovnice

h r
2-(100—h—r)+§+5=100

h r
200—2h—2r+§+§=100

h r
—2h+§—2r+§=100—200
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5 3
—zh=3r=-100 |- (=6)

10h + 9r = 600.
Podle Euklidova algoritmu zjistime D(10,9)
10=1-9+1
9=9-1+0.
Nejvétsi spolecny délitel ¢isel D(10,9) = 1. Jelikoz 1|10, 1|9 a i v tomto pfipadé 1|600,
ma rovnice 10h + 9r = 600 nekonec¢né mnoho reseni. Ozna¢imesia = 10,b = 9.
1=1-10—-1-9
1=1-10+(-1)-9.
Hledana celociselna kombinace je ve tvaru
1-10+(—-1)-9=1.

Najdeme feseni hy, 1

10h + 9r = 600
110+ (-1)-9=1 |- 600
600 - 10 + (—600) - 9 = 600
hy = 600
1o = —600.

Nasledné si vypocitame h,r a k podle vzorcu:

b 9
h=h0+(5)t=600+1t=600+9t

= e = 600 19, - 600 — 10
T—To_(E)t—_ —Tt—— — 10t
k=100 —-h—r =100 — (600 4+ 9t) — (—600 — 10t) = 100 + t.

Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezaporna ¢&isla, ur¢cime podminky pro

parametr t:
h =600+ 9t 600+9t >0 t>-66,6
r=-600—10t —600—-10t >0 t<-60
k=100+t 100+t >0 t>-100.
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Prinikem feseni ziskdme hledané vysledky

T

—100

— 66,6

- 60

Regenim je mnoZina celoéiselnych hodnot: {—66; —65; —64; —63; —62; —61; —60}.

h =600 + 9t =600 + 9 - (—66) = 6
r =—600— 10t = —600 — 10 - (—66) = 60
k =100 + t = 100 + (—66) = 34.

Tabulka vSech moznych feseni:

Vsechna feSeni -66 -65 -64 -63 -62 -61 -60
h 6 15 24 33 42 51 60

r 60 50 40 30 20 10 0

k 34 35 36 37 38 39 40
Vysledek 100 100 100 100 100 100 100

Vjpotet t = —66 byl Fezen: (6 g) + (60 %) +(34-2) =2 +30+68 =100

drachem.

V tomto pripadé koupi Sest holubl, Sedesat kurat a tficet ¢tyfi holubd.

PRIKLAD 7. Particka lidi $la na film do kina. Byly zakoupeny dva druhy vstupenek. Jeden

druh po 60 korunach a druhy po 75 korunach. Kolik vstupenek mohlo byt od kazdé

zakoupeno, jestlize kupuijici za né zaplatil 1875 korun.

Oznacime si pocet listkl za 60 korun x a za 75 korun y.

Dostaneme rovnici

60x + 75y = 1875 |5

12x + 15y = 375

|: 3

4x + 5y = 125.
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Podle Euklidova algoritmu zjistime D(5,4)

5=1-4+1
4=2-2+0.

Nejvétsi spoleény délitel Cisel D(5,4) = 1. Jelikoz 1|5, 1|4 aivtomto pFipadé 1|125, ma

rovnice 4x + 5y = 125 nekonecné mnoho fedeni. Oznalime sia = 4,b = 5.
1=1-5—-1-4.
Hledana celociselna kombinace je ve tvaru

1-5+(-1)-4=1

-1-4+1-5=1.
Najdeme feSeni x4, yo
4x + 5y =125
-1-44+1-5=1 |-125
—125-4+125-5 =125
xo = —125
yo = 125.

Ndasledné si vypocitdme x a y podle vzorc(:

b 5
- 2)e=—125+2¢t=—125+5¢

X x0+(D) +1 +
- —(E)t—125—ft— 125 — 4¢

Vzhledem k tomu, Ze feSenim mohou byt jen celd nezaporna ¢Cisla, ur¢cime podminky pro

parametr t:

x = —125 + 5t —125+5t >0 t>25
y =125 — 4t 125 —4t >0 t <31,5.

Pranikem reSeni ziskdme hledané vysledky
[

25 31,5
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Redenim je mnoZina celoéiselnych hodnot: {25; 26; 27; 28; 29; 30; 31}.

Prot = 25 plati,
x=—-1254+5t=-125+5-25=0
y =125 -4t =125 —-4-25 = 25.

Tabulka vSech moznych feseni:

V3echna feseni 25 26 27 28 29 30 31

X 0 5 10 15 20 25 30

y 25 21 17 13 9 5 1
Vysledek 1875 1875 1875 1875 1875 1875 1875

Vypocet t = 26 byl fesen: (5-60) + (21-75) = 1875 korun.

V tomto pfipadé bylo nakoupeno pét vstupenek za Sedesat korun a dvacet jedna za

sedmdesat pét korun.
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4 ZAVER

Je velmi zajimavé proniknout do skoro zaklad( matematiky a uvédomit si, jak bylo
tézké spravné vymyslet postup pfi feseni vypoctl. At jiz to bylo hledani nejvétsiho
spolecného délitele pred dobou, nez Euklides vymyslel svij algoritmus, ktery byl po ném
pojmenovan. Hledani nejvétsiho spolecného délitele bez Euklidova algoritmu probihalo
mnohem sloZitéji, nez snim. Objeveni algoritmu zjednodusilo vypocet neurcitych
(diofantickych) rovnic a hledani kongruenci, které bylo velmi obtizné i pro velké

matematiky té doby.

Matematika za dobu od svého pocatku zvladla projit neprebernymi proménami.
Drfive lidé pouzivali jakési ,recepty” — ndvody, jak ktery priklad vypocitat (Egypt).
Ve starovékém Recku zacali lidé pouzivat zakonitosti a matematické texty si dokazovali.
Jak doba plynula, tak se i matematika vyvijela. Zacaly vznikat algoritmy, v 19. stoleti byla
dokdzdna neresitelnost starovékych rfeckych problému — kvadratura kruhu, trisekce uhlu a

duplikace krychle.

Dnes se matematika ubira uplné jinym smérem, nez tomu bylo dfive. Matematiku
ovladly kalkulacky, pocitace a pouhy clovék jiz k ni a jejim pocatkiim (prapocatkiim) nema
takovy pfistup, jako tomu bylo dfive.

Sdam ale muzZu fici, Zze matematika je moc pékny obor, ktery ptindsi spoustu
poznatkdl, prileZitosti, ale i problému. JelikoZ matematika neni mrtva véda, ale i v dnesni

dobé se neustale rozviji a dennodenné nas provazi Zivotem. Tak mohu s klidnym védomim

fici, Ze bez matematiky bychom se v minulosti, dnes a ani v budoucnosti nikdy neobesli.
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6 RESUME

Tato prace se zabyva hledanim nejvétSiho spole¢ného délitele a nejmensiho
spolecného nasobku. V této préaci bylo jednim z hlavnich cilG aplikovat tyto pojmy do
praktickych ukoll a realnych uloh. Bez nejvétsiho spole¢ného délitele bychom nebyli
schopni najit feSeni diofantickych rovnic a hledani kongruenci podle modulu by téz nebylo
mozné.

Prace by mohla byt vyuZita pfi vyuce matematiky na vysoké skole (stfedni skole,
gymnaziu). Obzvlast se hodi do pfedmétu Elementarni algebra (KMT/ELA) nebo jako
material pro vyuku klasické matematiky, kde by mohla byt pouZita pro predstavu, jak

matematika pracuje.
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7 ABSTRACT

This work deals with finding the greatest common divisor and least common
multiple. In this work, one of the main target was, to apply these concepts to practical
tasks and real exercises. Without the greatest common divisor we have not been able to
find a solution of Diophantine equations and a search of Congruence according to the
module wouldn’t also be possible.

The work could be used in teaching mathematics at the university (secondary school,
high school). Particularly it suits to the subject elementary algebra or as a material for the
teaching of classical mathematics, where it could be used for an idea how mathematics

works.
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