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Uvod

Na zékladni skole se zaci setkavaji s geometrickymi zobrazenimi jiz na prvnim stupni.
Dokéazi dokreslit osové soumérny obréazek, najit osu i stfed soumérnosti.Tyto doved-
nosti si procvicuji nejen v ramci matematiky, ale také vytvarné vychovy. Na druhém
stupni jiz poznavaji zakladni pravidla pro osovou a stfedovou soumérnost. Poté se
setkavaji s geometrickymi zobrazenimi pti vyuce planimetrie na stfedni skole.

Tato préace je urcena pro ucitele matematiky na druhém stupni zédkladni skoly a na
stfedni skole. Jejim cilem je sezndmit ucitele s moznostmi dynamické geometrie a
nabidnout pracovni listy a inspiraci pro vyuziti ve vyuce.

Prace obsahuje podrobné zpracovanou osovou a stfedovou soumérnost. V diplo-
mové praci vychazim prevazné z ucebnice Matematika pro gymnézia - Planimetrie
RNDr. Evy Pomykalové. Z této ucebnice bylo prevzata i ¢ast priklada. Diky tomu
mé prace piimou vazbu na béznou vyuku na naSich gkolach. Pfitom ale nekopiruje
klasicky zptsob vyuky. Snahou je naopak ukdzat nové moznosti a pristupy, které
prinasi dynamicka geometrie, pii vyuce a feSeni geometrickych problémi.

Diplomova prace je rozdélena do péti kapitol. Prvni kapitola je vénovana zakladnim
vlastnostem geometrickych zobrazeni. Druha kapitola obsahuje piehled nejcastéji
uzivanych dynamickych softwari v Ceské republice, jejich kratky popis a pohled na
vyhody a nevyhody pouziti pocitace ve vyuce. V treti a ctvrté kapitole jsou po rfadé
uvedeny zakladni vlastnosti osové a stiedové soumérnosti. Dale pak feSeni pracovnich
listi s popisem konstrukci a konstrukcemi vytvofenymi za pomoci dynamického
softwaru Geogebra. Jednotlivé piiklady jsou doplnény pedagogickymi poznamky,
které upozornuji, na co by se mél pedagog zamérit pii feSeni daného piikladu nebo
co délalo studentiim nejveétsi problém. Vyuziti pracovnich listi uvadim vzdy pro
urc¢ité ro¢niky, vybér ro¢niki je zvolen ¢aste¢né z mé praxe a pak na zakladé skolnich
vzdélavacich planti Gymnézia J. S. Baara v Domazlicich. Sestému ro¢niku odpovida
prvni ro¢nik osmiletého studia, sedmému roc¢niku druhy roc¢nik osmiletého studia,
osmému roc¢niku treti ro¢nik osmiletého studia a prvni ro¢nik Sestiletého studia atd.
Pracovni listy jsou v piiloze mé prace a byly odzkouSeny pfi vyuce na Gymnéziu J. S.
Baara v Domazlicich, kde jiz druhym rokem u¢im. Zavérecna pata kapitola je pojata
jako navrh na stredoskolskou odbornou ¢innost. U praci, které byly realizovany pod
mym vedenim a jsou zaméfeny na geometrické zobrazeni a na praci s programem
Geogebra, jsou uvedeny ukazky.



Kapitola 1

(Geometricka zobrazeni v roviné

Tato kapitola je vénovana zakladnimu prehledu pojmii a vlastnosti geometrickych
zobrazeni v roviné. P¥i psani jsem vychazela ze stfedoskolskych ucebnic, zejména
Matematika pro gymnéazia - Planimetrie RNDr. Evy Pomykalové[l].

Zobrazeni 7 v roviné je predpis, ktery kazdému bodu roviny X pfifazuje
pravé jeden bod X' roviny.

Zapis: Z : X = X'

X...vzor

X'...obraz

SamodruZzny bod, Gtvar a smér:

Je dano zobrazeni Z : X — X'.

Bod, jehoz obraz splyva se vzorem (X' = X)), se nazyva samodruzny bod.

Utvar, jehoZ obraz splyva se vzorem (U’ = U), se nazyva samodruzny ttvar. Pokud
je utvar samodruzny, neznamend to, ze vSechny body dtvaru jsou samodruzné. Staci,
aby kazdy bod tohoto utvar mél sviij obraz opét na tomto ttvaru.

Shodné zobrazeni zobrazuje rovnobézné piimky opét na rovnobézné piimky, obra-
zem sméru je tedy smér. Samodruznym smérem zobrazeni se rozumi smér, jehoz
obrazem je tentyz smér. Smér je urcen kteroukoliv svou pfimkou. Samodruzny smér
je tedy urc¢en primkou, kterou zobrazeni prevede na piimku s ni rovnobéznou.

1.1 Shodné zobrazeni

Zobrazeni Z : X — X' nazyvame shodnym zobrazenim nebo také shod-
nosti pravé tehdy, kdyZ obrazem tusefky AB je tsecka A'B’ a plati |[AB| =
|A'B'|.




Vlastnosti shodnych zobrazeni:
U kazdé vlastnosti shodnych zobrazeni je uveden ptiklad, ktery tuto vlastnost ilu-
struje.

Shodné zobrazeni je jednoznacné zaddano pomoct tri rizngch nekolinedrnich bodi a
jejich obrazi.

Podle véty potiebujeme tii rtizné nekolinedrni body, které mizeme libovolné zvolit.
Déle k nim vhodné zvolime obrazy tak, aby odpovidajici asecky byly stejné dlouhé.
Mame tii vzory a tii obrazy, pokud zvolime dal$i bod, méli bychom umét najit
obraz.

Na obrazku ¢.1 je shodné zobrazeni zadano pomoci bodu X,Y, Z, X' Y' Z'. Bod V
libovolné zvolime a pokusime jednoznacné urcit jeho obraz.

1. Zvolime tfi nekolinearni body v roviné.

2. Zvolime X' Y' 7' tak, aby byla splnéna podminka: | XY| = | X'Y'|,|XZ| =
\X'Z',|[YZ| = |Y'Z'|.

3. Zvolime libovolné bod V. (Zvolili jsme ho mimo body X,Y, Z.)

4. Hledame obraz bodu V. Musi byt splnéna definice shodného zobrazeni. To
znamend, ze |[V'X'| = |VX| VY| = |VY| a také |V'Z'| = |V Z]. Bod V' lezi
na priseciku kruznic k, I, m, k(X' |[VX|), (Y, |VY]|),m(Z', |V Z|).

5. Kruznice k,l, m se protinaji pravé v jednom bodé, tim jsme ukazali, ze véta
plati.

KazZdé shodné zobrazent je prosté.

Pokud je zobrazeni prosté, musi platit, Ze kazdym dvéma riznym bodim jsou prifa-
zeny dva ruzné body. Zvolime dva rizné body, které maji vzdalenost d. Sestrojime-li
jejich obrazy ve shodném zobrazeni, musi mit podle definice shodného zobrazeni tyto
obrazy také vzdalenost d. Z toho vyplyva, ze kazdym dvéma rtiznym bodim jsou
prifazeny dva riuzné body.

Ve shodném zobrazeni plati:

- obrazem piimky je primka.
- obrazem kruZnice je kruznice se shodnym polomérem.

- obrazem tusecky je tisecka shodné délky.
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Obréazek 1.1: Jednoznac¢nost shodného zobrazeni

N

1.1.1 Priima a neprima shodnost

Pokud zobrazujeme napiiklad trojaihelnik v rtznych shodnostech, mizeme si v§im-
nout, ze nékdy jsou vrcholy trojihelniku pojmenovany ve stejné orientaci jako u
vzoru, potom se jedna o pfimou shodnost. Jestlize je tomu naopak, pak se jedné o
nepiimou shodnost.

Ptima shodnost zachovava orientaci - stiedova soumérnost, posunuti, otoc¢eni.

Neptiméa shodnost nezachovava orientaci - osova soumérnost.

/\epﬁmé shodnost

c

Pfima shodnost

N

Obrazek 1.2: Piim4 a nepiimé shodnost




A=A

Obréazek 1.3: Identita

1.1.2 Identita

Identita nebo také totoznost je specidlnim piipadem shodného zobrazeni, kdy kaz-
dému bodu X piifazujeme bod X' tak, ze X' = X.

1.1.3 Involutorni zobrazeni

Mame-li dva body A, B, pro které plati, ze bod B je obrazem bodu A a soucasné je
bod A obrazem boduB, pak fikdme, Ze body A, B tvoii involutorni dvojici. Zobra-

zeni, které neni identita a pii kterém kazdy bod patii involutorni dvojici, nazyvame
involutornim zobrazenim (involuci). Opakovana involuce dava identitu.

12



Kapitola 2

Vyhody a nevyhody vyuziti softwaru
ve vyuce matematiky

V této kapitole uvadim vybrany piehled geometrickych softwari, ktery lze pfi vyuce
matematiky vyuzit. U jednotlivych softwart uvadim zakladni informace a celkové
shrnuji jeho vyhody a nevyhody pouziti ve vyuce. Déle jsem udélala kratkou re-
Ser§i nazoru kolegli na uzivani pocitaci ve vyuce matematiky. Pti hledani nazort
vychazim z ¢lanktu publikovanych na internetu.

2.0.4 Vyhody vyuziti softwaru

Pouziti pocitact ve vyuce déla vyucovani velmi atraktivnim. Plati to pro vSechny
predméty, ale pro matematiku obzvlast; vyuziti muze byt velmi efektivni. V edukad-
nim procesu Zaci ptijimaji informace témito smysly: zrakem (87%), sluchem (9%)
a ostatnimi smysly (4%). Z toho je zfejmé, jak dulezité je pouzivani vizualnich a
audiovizualnich pomucek.viz|6]

Vyhody vyuziti softwaru:
Mezi vyhody bych zafadila néasledujici:

1. vyuziti pfi doméci pripravé zaku,
2. motiva¢ni prostiedek,

3. aktivni pristup zaku,

4. zatraktivnéni vyucovani,

5. Vvetsi nazornost,

6. moznost opakovani konstrukce,

7. rychlad zména vstupnich parametri a naslednd zména teseni.
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Dalsi vyhodou miuze byt samotné pouziti pocitaci. Déti, které uceni nebavi, se diky
poc¢itacim mohou pro uceni nadchnout. Pti ¢astém pouzivani pocitaci ve vyuce
vSak motivace klesa. Pri vyuziti vyukovych softwari je usnadnéna prace s nadpri-
mérnymi i podprimérnymi zaky, jelikoz si zak pii praci voli vlastni tempo prace.
Navic programy umoziuji bezprostiedni zpétnou vazbu, ktera pii vyuce obcas chybi.
A na rozdil od bézného sesitu vyukovy program nesnese nepiesnosti, kterych se zéci
casto dopoustéji, napiiklad pii sestrojovani kruznice vepsané trojuhelniku.

Z toho vseho vyplyva, ze vyuziti softwaru by mélo byt vyhodné. Podle prizkumu
mezi zaky, ktery provedla Zahumenska z katedry technické a informac¢ni vychovy
PdF UP v Olomouci viz[6] to ale neni uplné ziejmé. Zkoumany vzorek se skladal
z zaku zékladnich $kol ve véku od 11 do 16 let, pficemz nejpocetné&jsi c¢ast (79%)
tvorili respondenti ve véku od 13 do 14 let. Celkem 44% respondentu tvofili chlapci a
56% divky. Zahumenska dosla k poznatku, Ze se stoupajicim vékem piipadaji zakim
vyukové programy méné zajimaveé.

2.0.5 Nevyhody vyuziti softwaru

Vyuziti vyukovych softwarti ma tedy spousty pozitiv, ale zaroven skytaji i mnohé
rizika. Je dilezité rizika znat, aby se jim mohl ucitel vyhnout a nebo alespon zmir-
nit jejich projevy. Prvni riziko uz plyne ze samotného nadSeni uciteld pro vyuzivani
softwaru. Ucitel ¢asto za¢ne pouzivat software, aniz by sam byl plné obezndmen
s jeho funkcemi a neprosel zadnym Skolenim spravného uzivani. Tim ¢asto zastini
cil vyuky a soustiedi se spiSe na uzivatelské zvladnuti. Nelze ocekavat, Zze samotna
prace s technologiemi donuti zZédka davat pozor po celou dobu jejich pouzivani. Za-
fazeni technologii do vyuku je tedy nutné délat s rozvahou.

Nevyhody vyuZziti softwaru:
Mezi nevyhody vyuziti software bych zaradila nasledujici:

1. nevhodna volba tloh pro zvoleny software,
2. technické problémy pfi uzivani,
3. naro¢nost na vybaveni skoly (pocitace, dataprojektor...),

4. ztrata zakladnich rysovacich navyku u zaku.

2.0.6 Prtehled programi dynamické geometrie

Do piehledu jsem vybrala ¢tyii nejdostupnéjsi a nejpouzivanéjsi softwary dynamické
geometrie na ¢eskych skolach. Zameérila jsem se na softwary pracujici v dvojrozmeér-
ném prostiedi, jelikoZ jsou dnes nejvice vyuzivané. Trojrozmérné dynamické softwary
se na Ceskych skolach témér nevyuzivaji. Pfi¢inou mize byt vétsi finanéni ndroc¢nost
nebo u softwari dostupnych zdarma zatim Spatnéa funk¢nost.
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Obréazek 2.1: Cabri II Plus

Cabri geometrie

Prvni verze programu vznikla jiz r. 1988 na Univerzité Josepha Fouriera v Greno-
blu pod vedenim Jean-Marie Laborda. Dnes je program vyuzivan ve Skoldch vSech
typu v mnoha zapadoevropskych statech, v USA, Kanadé, Japonsku a v dalSich ze-
mich. Mezi softwarem tohoto typu je nejrozsifenéjsi a je pokladan za nejdokonalejsi.
Mnozstvi publikaci v pedagogickych ¢asopisech i na internetu svéd¢i o tom, ze jde o
pomticku, kterd vyznamné prispiva k renesanci vyuky geometrie. Dnes jsou aktuélni
dvé varianty programu - Cabri II a Cabri II Plus, obé i v ¢eské verzi.viz|7]

Mezi vyhody programu Cabri bych zaradila:

1. celé prostiedi je Ceské,
2. srozumitelny popis funkci,
rychlost a kvalita animaci,

podpora nékterych neeukleidovskych geometrii,

crok W

velké mnozstvi pfipravenych materiali pro vyuku.

Za nejveétsi negativum pokladam skutecnost, Ze neni volné stazitelny v plné verzi.
Cena za jednu licenci se pohybuje okolo 4000 korun, licence pro skoly pak okolo

19 000 korun a s licencemi pro zéky az 29 000 korun, coz je v dnesni dobé pro mensi
skoly prili§ velké investice.

Moznost stazeni demoverze zdarma na:

http://www.cabri.com/download-cabri-2-plus.html
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Obréazek 2.2: GEONExT

GEONExT

Geonext je freewarovy program vyvinuty na némecké univerzité Bayreuth. Stejné
jako s Cabri lze s Geonextem provadét dynamické konstruovani geometrickych ob-
jektu. Geonext je mozné zdarma vyuzit pro soukromé tcely, i pii vyuce.

Geonext zarucuje podobné vyhody jako Cabri geometrie:

1. celé prostiedi je Ceské,

2. srozumitelny popis funkei,

navic:

1. moznost expertu do internetové stranky s appletem, do rastrového souboru a
také do souboru ve formatu SVG,

2. moznost spusténi on-line.

miize projevit zpozdéni.

Stazeni zdarma na:

http://geonext.uni-bayreuth.de/?id—2308
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Obrazek 2.3: Cinderella

Cinderella

Cinderella je software vyvijeny v Némecku od roku 1992. Za plnou verzi je nutné
zaplatit, ale je dostupna i jednodussi verze, ktera je zdarma a dokaze pokryt zakladni
potieby stiedoskolského ucitele. Hotové konstrukce lze umistit na internet nebo je
mozné vytvorit interaktivni cviceni, které budou fesit Zaci sami v prostiedi internetu.
Nejvétsi problém spatiuji v tom, ze prostiedi je cizojazycné.

StaZeni zdarma na:

http://cinderella.de/tiki-index.php?page—Download+Cinderella.2bl

Geogebra

Dynamicky software Geogebra se stava v Ceskeé republice stale vice oblibenym. Je vy-
vijen od roku 2001 jako Open Source program Markem Hohenwarterem, studentem
a pozdéji doktorandem univerzity v Salzburku, ktery v soucasnosti puisobi v USA.
Prvni prednosti Geogebry je moznost stazeni a pouzivani zdarma. Program prosel jiz
vice nez desetiletym vyvojem a zaznamenal hodné zmén. Nejnovéjsi uzivana verze je
Geogebra 4.2. GeoGebra piedstavuje zajimavou alternativu komer¢nich programii.
Vzhledem k rostouci komunité jejich ptiznivci je jiz k dispozici cela fada materi-
alt vyuzitelnych v riznych oblastech Skolské matematiky. Kolekce materidli jsou
pristupné predevsim z domovské stranky GeoGebry. Na rozdil od diive uvedenych
programi nabizi Geogebra kromé dynamické geometrie také algebru a infinitezi-
malni pocet.
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Obréazek 2.4: Geogebra

Vyhody Geogebry:

1. mozZnost exportu jako obrazek nebo jako dynamicky pracovni list,
2. jednoduché uzivatelské prostiedi v ¢estiné,

3. propojeni geometrie s algebrou,

4. napovéda v Ceském jazyce,

5. moznost vlozeni dynamickych napist,

6. podpora LATEXu.

Moznosti vyuziti ve vyuce:

1. ucitel predvadi predem pftipraveny applet,
2. uditel vytvari applet béhem vyuky podle aktualnich potieb,
3. zaci pracuji s predpiipravenym appletem,

4. 7aci vytvari vlastni applet.

Geogebra prochazi neustalym vyvojem a pravidelné jsou zverejiovany nové verze.
Takze nevyhody programu jsou velmi rychle odstranovany.

StaZeni zdarma na:

http://www.geogebra.org/cms/cs/download/
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2.0.7 Nazory na vyuziti pocitac¢d ve vyuce

Doc. PaedDr. Jifi Vanicek, Ph.D. z katedry informatiky na Jihoceské univerzité pro-
vedl nékolik vyzkumu ohledné vyuziti poc¢itaci ve vyuce. Podle svého nazoru spat-
fuje ve vyuziti poc¢itaci jak pozitiva, tak negativa. Mezi pozitiva radi, Ze technologie
dobte motivuji, rozsituji hranice vyukovych aktivit, poskytuji prostiedi virtualniho
pocitacového svéta, v némz déti mohou tvorit, experimentovat, vyvijet, zkoumat
rizné myslenky a vytvafet hypotézy. Jako negativum vidi obavy ucitelské vefej-
nosti, aby se technologie nestala berlickou a nenahrazovala tak kritické mysleni zaku
a zakovské dovednosti. Celkové neshledava velky ptinos ve vyuzivani technologie ve
vyuce. Vice v ¢lanku Pocita¢em podporovana vyuka|8|.

Naopak Mgr. Jiti Havlik vedouci projektu Vzdélani na dotek je zastdncem rozsifovani
technologie do skol. Cilem tohoto projektu je zac¢lenit tablety do vyuky. Jeho pranim
je postupné nahradit ucebnice a seSity tablety, a plné je vyuzivat pii vyuce ve vSech
predmétech.viz|9)

Podle mého nézoru je pouziti technologie ve vyuce, zvlasté pii vyuce matematiky,
dilezitou soucasti. Pouzivani vyukovych programi by vSak nemélo odvadét pozor-
nost od hlavnich cili vyuky. Pocita¢ pfi vyuce by mél byt vyuzivan pouze jako
doplnék pro zpestieni vyuky.
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Kapitola 3

Osova soumeérnost

Osova soumérnost s osou o je shodné zobrazeni oznacované O(o0), které piitazuje:

1. kazdému bodu X takovému, ze X ¢ o, bod X’ tak, ze pfimka X X' je kolma
na osu o a stied usecky X X' lezi na ose o,

2. bodu X € o bod X' tak, ze X' = X.

Osova soumérnost je jednoznacné urcena osou o nebo parem odpovidajicich si bodii.

Samodruzné prvky

1. Samodruzné piimky jsou osa o a vSechny primky kolmé na osu soumérnosti.

2. V8echny samodruzné body lezi na ose soumérnosti o.

Vlastnosti osové soumérnosti

Osovd soumeérnost je neprimou shodnosti.

Zvolme tfi libovolné body X,Y,Z a osu o a uréeme obrazy bodi X,Y, 7 v osové
soumeérnosti s osou o podle definice. Vznikne trojihelnik X'Y’Z’. Pokud zobrazime
dané body v osové soumérnosti s osou o, dostaneme novy trojihelnik shodny s
danym trojihelnikem. Jestlize pojmenovani vrcholi u daného trojihelnika XY Z
bylo po sméru hodinovych rudic¢ek, u obrazu X'Y’Z’ bude proti sméru hodinovych
rucicek.
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Obrézek 3.1: Nepiim4 shodnost

Osovd soumérnost je involutornim zobrazenim

V roviné zvolime libovolny bod X a osu soumérnosti o. Nejdiive najdeme obraz X'
bodu X v osové soumérnosti s osou o. Dale pak obraz X” bodu X’ také podle osové
soumérnosti s osou o. Zjistime, zda X = X".

Pokud bod X zvolime na ose o, je samodruznym bodem, ¢ili X = X" a X' = X",

Jestlize bod X leZi mimo osu o, obraz X’ bodu X v osové soumeérnosti s osou o lezi
na kolmici & k ose o prochéazejici bodem X. Obraz bodu X’ v osové soumérnosti
s osou o lezi na kolmici k' na osu o. P¥imky k, k&’ jsou kolmé na stejnou piimku o
a také prochazeji jednim bodem X', a proto k = k’. Body X a X' lezi tedy na stejné
piimce. Dale vime, Ze stiedy tsecek X X' a X" X’ lezi na ose o. Z toho plyne, Ze
X=X’

Obrazek 3.2: Involutorni zobrazeni
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3.1 Pracovni listy - osova soumérnost

Pracovni listy k osové soumérnosti jsou vyhotoveny tak, aby se daly pouzit po celou
dobu studia. Tato kapitola obsahuje pouze feSeni, komentafe a navodné piiklady
k piikladtim z pracovnich listii. Kompletni pracovni listy vhodné pro vytisténi jsou
v piiloze prace.

e, e

matematiky ¢i vytvarné vychovy a pomérné dobfe ji intuitivné chapou. S pravidly
zobrazovani se pak podrobnéji seznami v Sesté t¥ideé, kdy je vhodné pro upevnéni
znalosti pouzit pracovni listy, konkrétné piiklady B.1 - B.3. Ptiklad B.4 mize byt
zadan jako problémovy pro nadané studenty.

Ve vys8ich ro¢nicich druhého stupné zakladni skoly je v ramci feSeni konstrukénich
uloh trojuhelnika mozné zaradit jesté priklady B.5 - B.8.

Na stiedni skole se zaci s osovou soumérnosti setkavaji ve druhém roc¢niku. V tuto
dobu l1ze pouzit pracovni listy v plném rozsahu, plni funkci nejen opakujici a pro-
cvicujici, ale také je mozné pouzit jako pisemné zkouSeni. ZAci by méli byt schopni
vyplnit pracovni listy samostatné, pokud uz maji zvladnuté opakovani. Piiklady B.5
- B.10 je vhodné vypracovavat za pomoci appleti vytvorenych v Geogebie, a tim si
ovérit vSechna mozna teSeni.

3.1.1 ResSeni a komentare k pracovnim listiim

U kazdého prikladu je uveden v zdvorce nazev appletu, ktery najdete na piilozeném
CD; k jeho spusténi musite mit nainstalovany software Geogebra na svém pocitaci.
Zadani ptikladi je na pracovnich listech v piiloze B, v préaci je uvedeno teSeni a
komentare k prikladim. Software lze stdhnout zdarma naptiklad z:

hitp:/ /www.geogebra.org/cms/cs/download)/.

Motivac¢ni priklad

Motivacni ptiklad je urcen hlavné pro mladsi zéky, ktefi se s osovou soumérnosti
setkdvaji poprvé. Osa soumérnosti je bieh feky a Zaci zobrazuji odraz zamku v jezefe.
Osa soumérnosti je tmyslné zadana Sikmo, protoze zaci maji s timto zaddnim casto
problém. Za odménu si mohou obrazek vybarvit.

U starsich zakt Ize tento ptiklad tplné vynechat nebo si mohou zkusit zakreslit jen
obrys zamku.

Pedagogicka poznamka: Zakim se tento motivacni piiklad velmi libil. Obrézek je
bohuzel dost komplikovany, takze jsme zbytecné pri jeho zpracovani stravili mnoho
casu.
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Zakladni konstrukce

V prikladech B.0.1 - B.0.3 si Zaci procviéi zakladni konstrukce, zobrazeni bodu,
piimky a kruznice.

Pedagogicki poznamka: Tyto piiklady byly pro zaky velmi jednoduché, protoze
se s osovou soumeérnosti jiz setkali a pracovni listy pro né byly jen opakovaci, proto
tyto piiklady zvladli samostatné. Zastavili jsme se jen u zobrazeni kruznice a disku-
tovali jsme o tom, jak se bude ménit obraz kruznice, pokud budeme ménit polohu
osy soumeérnosti vici kruznici (vnéjsi pfimka, tecna, se¢na). VSechna FeSeni jsme si
interaktivné ukazali v Geogebfe.

Osové soumérné utvary

Zde je vhodné, aby Zaci sami nas$li osové soumérné tutvary, nakreslili je a vyhledali
? )
jejich osu soumérnosti. S tim nebyl ani u mladsich, ani u starSich zaka problém.

Zajimavou informaci bylo zjisténi, Zze pravidelné mnohotihelniky maji tolik os sou-
mérnosti, kolik maji vrcholu. viz|2|. Toto tvrzeni jsme ovéfovali tim, Ze si zaci zkusili
nakreslit pravidelny pétithelnik a Sestitihelnik a hledali vSechny osy soumérnosti.

Obrézek 3.3: Osové soumérné utvary
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Priklad B.1

(osy _soumernosti.ggb)
U danyjch utvari urcete vSechny osy soumernosti.

ReSeni:
Osové soumérny utvar 1ze rozdélit ptimkou na dvé shodné ¢asti, pro které plati, ze
kdyz ptreklopime jednu ¢ast podle této primky, prekryva se pfesné s druhou ¢asti.

Konstrukece:

Najdeme osu soumérnosti jednoho geometrického utvaru, napiiklad asecky AB u Ses-
tithelniku. Osa tsecky lezi na pfimce, ktera je k této tsecce kolm4 a prochazi jejim
sttedem. Ovéiime si, zZe vlastnosti osové soumérnosti plati i pro tsecku EF. U elipsy
sestrojime osu usecky UV, druha osa soumérnosti je primka — UV.

Obrazek 3.4: Piiklad B.1 - feseni

Diskuze:

Geometrické dtvary mohou mit zadnou, jednu nebo i vice os soumérnosti.
Pedagogicki poznamka: Je vhodné doplnit o ukdzku geometrického utvaru, ktery
nemé osu soumérnosti, naptiklad pravidelny pétithelnik. Nejvétsi problém byl s elip-
sou, kde zaci dokreslovali jesté dvé osy navic.

Obrazek 3.5: Piiklad B.1 - elipsa Spatné
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Piiklad B.2

(utvary osova.ggb)
Zobrazte utvary v 0sové soumernosti s 0Sou o.

ReSeni:
Pti feSeni vyuzivame znalosti zakladnich konstrukei - zobrazeni bodu a kruznice.

Konstrukce:

1. Oznac¢ime vrcholy dtvari.

2. Zobrazime dané vrcholy v osové soumeérnosti s osou o. U ptlkruznice zobrazime
jeji stied a preneseme velikost poloméru.

3. Spojime body ve spravném pofadi.

N

N

Obréazek 3.6: Priklad B.2 - feseni

Diskuze:
Uloha mé& pravé jedno feSeni, protoze osova soumeérnost je jednoznacné urcena.

Pedagogicka poznamka: Priklad nebyl pro zaky nijak naro¢ny, vétsina prisla i na
zjednoduseni pii konstrukcich - napt. u Sestithelniku zobrazili pouze stied a jeden
vrchol.

25



Piiklad B.3

(domek.ggb)
Zobrazte dtvar v 0Sové soumernosti s 0sou o.

ReSeni:
Pti feSeni opét vyuzivame znalosti zakladni konstrukce - zobrazeni bodu.

Konstrukce:

1. Oznac¢ime krajni body domecku - A, B,C, D, E a krajni body oken a dveii -
Faz Q.

2. Zobrazime dané body osové soumeérnosti s osou o. Staci zobrazit pouze nékteré
body a potom vyuzit rovnobéznosti.

3. Spojime body ve spravném potadi.

Obrazek 3.7: Piiklad B.3 - feseni

Diskuze:
Uloha mé& pravé jedno feSeni, protoze osova soumeérnost je jednoznacné urcena.

Pedagogicki poznamka: Zaci zobrazovali pouze ti krajni body a potom dokreslili
domecek na zakladé rovnobéznosti. Jediny problém byl s umisténim kliky.
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Navodny prtiklad k prikladu B.4

(navod _nejkratsi.ggh)

Jsou zaddny dva rizné body A, B, které lezi v opacnijch polorovindch urcengch prim-
kou o. Urcete na piimce o bod X tak, aby soucet |AX| + |BX]| byl nejmendi.

Reseni:

Pokud body A, B lezi uvniti opa¢nych polorovin s hrani¢ni pfimkou o. Hledany bod
X je prusecik tsecky AB s pfimkou o, takze |[AX|+|BX| = |AB|. Pro kazdy jiny bod
X' # X piimky o totiz podle trojiuhelnikové nerovnosti plati |[AX'|+|BX'| > |AB|.

X'B = 1.36
B

Obrazek 3.8: Navodny priklad k ptikladu B.4 - feSeni

Priklad B.4

(B.4.ggb)

Jsou ddny dva rizné body A, B, které lezi v jedné z polorovin uréengch primkou p.
Uréete na primce p bod X tak, aby soucet |AX|+ |BX| byl nejmend.

Regeni:
Priklad lze modifikovat tak, Ze mame kule¢nikovou kouli A a chceme ji dopravit
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odrazem o mantinel do bodu B. Pfi odrazu o mantinel musi platit, Zze thel od-
razu se musi rovnat ihlu dopadu. Pokud do obrazku doplnime thly, které maji byt
podle tohoto pravidla stejné. Vyplyva z toho, Ze tlohu lze fesSit za pomoci osové
soumeérnosti.

Lezi-li body A, B uvniti téze poloroviny s hrani¢ni piimkou p. Hledany bod X je
prusecik usetky AB’s pfimkou p, kde B’ je bod soumérné sdruzeny k bodu B podle
ptimky p. Pak |AX|+ |BX| = |AX| + |B’X| = |AB’|. Pro kazdy jiny bod X' # X
piimky p totiz plati z trojiuhelnikové rovnosti |[AX'| + |BX'| = |AX'| + |B'X'| >
|AB’|.

Konstrukce:

1. Zobrazime bod B v osové soumérnosti s osou p.
2. Najdeme bod X, lezi na priuseciku piimky AB’ a piimky p.

A

[AX|+[BX|=8 BX =3

Obrazek 3.9: Piiklad B.4 - fesSeni

Diskuze:

Uloha ma vidy pravé jedno feSeni. Pokud body A, B lezi ve stejné poloroviné s hra-
ni¢ni primkou p, musi obraz bodu B lezet v opa¢né poloroviné, proto spojnice bodu
AB’ protina piimku p pravé v jednom bodé.

Pedagogicki poznamka:Tato tloha patii mezi tzv. mantinelové tlohy, 1ze ji lehce
modifikovat, napiiklad najit drahu koule pii odrazu o dva sousedni mantinely.

28



Priklad B.5

(B.5.ggb)

Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno ¢ = 5cm,a = 50°,a + b = Tem.
Reseni:

Pii feSeni uzivame vlastnosti, ze trojihelnik BC'C’ je rovnoramenny a je soumeérny
podle osy o, kterd prochazi vrcholem C'.

Obrazek 3.10: Priklad B.5 - feSeni

Konstrukce:
1. AB; |AB| =c=5cm
2. la=/BAX; |a] = 50°
3. O, " =— AX,|AC'| =a+b=Tem
4. 0; o je osa tsecky BC’
5. C; C=o0nAC’
6. trojuhelnik ABC

Diskuze:
Uloha méa pravé jedno feSeni, protoZe osa usecky BC' protina tsecku AC’ prave
v jednom bodé C.
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Piiklad B.6

(B.6.ggb)

Sestrojte c¢tverec ABCD, je-li ddno a + e = 10 ¢m, kde a je délka strany clverce, e
je délka uhlopticky ctverce.

ReSeni:

V tomto prikladu vyuzivame vlastnosti ihlopticky ¢tverce, ktera pili ihel u vrcholu.
Uhel « je potom vnéjsim thlem k trojuhelniku K AB a je roven souc¢tu dvou vniti-
nich @hli u zbyvajicich vrcholi K, B. Jelikoz tyto dva thly jsou shodné, protoze

!
trojuhelnik K AB je rovnoramenny, je jejich velikost rovna 5"

Obrazek 3.11: Priklad B.6 - feSeni

Konstrukce:

|[KC[;|KC| =a+e=10 cm
(KCX; |/ KCB| = 45°
/CKY; |/CKB| =22,5° = %
B;B=—CXN— KY

o0; osa tsecky KB

A; A=onNKC

¢tverec ABCD

A T o e
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Diskuze:
Uloha ma pravé jedno feSeni, protoze osa tsecky K B protne tsec¢ku KC pravé v jed-
nom bodé.

Pedagogicka poznamka:
U tohoto ptikladu je velmi dilezité se studenty nakreslit rozbor, aby jim byly jasné
velikosti thlu KCX a CKY'.
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Piiklad B.7

(B.7.ggb)

Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, je-li ddn jejich obvod o = 12 e¢m a uhly
a = 60°, 8 = 45°.

ResSeni:

Predpokladame, zZe existuje alespon jeden trojihelnik, ktery vyhovuje zadani. Soucet
stran zakreslime rozvinuty do tsecky DFE. Vime, 7Ze na této tsecce budou lezet body
A, B, nezname jejich polohu, ale chceme, aby platilo: |AD| = b, |AB| = ¢, |BE| = a.
Potom |DE| = o. Uhel 3 je vn&jsim tthlem trojuhelniku BEC. Vnéjsi thel je vidy
roven souc¢tu thli u zbyvajicich vrcholi C' a E. Jelikoz trojuhelniky DAC a EC'B
jsou rovnoramenné, jsou ihly u vrcholi D a E rovny poloviné thlu 3, resp. a. Body
A, B lezi po fadé na osach stran DC'|, EC.

Konstrukce:

DE;|DE|=0=12 cm
(EDX;/EDX = |0| = %a = 30°
/DEY;/DEY = |¢| = %ﬁ = 22,5°
C:.C=—DXN— LEY

01; 01 je osa usecky DC
A;A=0,NDFE

09; 0 je osa usecky EC
B;B=0,NDE

trojihelnik ABC

N B N

Obrazek 3.12: Priklad B.7 - feseni
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Diskuze:
Uloha ma pravé jedno feSeni, protoze vzdy existuje pouze jeden prisecik osy tsecky
a usecky DFE.

Pedagogicka poznamka: Pri feSeni vyuzivime zkuSenosti z pfedchozich piikladi
B.5 a B.6.
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Piiklad B.8

(B.8.ggb)

Je ddna primka o a na ni bod C. Ddle jsou ddny dvé navzdjem riznobézné primky
a,b, obé rizné od primky o. Sestroj vSechny rovnoramenné trojihelniky ABC' tak,
aby strana AB byla zdkladnou, tézZnice to leZela na pFimee o a platilo A € a , B € b

ResSeni:

Body A, B jsou vrcholy zakladny rovnoramenného trojuhelnika. VSechny rovnora-
menné trojihelniky jsou osové soumérné, osa soumérnosti se shoduje s osou za-
kladny. Body A, B jsou tedy osové soumérné podle osy 0. Bod A ma lezet na pi¥imce
a, vezmeme v8echny mozné body A, tedy celou pfimku a a zobrazime ji v osové
soumeérnosti podle osy o. Hledany bod A se tedy musi zobrazit na bod B, tedy na
piimku b. Bod A najdeme jako prusecik piimky a’ a b.

Obrazek 3.13: Priklad B.8 - feseni

Konstrukce:

a';0(0) :a—d
B;B=dnNb
A;0(0): B— A
trojihelnik ABC

- o=

Diskuze:
Uloha méa vzdy jedno feSeni, protoZze piimky a’, b jsou riiznobézné a maji vzdy jeden
prusecik.
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Piiklad B.9

(B.9.ggb)

Do ctverce ABC' D vepiste rovnostrannyj trojuhelnik AY Z tak, abyY € BC,Z € CD.
Reseni:

Protoze trojuhelnik AY Z je rovnostranny, je jedna z jeho os soumérnosti thlopticka
AC'. Ta puli thel ZAY = (3, jehoz velikost je 60°. Staci tedy sestrojit thel CAX = «
o velikosti 30°. Bod Z bude potom prisec¢ik strany C'D a polopiimky AX. Bod Y
najdeme v osové soumérnosti zobrazenim bodu Z podle osy AC. Trojihelnik AY Z
neni jen rovnoramenny, jelikoz tihel u vrcholu A je 60°, a z feSeni vyplyva, Ze je
rovnoramenny, jsou Uhly u zédkladny shodné a rovny taktéz 60°.

Obrazek 3.14: Priklad B.9 - feSeni

Konstrukce:

¢tverec ABCD

uhlopricka AC'
La=LCAX; |a| =5 =30°
Z,Z=AXNCD
Y;O(AC): Z =Y
trojuhelnik AY Z

SRR R

Diskuze:

Uloha ma pravé jedno feeni, protoze polopfimka AX ma pravé jeden prisedéik s tsec-
kou CD.

Pedagogicki poznamka: Studenttim muselo byt feceno, ze uhlopticka AC' je osou
soumeérnosti trojiuhelnika AY Z.
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Navodny priklad k prikladu B.10

(B.10_navod.ggb)
Je ddna kruznice (O, s) a vnéjsi bod P. Vedte timto bodem tecny k dané kruznici.

Reseni:
Oznafme t teénu kruznice vedenou bodem P a T jeji dotykovy bod. Oznacme O’
obraz bodu O v soumérnosti podle osy t. Pak plati |O0’| = 2|OT| = 2s a PO’ = PO.

Obrazek 3.15: Navodny piiklad k prikladu B.10 - feSeni

Konstrukce:
1. kruznice m; m(0O, 2s)
2. kruznice n; n(P, |PO|)
3. 0;0'=mnn
4. T:T je stred usecky OO’
5. t; ptimka PT

Diskuze:

Uloha ma vizdy dvé feseni. Pokud bod P je vné&jsim bodem kruznice [, existuji vidy
dva pruseciky O}, O} kruznic m,n. Potom existuji dva teéné body T, T3, a tedy
i dvé teény tq,ts.
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Priklad B.10

(B.10.ggb)

Je ddna kruznice k(S,r) a bod M wvné kruznice k. Sestrojte vSechny rovnostranné
trojuhelniky, pro néz je k kruznice vepsand a bod M leZi na primce obsahujici jednu
stranu trojihelnika.

ReSeni:

Pti teseni vyuzivame konstrukce z navodného ptikladu. Z bodu M nalezneme te¢ny
ke kruznici k, tim dostaneme te¢né body T4, T5. Piimka 715 a T5S budou osy sou-
mérnosti hledanych trojihelniki. Ndvodnou konstrukei znovu pouzijeme pti hledani
tecen z bodu A ke kruznici k.

Obrazek 3.16: Piiklad B.10 - feseni
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Konstrukce:

10.
11.

R N A

Sestrojime te¢ny z bodu M ke kruznici k podle navodné konstrukce, dostaneme
bod T

0; o = piimka ST

X X=kno

K5 E'(X,]XS])

A, A=Kno

Sestrojime te¢ny t' z bodu A ke kruznici k podle navodné konstrukce.
C;C=tnt

B; O(o) : C — B

trojihelnik ABC

Diskuze:
Uloha mé& prave dveé tfeseni, jelikoz existuji dvé te¢ny tq, %5 z bodu M ke kruznici k.

Pedagogickd poznamka: I po vyfeSeni navodného piikladu délal tento piiklad
zakim velké problémy a tudiZz se neobesli bez pomoci.
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3.2 Oveéreni pracovnich listi

Ovéreni pracovnich listi - osova soumérnost probéhlo jednak v ramci pfedmétu
Seminaf a cviceni z matematiky pro 3. ro¢niky, ale také v ramci predmétu Cviceni
z matematiky, které je urcCeno pro zaky druhého ro¢niku osmiletého studia, coz
odpovida sedmé tiidé zakladni skoly. Z4ci ve cvident jsou rozdeéleni do dvou skupin
podle znalosti.

Pti ovérovani u mladsich zaki byla vyuzita pouze ¢ast pracovnich listi a to konkrétné
motivacni piiklad, zobrazeni bodu, pfimky a kruznice a z prikladi k procviceni B.1 -
B.4. Priklady B.5 - B.10 dostala skupina s nadanéjsimi studenty taktéz vytisknuty. Z
nich byli schopni po malé napovédé a po zopakovani vlastnosti ¢tverce a trojihelnika
vytesit piiklady B.5, B.6 a B.7. Prace s pracovnimi listy byla naplni jednoho dvouho-
dinového cvicent. Zéci potfebovali kromé zobrazovéani fesent vytvorenych v Geogebte
také nacrtky na tabuli.

U starsich zakl ovérovani probéhlo béhem dvou dvouhodinovych seminaiti. Na prv-
nim seminéii doslo k zopakovani zakladnich vlastnosti osové soumérnosti a vyfeSeni
prikladu B.1 - B.4. Zakladni dovednosti zobrazovani bodu ptfimky, kruznice ¢i néja-

N2

vvvvvv

jsem nechala vzdy zakim nékolik minut na piipravu a promysleni feSeni. Potom
jsem jednoho vyvolala a nechala ho popsat jeho postup feSeni. Pokud byl spravny,
odkrokovala jsem feSeni predem piipravené v Geogebte. Potom byl ponechan prostor
pro diskuzi poc¢tu feSeni a pribézné jsem podle napadi modifikovala feSeni v ap-
pletu. Pokud pfi feSeni piikladu nebyl vSem postup zcela zfejmy, doplihovala jsem
pripravené applety nac¢rtky na tabuli.

Celkové byly pracovni listy pro osovou soumérnost jak mladsimi, tak star§imi zaky
velmi dobie prijaty. Prace s materialy byla rychlejsi nez pii pouhém zadavani pii-
kladti z uc¢ebnice a pro ziky byla poutavejsi.
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Kapitola 4

Stredova soumeérnost

Stiedova soumérnost se stiedem S je shodné zobrazeni oznac¢ované S(5), které pii-
fazuje :

1. kazdému bodu X takovému, ze X # S, bod X’ tak, ze bod S je stfedem tsecky
XX,

2. bodu S bod 5’ tak, ze S’ = S.

Stiedova soumérnost je jednozna¢né urcena svym stfedem nebo parem odpovidaji-
cich si bodi.

SamodruZzné prvky

1. Samodruznym bodem stfedové soumérnosti je jeji stied S.

2. Samodruzné pfimky jsou vSechny primky prochéazejici sttedem soumérnosti.

Vlastnosti stfedové soumérnosti

Stredovd soumérnost je primou shodnosti.

Zvolme dva libovolné body X,Y a bod S a urceme obrazy bodu X,Y ve stfedové
soumeérnosti se stifedem S. 7 definice stFfedové soumérnosti vyplyvé, ze S je stfedem
tsecky X X' itsecky YY', proto |SX| = [SX'| a |SY]| = |SY’|. Uhly XSY a X'SY’
jsou vrcholové, a proto jsou jejich velikosti shodné. Z toho vyplyva, ze trojuhelniky
SXY a SX'Y’ jsou shodné podle véty sus o shodnosti trojuhelniki, tedy tsecky
X X" aYY’ maji stejnou velikost.

Stredovd soumeérnost je involutorni zobrazend.

V roviné je dana stfedova soumeérnost stfedem S. Zvolime libovolny bod X a zob-
razime ho ve stfedové soumérnosti se stiedem S, dostaneme jeho obraz X’'. Poté
zobrazime bod X' ve stfedové soumérnosti se stiedem S a dostaneme bod X”. Nyni
ukazeme, ze X = X".
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Obréazek 4.1: Priméa shodnost

1. Jestlize X zvolime tak, ze X = S, pak X' = X a X” = X'. Z toho vyplyva,
7e X = X",

2. Pokud zvolime X # S, tak jeho obraz X’ lezi na pfimce SX. Obraz bodu X'
ve stfedové soumérnosti se stfedem S lezi na piimce SX'. Pfimky SX a SX’
jsou totozné, proto body X a X' lezi na stejné piimce. Dale vime, Ze bod S je
stifedem tsecek X X' a X' X", z toho plyne, 7ze X = X".

Obrazek 4.2: Involutorni zobrazeni

Stredovd soumeérnost se stredem S je sama sobé inverznim zobrazenim.
Slozenim dvou stfedovych zobrazeni se stejnym stfedem S vznika identita.
Obrazem primky ve stiedové soumérnosti je primka s ni rovnobéznd.

Stredové soumérné utvary

Geometrické utvary U, U’, kdy jeden je obrazem druhého ve stiedové soumérnosti
se stfedem .S, nazyvame utvary soumérné sdruzené podle stiedu S.

Jestlize U = U’, pak ttvar U je stfedové soumérny podle stiedu S.

Prikladem stiedové soumérnych dtvart mize byt:
- Ctverec: stfed soumérnosti je prisecik thlopticek,

- obdélnik: stfed soumérnosti je prusecik uhlopficek,

- kruznice: stfed soumérnosti je stfed kruznice.
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4.1 Pracovni listy - osova soumérnost

Pracovni listy ke stfedové soumérnosti jsou vyhotoveny tak, aby se daly pouzit po
celou dobu studia.

Poprvé se zaci se stfedovou soumérnosti setkavaji v Sesté tiidé. V tomto pripadé
lze pouzit pracovni listy bud jiz p¥i prvnim vysvétlovani latky, kdy si vynechana
mista dopliuji podle vykladu ucitele, nebo az v rdmci zavérecného opakovani, kdy
sami doplni vynechané pasaze. Z piikladi k procvic¢eni jsou pro Sestou tiidu vhodné
piiklady C.1 - C.5 (popiipadé jesté priklad C.6., pokud jsou jiZ sezndmeni s pojmem
t87i5t6).

Na druhém stupni se mohou setkat se stfedovou soumérnosti jesté béhem sedmého
i osmého roc¢niku, kdy Tesi zakladni konstrukéni ulohy trojihelniki a ¢tyitahelniki.
Pti opakovani by mohly byt zatfazeny piiklady k procviceni C.5 -C.9.

Na stredni Skole se se stfedovou soumeérnosti setkidvaji v druhém roc¢niku. Tehdy
by mély pracovni listy poslouzit v plném rozsahu. Uvodni listy stiedové soumér-
nosti by méli byt schopni zaci vyplnit sami, tim si zopakuji své znalosti o stiedové
soumérnosti. Pfiklady k procviceni C.1-C.6 by méli zvladnout bez pomoci ucitele.
Priklady C.7- C.10 by bylo vhodné vypracovavat s pomoci ucitele. Je dilezité, aby
ucitel kladl diraz na diskuzi ohledné poctu feSeni. Na zavér je mozné teSeni prikladi
ukézat pomoci vytvoienych appletii v programu Geogebra, kde si mohou zéci ovéfit
mozna feSeni, ktera navrhovali béhem diskuze.

4.1.1 ResSeni a komentare k pracovnim listtim

Motivac¢ni priklad

Motivacni piiklad je urcen pro zaky nizsich ro¢niki, i kdyz aspon ¢ast obrazku by si
méli zkusit dokreslit i starsi studenti. Jako motivacni piiklad jsem vybrala mandalu,

kde se potkava barva a tvar, coz tvori harmonicky celek nesouci urcitou energii, ktera
béhem prace s obrazem pusobi na dusevni rozvoj ditéte.

Zakladni konstrukce

V uvodu pracovnich listii se zaci naudi zékladnim dovednostem - zobrazeni bodu,
piimky a kruznice ve stfedové soumérnosti. Tento ivod by méli zvladnout, jak zaci
nizsich ro¢niki, tak vyssich.

Pedagogicki poznamka: Tyto konstrukce je vhodné doplnit interaktivnim apple-
tem. Zaci ndzorné vidi, jak se zménou polohy vzoru se méni i obraz. Lze takto dobie
vysledovat samodruzné prvky.
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Stredové soumérny atvar

(utvar.ggb)
Najdéte stredove soumerné utvary a urcete stred soumernosti.

S timto prikladem zaci nemaji velky problém, je vhodné ho zadat i jako samostatny
ukol.

E D P .
NEMA STRED SOUMERNOSTI L
G
. J
F NEMA STRED SOUMERNOSTI
H )
A U K
M
v T
P
o
N' NEMA STRED SOUMERNOSTI Q R
NEMA STRED SOUMERNOSTI

Obrazek 4.3: Stiedové soumérné utvary

Pedagogickd poznamka: Pozor na rovnostranny trojihelnik - neni stfedové sou-

mérny, ¢asto byva urcen jako stfed soumeérnosti tézisté trojihelnika.

Obrézek 4.4: épatné feSeni trojihelniku
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Priklad C.1

(dlazdice.ggb)
Dopliite vijzdobu dlaZdice tak, aby byla stredové soumérnd podle stiedu S (resp.S’).

Reseni:

Vyzdobu dlazdice doplnime tak, Ze zvolime libovolny bod ve vybarvené dlazdici a
zobrazime pies stied soumérnosti. Pokud nezobrazujeme trojihelnikovy vzor, zob-
razime krajni body vybarvené casti.

o

i

Obrazek 4.5: Piiklad C.1 - feSeni

Pedagogickid poznamka: Tento piiklad byl zvlasté pro mladsi studenty velmi ob-
tizny, ¢asto zaménovali s osovou soumeérnosti.
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Priiklad C.2

(procvicenil.ggb, procviceni2.ggh, procviceni3.ggb)

Nargsugjte obraz mnohotihelnika ve stiedové soumérnosti se stredem S (resp. S’, S” ).
Reseni:

Mnohotihelnik zobrazujeme tak, Ze zobrazime vrcholy mnohothelnika a spojime je
ve spravném poradi.

Obrazek 4.6: Piiklad C.2 - feSeni prvniho ttvaru

Obrazek 4.7: Priklad C.2 - fesSeni dru- Obrazek 4.8: Priklad C.2 - feSeni tie-
hého utvaru tiho utvaru
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Priklad C.3

(zmrzlina.ggh)
Zobrazte itvar ve stfedové soumernosti se stiedem S.

Reseni:

Pti zobrazovani nepravidelného utvaru ve stfedové soumérnosti si pojmenujeme
vSechny vrcholy ttvaru, které zobrazim pfes stfed soumérnosti. U kruznice ¢ jeji
¢asti zobrazujeme stied a bod na kruznici.

Obrazek 4.9: Piiklad C.3 - feSeni

Konstrukce:

1. Pojmenujeme vrcholy u "kornoutku".

2. Najdeme stiedy "kopecku".

3. Dané body zobrazime ve stfedové soumérnosti s stfedem S.
4. Spojime ve spravném potadi.

Diskuze:

Uloha ma pravé jedno Feseni, protoze zobrazeni bodil je jednoznané uréené.
Pedagogickid poznamka: Pii feseni prikladu C.3 nemusi 7zaci zobrazovat vSechny
sttedy pulkruznic, staci pouze jeden stfed a polomér, zbytek lze dokreslit bez pouziti
stfedové soumérnosti.
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Piiklad C.4

(C.4.ggb)

Sestrojte obraz trojuhelnika ABC ve stredové soumérnosti, kterd zobrazi vrchol A na
stied strany BC.

ReSeni:

Nalezneme stfed soumeérnosti S, ktery lezi ve stiedu tsecky AA’, jelikoZ se méa bod
A zobrazovat na bod A’. Nésledné staci zobrazit body B, C' ve stfedové soumérnosti
se stiedem S.

Obrazek 4.10: Piiklad C.4 - FeSeni

Konstrukce:

1. S; S lezi ve stiredu usecky AA’
2. Zobrazime body B, C ve stfedové soumeérnosti.

Diskuze: Uloha mé pravé jedno feSeni, protoze existuje pouze jeden stied tsecky
AA.

Pedagogickid poznamka: Nejcastéjsi chyba byla v tom, Ze si studenti Spatné pre-
Cetli zadani a zobrazovali trojihelnik ABC' ve stiedové soumeérnosti se stfedem A’.
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Priklad C.5

(C.5a.ggb, C.5b.ggh)

Narysujte trojuhelnik ABC, ve kterém je ¢ = Sem, o = 60°, § = 95°.
Potom sestrojte obraz trojuhelnika ABC' wve stiedové soumérnosti se stiedem wve
stredu kruznice

(a) vepsané.

(b) opsané.

ResSeni:
Pti feseni vyuzivame znalosti polohy stfedu kruznice opsané a vepsané trojihelniku:

1. Stied kruznice opsané trojihelniku je prusecik os stran trojihelniku.

2. Kruznice vepsana trojihelniku ma stied v pruseciku os vrcholovych thli troj-
thelniku.

Konstrukce:

c;c=3cm

— AX;|/BAX| = a =60°
— BY;|/ABY| = =95°
C;C =— AXN — BY
trojihelnik ABC

Najdeme stied S kruznice vepsané (popf. opsané).

No Ot W =

Zobrazime vrcholy trojihelnika A, B, C' ve stfedové soumérnosti se stifedem S.

Diskuze:
Uloha ma pravé jedno fesSenti, jelikoz existuje vidy pouze jeden stied kruznice opsané
nebo vepsané.

48



Obrazek 4.11: Priklad C.5(a) - FesSeni

Obrazek 4.12: Priklad C.5(b) - feSeni
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Priklad C.6

(C.6.ggb)

Sestrojte trojuhelnik K LM, ve kterém je ¢ = Tem, a = 30°, B = 6(°.
Potom sestrojte obraz trojuhelnika K LM ve stredové soumérnosti se stredem v te-
Ziste trojuhelnika K LM .

Reseni:

vy

Obrazek 4.13: Piiklad C.6 - feSeni

Konstrukce:
1. ¢;e=|KL|="Tem
2. > KX;|/LKX| =a=30°
3. > LY;|/KLY| =/ =60°
4. M; M =— KAXN — LY
5. trojihelnik K LM
6. 17T je tézisté trojihelnika K LM
7. 5(T): KLM — K'L'M’

Diskuze:
Uloha mé pravé jedno teseni, protoze kazdy trojihelnik mé pouze jedno tézisté.
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Piiklad C.7

(C.7.ggb)

Jsou ddany ctyri libovolné kruznice ki, ko, k3, ky, které se neprotinaji a bod S. Sestrojte
rovnobéznik ABCD se stiedem S, jehoZ vrcholy A, B,C, D lezi po tadé na kruZni-
cich kl, kg, ]{53, ]{54.

ReSeni:

Jelikoz u rovnobézniku se thlopricky pili a strany jsou navzajem rovnobézné, pri-
se¢ik uhlopricek je potom stiedem soumérnosti daného rovnobézniku. Zadany bod S
bude tedy stfedem soumérnosti hledaného rovnobézniku. Vrcholy rovnobézniku lezi
postupné na kruznicich ki, ko, k3, k4, vrchol C bude obrazem vrcholu A ve stfedové
soumérnosti podle bodu S a bod D bude obrazem bodu B ve stfedové soumérnosti
podle bodu S. Pii hledani napt. vrcholu C vyjdeme z toho, 7Ze lezi na kruznici ks a
je obrazem bodu A, protoze bod A lezi na kruznici k; bude lezet bod C' na obrazu
kruznice k}. Bod C lezi na pruseciku kruznice k3 a k]. Obdobné najdeme i ostatni
vrcholy. Lze vyuzit i rovnobéznosti protilehlych stran pii hledani posledniho vrcholu.
Na nize uvedenych obrazcich je nejdiive zobrazen pouze jeden ¢tyttuhelnik pro veétsi
nazornost. Druhy obrazek obsahuje jiz vSechna feSeni.

Obréazek 4.14: Priklad C.7 - ¢ast FeSeni
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Obréazek 4.15: Priklad C.7 - celé feseni

Konstrukce:

1. S(S) : ks — Ky, ko — kb kg — Kb ky — k)
2. A=k Nk,

3. B;B=FkyNkj

4. C;C =k3Nk)

5. D;D =kyN K}

6. rovnobéznik ABCD

Diskuze:
Podle zvolené polohy kruznic muzeme dostat zadné, jedno, dvé nebo ¢tyfi reseni.
Regen{ neexistuje, pokud nebude existovat prisecik kruznic k; a ky, ko a Kb, ks a
5, k4 a K}, Jedno TeSeni, a to konkrétné ¢tverec nebo kosoétverec nastane, pokud se
kruznice budou dotykat v jednom bodé. Dvé feSeni nastanou, pokud se dvé dvojice
kruznic protnou ve dvou bodech a druhé dvé dvojice budou mit pouze jeden spole¢ny
bod. étyfi feSeni nastanou, pokud se budou kruznice protinat ve dvou bodech.
Pedagogickd poznamka: Vétsina zaku zapomnéla propojit vSechny kombinace
bodi, tim se ochudila o néktera feseni. Pokud budou mit Zaci s danym piikladem
problémy je vhodnéjsi ho zafadit az nakonec a piedsunout piiklady C.8 - C.10.
Princip feSeni je podobny.
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Priklad C.8

(C.8.ggb)

Je ddna primka p, kruznice k(S,r) a body Ay, By tak, Ze Ay se nerovnd B a nelezi
ani na primce p ani na kruznici k. Sestrojte trojuhelnik ABC' tak, aby A € p, B € k
a body Ay a By byly po Tadé stiedy stran BC o AC.

ReSeni:

Bod A; ma byt stiedem strany BC', proto body B, C' jsou stfedové soumérné podle
stitedu A;. Bod B; méa byt stiedem strany AC, proto body A, C jsou stiedové sou-
mérné podle stifedu B;. Bod A ma lezet na piimce p a bod C je s nim stfedové
soumérny podle bodu By, proto bod C' musi lezet na obrazu pifimky p ve stiedové
soumérnosti se stfedem B;. Zarovei bod B mé lezet kruznici k a je stfedové sou-
mérny s bodem C' ve stiedové soumérnosti se stfedem A;, proto bod C musi lezet
na obrazu kruznice k ve stiedové soumérnosti se stfedem A;. Z toho vyplyva, ze bod
C' lezi na obrazu kruZnice k' a zaroven na obrazu piimky p. Bod B najdeme jako
obraz bodu C ve stfedové soumérnosti se stiedem B;. Bod A nalezneme jako obraz
bodu C ve stfedové soumeérnosti se stfedem Aj.

Obrazek 4.16: Piiklad C.8 - feSeni

Konstrukce:

1. S(A) ik — K
2. S(By) :p—7p
3. C;C=kKnyp
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4. B;S(A;):C — B
5. A;S(By):C— A
6. trojuhelnik ABC

Diskuze:

Podle zvolené pocateéni polohy kruznice k a piimky p ma tloha zadné, jedno, nebo
dvé fegeni. Uloha nema zadné feSeni, pokud neexistuje prise¢ik kruznice &’ a piimky
p’. Pokud je piimka te¢nou ke kruZnici dostaneme jedno feSeni. Pokud p¥imka pro-
tind kruznici ve dvou bodech, dostaneme dvé reSeni.
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Priklad C.9

(C.9.ggb)

Jsou ddny dvé soustiedné kruznice ki(O,ry),ke(O,r9),r1 > 1o a bod S leZici na
mensi z nich. Sestrojte rovnobéinik ABCD se stiedem v bodé S, jehoZ vrcholy lezi
na dangch kruznicich.

ReSeni:

Pti feseni vychazime z feseni pfikladu C.7. Bod S je stfedem soumérnosti hledaného
rovnobézniku ABCD. Jestlize bod A lezi na kruznici ko, musi bod C' jako jeho obraz
lezet na obrazu kj, proto C' € k) N ky, obdobné pro body B, D.

Obrazek 4.17: Piiklad C.9 - feSeni

Konstrukce:

k1;S(S) : k1 — K,
A,B;{A,B} = K, Nk,
C,D;S(5):A—-C,B— D
rovnobéznik ABC D

Ll

Diskuze:
Podle velikosti poloméru kruznic k; a ky ma tloha zadné nebo jedno feSent:

1. r < 2ry 1 feSeni

2. r1 > 7r9 7zaddné reSeni.
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Piiklad C.10

(C.10.ggb)

Je ddna kruznice k(S,7) a bod A, ktery je uoniti kruznice k, a primka p, kterd nemd
s kruznici Zadny spolecny bod. Najdi vsechny usecky KL taok, aby K € k a L € p
takové, aby bod A byl stiedem isecky K L.

Reseni:
Pti feSeni opét vychézime z piikladu C.7 - C.9.
Bod A je stfedem tsecky K L. Jestlize bod K lezi na kruznici k, musi bod L jako

jeho obraz leZet na obrazu kruznice k' ve stiedové soumérnosti se stfedem A, proto
L=Fnp.

Obrazek 4.18: Priklad C.10 - feSeni

Konstrukce:

kK S(A) : k— K
LiL=Knp
K;S(A): L - K
usecka KL

==

Diskuze:

Uloha méa 7adné, jedno nebo dvé feSeni. Zalezi na vzajemné poloze piimky a kruz-
nice. Regen{ neexistuje, pokud neexistuje prisecik obrazu kruznice k a primky p.
Pokud je ptimka p te¢nou obrazu kruznice k, dostaneme jedno fesSeni. Pokud piimka
p protind kruznici k&’ ve dvou bodech, dostaneme dvé feSeni.

Pedagogickd poznamka k tiloham C.8 - C.10: Ulohy jsou si navzijem velmi
podobné. Mozné by stacilo zaradit pouze jednu, nanejvys dveé.
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4.2 Oveéreni pracovnich listi

Pracovni listy - stfedova soumérnost byly ovéfeny v ramci predmétu Seminaf z ma-
tematiky ve tfetim ro¢niku na Gymnaziu Jindficha Simona Baara v Domazlicich.
V tomto seminaii zaky pripravujeme k profilové maturité z matematiky a materialy
byly pouzity k opakovani uciva.

Zakladni pravidla jsem se zaky zopakovala na uvodnich ptikladech - zobrazeni bodu,
piimky a kruznice. ZAci byli schopni podle praktické zkuSenosti sami doplnit defi-
nici ¢i postup pii zobrazovani kruznice, avSak formélni stranka zapisu nebyla vzdy
v poradku.

Motivacni piiklad i pro takto staré zaky byl velmi poutavy, i kdyz kviili nedostatku
¢asu jsme ho nedokreslovali cely.

Priklad C.1 byl pro zéky obtizny. Na podobna zadani nejsou zvykli, proto jeho fe-
Seni zabralo vice ¢asu, nez jsem predpokladala, cca 7-10 minut. Piiklady C.2 - C.4
byly pro zaky jednoduché; jejich zadani se shoduje s béznym zadavanim piiklada. U
prikladu C.5 - C.10 jsem postupovala tak, 7e si nejdfive Zaci samostatné piipravo-
vali svéa TeSeni, nasledné jsem pustila applet a komentovala pfipravenou konstrukei.
V zavéru jsme diskutovali o poc¢tu feSeni a co jej ovliviiuje. Opét jsme vSe ukazovali
na appletu (zména vzajemné polohy zadanych dtvara).

Celé testovani pracovnich listu probihalo béhem dvou dvouhodinovych seminéfi s
tim, ze v prvnim bloku jsme prosli Gvod stfedové soumérnosti, zakladni konstrukéni
dovednosti a piiklady z procviceni C.1 - C.4. V druhé ¢asti jsme se vénovali naroc-
néjsim piikladim C.5 - C.10, pficemz nejvétsi ¢ast seminafe byla vénovana diskuzi
0 poctu feSeni.

Na zavér jsem rozdala malé dotazniky, abych zjistila, jak se studentiim s pracovnimi
listy pracovalo. Vyplnéni dotaznik bylo anonymni.

Dotaznik - stfedova soumérnost - 3.ro¢niky:

1. Jsou pro Vas pracovni listy srozumitelné? ANO - NE

2. Uvitali byste ¢astéji vyuku pomoci pracovnich listi? ANO - NE

3. Upfednostiujete pokud ucitel rysuje (¢rtd) na tabuli, nebo pokud méa pfipra-
venou animaci? TABULE - ANIMACE

5. Vyuzijete pracovni listy i pfi dalsi vyuce? ANO -NE
Pokud ANO, jak?

Vsichni dotazovani zaci uvedli, ze pracovni listy jsou pro né srozumitelné a uvitali by
¢astéjsi vyuku s jejich pomoci. Na tieti otazku, zda uptednostnuji nac¢rtky na tabuli
¢i pocitacovou animaci, se jiz odpovédi lisily. Pfesné polovina zaka dava prednost
Ostatni zaci oznacovali vzdy jeden z piikladi C.8 - C.10. Pouze jeden zék oznagdil
priklad C.3. TH ¢tvrtiny zaku vyuziji pracovni listy i p¥i dalsi vyuce, nejéastéji jako
material pro opakovani k maturité.
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Kapitola 5
Prace s nadanymi zaky

V ramci prace s nadanymi zéky jsem pfipravila nékolik témat pro StFedoskolskou
odbornou ¢innost pro zaky tietich a ¢tvrtych rocniki vysstho gymnazia. Témata
byla nabidnuta zakiim v ramci pfedmétu Seminaf a cvic¢eni z matematiky a volitel-
ného predmétu Deskriptivni geometrie. Nize uvadim soupis témat s kratkou anotaci.
Ne vSechny naméty plné souvisi s tématem diplomové prace, ale rozhodla jsem se je
uvést vSechny, jelikoz plné koresponduji s mym studovanym oborem a jiz aprobova-
nymi pfedméty, které vyucuji na Gymnazium J. S. Baara v Domazlicich. Prvnf dvé
témata byla vytvorena v souvislosti s diplomovou praci a s cilem rozsitit o ilohy mo-
tivujici a ilohy pro nadané zaky. Nékterd témata jsou jiz zpracovana a Zaci se s praci
ucastnili prehlidky stfedogkolskych odborné ¢innosti (jejich umisténi je uvedeno u
zadani).

5.1 Nabidka témat SOC

5.1.1 Geometricki zobrazeni v tilohach matematickych olym-
piad

Obor ¢. 12: Tvorba ucebnich pomicek a didaktické technologie

Téma bylo jiz zpracovano - 4.misto v krajském kole prehlidky stfedoskolské odborné
¢innosti.

Anotace:

Cilem prace je sestavit sbirku feSenych geometrickych tuloh na uziti zobrazeni. Ze
starsich zadani matematickych olympiad vyberte ulohy tykajicich se geometrickych
zobrazeni. Nasledné tlohy zpracujte za pomoci dynamického softwaru Geogebra.
Vytvorte pracovni listy, které budou obsahovat: zadéani, feSeni a diskuzi. Praci je
vhodné doplnit i webovou strankou, kterd bude obsahovat applety s moznosti kro-
kovani.
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5.1.2 Gotické kruzby

Obor ¢.1: Matematika a statistika

Téma bylo jiz zpracovano - 1.misto v krajském kole prehlidky stfedoskolské odborné
¢innosti s postupem na celostatni prehlidku (uskuteéni se 14. - 16. 6. 2013).
Anotace:

Cilem prace je studium zakladnich gotickych kruzeb, které se vyuzivaji v archi-
tektufe. Vlastni zaméfeni bude vychazet z mistnich podminek. Vyhledani vhodné
gotické stavby a zpracovani gotickych kruzeb, které jsou na stavbé uzity. To vSe za
pomoci dynamického softwaru Geogebra.

5.1.3 Anamorfozy

Obor ¢. 1: Matematika a statistika

Téma je zadano.

Anotace:

Prace by se méla vénovat perspektivnim anamorfézam i fungujicim na principu od-
razu. Z&k by mél pochopit zakladni principy anamorfézy a na zakladé toho vytvorit
nékolik vlastnich. Pii praci by mohl vyuzit program anamorph me.

5.1.4 Pravidelna a polopravidelna télesa

Obor ¢.1: Matematika a statistika (popf. obor ¢ 12: Tvorba ucebnich pomiticek a
didaktické technologie)

Téma je zadano.

Anotace:

Cilem prace je popis vSech Platonskych a Archimédovskych téles: jejich struény po-
pis, vytvoteni 3D papirového modelu i 3D pocita¢ového modelu vytvoreného pomoci
vhodného programu, ukazky siti téles. Dale je mozné se vénovat Kepler - Poinsoto-
vym télesim, prismam a antiprismam.

5.1.5 Matematické origami

Obor ¢.1: Matematika a statistika

Téma neni zadano.

Anotace:

Prace by se méla vénovat prevazné modularnim origami, navodim na jejich slozeni
a konkrétni ukazky. Zpracovani ndvodu miize byt psanou formou ¢i videondvodem
s komentafem. Praci by bylo vhodné doplnit i o kratky matematicky popis téles.
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5.1.6 Vyukova videa s komentarem

Obor ¢.1: Matematika a statistika (popt. obor ¢.12: Tvorba ucebnich pomicek a
didaktické technologie.)
Téma neni zadano.

Anotace:

Zak si vybere vhodné téma z oblasti matematiky a pFipravi vyukova videa s komen-
tafem. Na vybranych ptikladech objasni problematiku daného tématu. Nésledné
vytvoii webovou stranku, kde videa vystavi. Videa by mély byt maximalné 15 mi-
nutové, zameéfend vzdy na konkrétni problém.

5.1.7 Matematika v hadankach

Obor ¢.1: Matematika a statistika

Téma neni zadano.

Anotace:

Cilem prace je vytvoreni sbirky hadanek s matematickym zakladem. U hadanky
uvést TeSeni s vysvétlenim. Praci je mozné obohatit o prezentace.

5.2 Ukazky z SOC

Dvé prace vytvorené pod mym vedenim jiz byly odevzdény a zicastnily se pre-
hlidky stredoskolské odborné ¢innosti. Z obou praci jsem vybrala ukazku a strucné
je popsala.

5.2.1 Geometricki zobrazeni v tilohach matematickych olym-
piad

Téma bylo zarazeno do oboru ¢.12 Tvorba ucebnich pomiicek, didaktickd technologie.
Pivodné byla prace zarfazena do oboru ¢. 1 Matematika a statistika, ale po vytvofeni
webové stranky jsem praci preradila do oboru ¢.12.

Prace se zabyva pocitacovym zpracovanim piikladi z prvnich ro¢niki matematic-
kych olympiad zamérenych na geometricka zobrazeni. Tuto stfedoskolskou odbornou
¢innost zpracoval student tietiho ro¢niku - Tomas Primus.

Prace je ¢lenéna do tii kapitol, z nichz prvni dvé jsou teoretické. Prvni kapitola
se v kratkosti vénuje historii a soucasnosti matematické olympiady. Druh4 kapitola
obsahuje popis jednotlivych geometrickych zobrazeni a jednoduché ilustrativni pii-
klady. Tteti kapitola jiz obsahuje vlastni praci zaka, jsou zde zpracované vybrané
priklady z MO. Vzdy je uvedeno zadani, postup, konstrukce, diskuze a obrazek
s feSenim vytvofenym v programu (Geogebra.
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Cilem této Stfedoskolské odborné ¢innosti bylo sestavit elektronickou sbirku tloh
z riznych ro¢niki matematickych olympiad na téma geometrickd zobrazeni. Praci
mohou vyuzit jako ucebni pomucky jednak zaci, ktefi se pripravuji na MO, ale i
a dostupnost sbirky byla vytvofena webova stranka, kterd obsahuje vSechna feSeni
i s interaktivnim appletem.

http://gymdom.cz/soubory/Soc_ primus_web/soc.html

Ukazka z SOC - Geometrickd zobrazeni v tilohdch matematickych olym-
piad

31. ro¢nik- Z-I-6 stfedova soumérnost

Je ddn lichobéznik ABCD s pravim dhlem p7i vrcholech A, D a se stranami |AB| =
6,|AD| =|CD| =3 . Na jeho stredni piicce je ddn bod S ve vzddlenosti 2 od strany
AD. Sestrojte kosoctverec, ktery md stied v bodé S a uvnitt kaZdé strany lichobéZniku
leZi jeden jeho vrchol.

ReSeni:

Pti konstrukci kosoc¢tverce vyuzijeme toho, ze uhlopficky kosoctverce jsou na sebe
kolmé a vzajemné se pili. Dale vyuzijeme soumérnost kosoctverce podle jeho stiedu.
Oznacime-li M vrchol koso¢tverce na strané AD lichobézniku (viz obr.), lezi protéjsi
vrchol O nejen na strané BC' lichobézniku, nybrz i na tseéce A’D’, kde A'D’ jsou
body soumérné sdruzené k bodim A, D podle stiedu S. Sestrojime tedy nejdiive
prusecik O tsecek BC, A'D’ a k nému vrchol M tak, aby byly body O, M soumérné
sdruzené podle stfedu S. Zbyvajici vrcholy N, P kosoc¢tverce lezi na thlopticce, ktera
prochazi bodem S a je kolmé na thlopticku MO. Najdeme je jako pruseciky této
kolmice se stranami AB a C'D lichobézniku.

Obrazek 5.1: Ukazka z SOC - Tomas Primus
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Shrnuti

Zak k tématu piistupoval se zdjmem. Po vzajemné konzultaci jsme vybrali vhodné
piiklady do sbirky. Béhem dvou mésicti zpracoval teoretickou ¢ast prace a feSeni
k jednotlivym piikladim. Dalsi mésic tvofil applety v Geogebie. S vytvorenim webo-
vych stranek nam pomohl Skolni administrator stranek. V piiStim roce by chtél
student v praci pokracovat a zvolit jinou oblast matematiky, kterou by zpracovaval.
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5.2.2 Gotické kruzby - kostel sv. Mikulase v Ce&ovicich

Téma bylo zafazeno oboru ¢.1 Matematika a statistika, i kdyz pivodné bylo téma
zafazeno do oboru ¢.11 Stavitelstvi, architektura a design interiéri.

Tématem této prace jsou gotické kruzby z hlediska teoretického i praktického. Hlav-
nim cilem je vykresleni kruzeb pouzitych na kostele sv. Mikulase v Cecovicich za
pomoci dynamického softwaru Geogebra. Tomu predchazi teoretické informace o
kruzbach a navody k narysovani zakladnich konstrukeci pouzitych déale v praktickeé
¢asti. Tuto stfedoskolskou odbornou ¢innost zpracovala studentka ¢tvrtého roéniku
- Zuzana Zwaschkova.

Prvni kapitola pojednéva o historickém vyvoji kruzeb, hlavné o prechodu z deskové
kruzby na kruzbu listovou. Dale vysvétluje rozdily mezi jednotlivymi druhy a uvadi
nékteré zvlastnosti gotického slohu, jako je tfeba flamboyantni neboli plaménkovy
styl. V zavéru také popisuje vznik kruzby od jejiho navrhu az po stavbu.

Druhé kapitola se vénuje zakladnim konstrukcim potifebnym pro sestrojeni slozitéj-
Sich tvari kruzeb. Kromé zakladu, jako jsou kruhové a lomené oblouky, jsou tu po-
psany konstrukce trojlistu a ¢tyflistu v kruhu nebo kruznice vepsané mezi oblouky.
Déle je tu sféricky trojihelnik s trojlistem a mniskou a také Ctyflist ve sférickém
¢tverci. U kazdé zdkladni konstrukce je obrazek z Geogebry, doplnény popisem dané
konstrukce. K praci je ptilozené CD s applety, je tedy mozné konstrukce odkrokovat
podle popsané konstrukce.

Obrézek 5.2: Ukazka zakladni konstrukce - ¢tyflist v kruhu

Treti kapitola uz nélezi do praktické ¢asti. Vénuje se historii kostela sv. Mikulése,
uvadi jeho dataci, informace o archeologickych prizkumech a také mozny divod
vystavby. Obsahuje popis architektury kostela, ktery je pro lepsi nézornost dopl-
nény fotografiemi. Strucné je zde popsén také soucasny stav kostela, predevsim jeho
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restauratorska obnova na konci minulého stoleti.

Ctvrta kapitola obsahuje konstrukce kruzeb kostela, narysované pomoci programu
Geogebra. Kostel sv. MikulaSe mé Sest velkych gotickych oken, zakoncenych lome-
nym obloukem s kruzbou, pficemz kazdé okno je zdobené tiplné jinak. V praci jsou
kruzby oznacené ¢isly jedna az Sest. Kromé nich prace také obsahuje rozetu, prola-
mované zabradli tribuny a kruzbu na pozistatku gotické oltaini menzy. V préci je
kazd4 kruzba stru¢né popsand a u nakresu z Geogebry je vzdy fotografie pirislugné
kruzby pro srovnani.

Obrazek 5.3: Srovnani nékresu z Geogebry a fotografie
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Obrazek 5.4: Kostel sv. Mikulage v Ceéovicich

Shrnuti

Prace, kterou studentka vytvorila, je velmi kvalitni. Dokazuje to i postup na celo-
statni prehlidku SOC. P¥i zpracovani se setkala i s Ing. arch. Petrem Malinskym, ve-
doucim projektantem celkové obnovy kostela. Prace by mohla byt vyuzita pii dalsich
opravach kostela a méla by byt zatfazena do okresniho archivu. Jelikoz studentka je
ve ¢tvrtém roc¢niku, bude predkladat praci u pfijimacich zkousek na stavebni fakultu
obor architektura. V praci by chtéla dale pokracovat v ramci vhodného seminéie,
nebo by ji chtéla vyuzit pii psani své bakalarské ¢i ro¢nikové prace.
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5.2.3 Vyuziti praci SOC ve vyuce

Obé prace - Gotické kruzby a Geometrickd zobrazeni v ilohach matematickych olym-
piad by mohly byt vyuzity ve vyuce.

Gotické kruzby vytvorené v Geogebie by mohly poslouzit jako motivac¢ni piiklady
v hodinéch, kde se s osovou a stfedovou soumeérnosti teprve zac¢ina. Zaci by mohli
v kruzbéach hledat osy a stiedy soumérnosti nebo dokreslovat kruzbu, aby byla osové
soumérnd. Zaroven zde dochazi k meziprfemetové vazbé s déjepisem a vytvarnou
vychovou.

Priklady z matematickych olympidd mohou byt vyuzity nadanymi studenty, ktefi
se pripravuji na matematickou olympiadu. Dalsi vyuziti je mozné v hodinach, kde
mohou byt zadany tyto piiklady jako problémové.

K vyuziti praci pii vyuce jesté nedoslo, ale obé prace byly predstaveny zakum pred
jejich obhajobami na okresnim kole a setkaly se s velkym tspéchem, coz mize pod-
porit zdjem zaku o dalsi studium, které neni povinné.
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Zaveér

Matematika hraje v zivoté kazdého ¢lovéka velmi vyznamnou roli, vyuzivime ji kazdy
den. P1i vyuce matematiky se student seznamuje s logickymi postupy, zdivodiuje
svoje zavéry a uci se presnému, jasnému a stru¢nému vyjadiovani. Rozviji pii tom
svoji trpélivost a uci se pirekonavat prekazky.

Geometrie podporuje prostorovou predstavivost a orientaci. Moje diplomova prace je
zamérena praveé na tuto oblast matematiky, a to konkrétné na geometricki zobrazeni.
Pti vybéru tématu jsem vychézela z vlastnich potieb vytvorit materidly, které bych
mohla pfi vyuce vyuzit.

Cilem prace bylo vytvofit a ovéfit pracovni listy pro osovou a stfedovou soumérnost.
Listy byly ovéfeny pii vyuce na Gymnaziu Jindficha Simona Baara v Domazlicich.
Ovéteni probéhlo pii vyuce predmétu Semindf a cviceni z matematiky, ktery je
urcen pro vybrané zaky tretich ro¢niki se zdjmem o matematiku, a dale na niz$im
gymnaziu v ramci piredmétu Matematické cviceni, ktery je vyucovan na rovni sedmé
tridy. ZAci jsou rozdéleni na dvé skupiny podle zdatnosti. Z ovérovani vyplynulo, ze
pracovni listy jsou vhodné jak pro druhy stupen zakladni skoly, tak pro zéky stifedni
skoly.

V8echny priklady z pracovnich listi jsou v praci vyfeseny a doplnény o moje postiehy
7 ovéfovani. Reseni prikladi je popsano jednak slovné, jednak jsou uvedeny popisy
konstrukei a obrazek feseni vytvoreny v Geogebie. Na ptilozeném CD jsou dostupné
i soubory s applety , kde je mozné si konstrukci odkrokovat.

V préci je zahrnuta i kapitola, kterd se vénuje praci s nadanymi zaky - jsou zde
uvedeny navrhy na zpracovani stiedoskolské odborné ¢innosti. Néktera témata byla
pod mym vedenim jiz realizovana. 7 téchto praci jsou zde uvedeny ukazky.

Praci by bylo mozné rozsitit o pracovni listy pro dalsi geometricka zobrazeni - posu-
nuti, stejnolehlost a otoc¢eni. Pracovni listy by bylo mozné obohatit o dalsi priklady
¢i doplnit otazkami nebo vytvorit k nim testy.

V dnesni dobé je pfi vyuce matematiky geometrie ¢asto opomijena, proto bych byla
rada, kdyby tato prace napomohla nékterym kolegtim, ktefi by ji mohli vyuzit ve
své vyuce.
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Priloha A

Seznam pouzitych symboli a znacek

A B... body A, B...

a,b. .. primky a, b. ..

AB tsecka AB

k(S,r) kruznice se stiedem v bodé S a polomérem r
Ae(¢)p bod A lezi (nelezi) na piimce p

A=BRB bod A je totozny s bodem B

A#+B bod A je ruzny od bodu B

P=anb prusec¢ik P piimek a,b

|AB| délka usecky AB

LABC thel pfti vrcholu B

|LABC| velikost thlu pfi vrcholu B

Z zobrazeni Z

1 identita

Z:X — X' bod X' je obrazem bodu X v zobrazeni Z
O(o) 0SOVA soumérnost s osou o

S(S) stiedova soumérnost se stiedem S
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Priloha B

Pracovni listy - Osova soumérnost
vV roviné

Motivaéni priklad:
Obrazek B.1
Nakreslete odraz zamku na hladiné jezera.

Obrazek B.1:
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Definice:
Osova soumérnost s osou o je geometrické zobrazeni v roving, které piifadi bodim
v roviné jejich obrazy podle nasledujicich pravidel:

B.0.4 Zobrazeni bodu

Obrazek B.2
Obrazem bodu A je bod A'.
V osové soumérnosti zobrazte body A,B,C podle osy o.

Obrazek B.2:
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B.0.5 Zobrazeni piimky

Obrazek B.3
Obrazem piimky p je pFimka p'.
V osové soumérnosti s osou o zobrazte primku p.

Obrazek B.3:

Postup:
Zvolite dva body lezici na primce p, které zobrazite v osové soumérnosti s osou o.
Spojnice obrazi bodi bude obraz primky.
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B.0.6 Zobrazeni kruznice

Obrazek B.4 a B.5
Obrazem kruznice k se stfedem O je kruZznice k' se stiedem O'.
V osové soumérnosti s osou o zobrazte kruznici k.

Obrazek B.4:

Obrazek B.5:
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Postup:

1. Zobrazite stfed O kruZnice k.

3. Sestrojite kruznici k'(.................. ).

(Protoze osova soumérnost je shodnym zobrazenim, zachovava se velikost poloméru
kruznice. Tudiz stac¢i zobrazit pouze stfed kruznice a kruznici sestrojit se stejnym
polomérem.)

B.0.7 Osové soumérné utvary

Obrézek B.4

Utvar U, ktery se v osové soumeérnosti s osou o zobrazi na utvar U’ tak, ze U’
je totozny s U, se nazyva osové soumeérny utvar s utvarem U’. To znamena, 7e ke
kazdému bodu naleznete jeho obraz v osové soumérnosti s osou o, ktery rovnéz nalezi
tomuto utvaru.

Pravidelné mnohotuhelniky maji tolik os soumérnosti, kolik maji vrcholt (napf.:
rovnostranny trojihelnik ma tii osy soumérnosti).(2)

Obrazek B.6:
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B.0.8 Priklady k procviceni

Piiklad B.1: U danych ttvard urcete vSechny osy soumeérnosti.

T
o
(]
=
X
[

D

Piiklad B.2: Zobrazte titvary v osové soumérnosti s osou o.
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Piiklad B.3: Zobrazte Gtvar v osové soumérnosti s osou o.

Piiklad B.4: Jsou dany dva rlizné body A, B, které leZi v jedné z polorovin
uréenych p¥imkou p. Uréete na p¥imce p bod X tak, aby soucet |AX |+|BX|
byl nejmensi.

7



Priklad B.5: Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dano
c=b5cm,a =50°a+ b= "Tcm.

Piiklad B.6: Sestrojte ¢tverec ABCD, je-li dano a + e = 10cm.
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Piiklad B.7: Sestrojte vSechny trojahelniky ABC, je-li dan jejich obvod
o= 12cm a thly a = 60°, 8 = 45°.

Priklad B.8: Je dana pfimka o a na ni bod C. Déle jsou dany dvé

navzijem ruznobézné piimky a,b obé rizné od p¥imky o. Sestrojte

vSechny rovnoramenné trojuhelniky ABC tak, aby strana AB byla
zékladnou, téZnice t- lezela na p¥imce o a platilo Aca, Beb.
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Piiklad B.9:Do ¢tverce ABC D vepiSte rovnostranny trojihelnik AY 7
tak, aby Y € BC,Z € CD.

Piiklad B.10: Je dana kruZnice k(S,7) a bod M vné& kruZnice k. Sestrojte
vSechny rovnostranné trojtahelniky, pro néz je k kruznice vepsani a bod
M lezi na primce obsahujici jednu stranu trojtahelniku.
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Priloha C

Pracovni listy - Stredova soumérnost
vV roviné

Motivaéni priklad:
Dokreslete mandalu tak, aby byla stfedové soumérna podle stfedu S. Na zavér ji
miizete vybarvit.

O

QL[
QN

;i
O

&
=
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Definice:
Stiedova soumérnost se stifedem S je geometrické zobrazeni v roviné, které pritfadi
bodim v roviné jejich obrazy podle nésledujicich pravidel:

C.0.9 Zobrazeni bodu

Obrazem bodu A je bod A'.
Ve stfedové soumérnosti se stfedem S zobrazte body A,B,C'.

w
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C.0.10 Zobrazeni pfimky

Obrazem piimky p je p¥imka p'.
Ve stfedové soumérnosti se stfredem S zobrazte primku p.

Postup:
Zvolite dva body na piimce p, které zobrazite ve stiedové soumérnosti se stie-
dem S.
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C.0.11 Zobrazeni kruznice

Obrazem kruZnice k se stiedem O je kruZznice k' se stiedem O’.
Ve stfedové soumérnosti se stfedem S zobrazte kruZnici £ a bod X.

=

Postup:

1. Zobrazite stfed O kruZnice k.

3. Sestrojite kruznici k'(.................. ).

(Protoze stfedova soumérnost je shodnym zobrazenim, zachovava se velikost
poloméru kruznice. Tudiz sta¢i zobrazit pouze stied kruznice a kruznici dopl-
nit. )
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C.0.12 Stiedové soumérny utvar

Utvar U, ktery se ve stiedové soumérnosti se stiedem S zobrazi na ttvar U’
tak, ze U’ je totozny s U, se nazyva stiedové soumérny utvar s atvarem U’. To
znamenad, ze ke kazdému bodu naleznete jeho obraz ve stfedové soumérnosti
se stfedem S, ktery rovnéz nélezi tomuto tutvaru.

Najdéte stfedové soumérné ttvary a urcete stfed soumérnosti.
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C.0.13 Priklady k procviceni

Priklad C.1: Doplite vyzdobu dlazdice tak, aby byla stfedové soumérna
podle st¥edu S (resp.5’).

Priklad C.2: Narysujte obraz mnohothelnika ve stifedové soumérnosti se
stifedem S (resp. S’, S”).

B D K
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Priklad C.3: Zobrazte utvar ve stfedové soumérnosti se stfedem S.

Piiklad C.4: Sestrojte obraz trojahelnika ABC' ve stifedové soumérnosti,
ktera zobrazi vrchol A na stfed strany BC.
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Priklad C.5:Narysujte trojahelnik ABC, ve kterém je ¢ = 3cm, a =
60°, 8 = 95°.
Potom sestrojte obraz trojihelnika ABC ve stfedové soumérnosti
se stfedem ve stfedu kruZnice

(a) vepsané.

(b) opsané.

Priklad C.6:Narysujte trojahelnik K LM, ve kterém je ¢ = 7Tcm, a =
30°, 5 = 60°.
Potom sestrojte obraz trojuhelnika K LM ve stfedové soumérnosti
se stfedem v té&zisti trojahelnika K LM.
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Priklad C.7:Jsou dany ¢étyti libovolné kruZnice ki, ko, k3, k4, které se
neprotinaji a bod S. Sestrojte rovnobéZnik ABCD se stifedem S,
jehoz vrcholy A, B, C, D lezi po fadé& na kruznicich ki, ko, k3, ky.

Ky .
ks

‘kz
S
[
‘ k4

Piiklad C.8:Je dana p¥imka p, kruZnice k(S,r) a body A, B; tak, zZe
Ay se nerovna B; a neleZi ani na pfimce p ani na kruZnici k.
Sestrojte trojahelnik ABC tak, aby A € p, B € k a body A; a B; byly
po fadé stfedy stran BC a AC.

O
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Priklad C.9:Jsou dany dvé soustiedné kruzZnice
k1(O,r1),ke(O,re),r1 > 1y a bod S leZici na men$i z nich. Sestrojte
rovnobéznik ABCD se stfedem v bodé& S, jehoZ vrcholy lezi na
danych kruzZnicich.

Piiklad C.10:Je dana kruZnice k(S,r) a bod A, ktery je uvnit¥
kruznice k a piimka p, kterd nemad s kruZnici zadny spole¢ny bod.
Najdi vSechny tse¢ky KL tak, aby K € k a L € p takové, aby bod A

byl stfedem tsecky K L.
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