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Multigrid with aggressive coarsening for elliptic problems
in 2D

Pavla Frankovi

Cilem price je verifikovat teoreticky vysledek [18] numerickymi
testy pro dvoudimensionalni problém na reguldrnich koneénéprvkovych
sitich. V [18] je dokdzdno, Ze pii poZiti specidlniho polynomidlniho
hladi¢e stupné alespoii Chy/hyy1 na viech trovnich I, multigrid kon-
verguje nezavisle na agresivité zhrubovani (t.j. velikosti hrubych
prostort). Vyse uvedend numerickd verfikace byla provedena zcela
uspokojivym zptsobem na velmi dobré tirovni.

Price zagind dvodem do variaéni formulace eliptickych rovnic.
Jsou zavedeny prostory spojitych a integrovatelnych funkef a So-
bolevovy prostory. Variaéni (slabd) formulace je diskutovdna pro
Poissonovu rovnici. Jednoznaénd fesitelnost je dokdzana. Prace pak
pokracuje ivodem do metody koneénych prvki pro fesenf skaldrniho
eliptického problému druhého fddu. Je popsdna asemblace matice
tuhosti a jsou uvedeny zdkladni interpolaéni odhady pro pifpad
s plnou eliptickou regularitou. Nésleduje obsfrny tivod do metody
multigrid a nékterd zakladni odvozeni.

Hlavni (a skutecné tvirei) ¢ést zacind Kapitolou 3. V této kapi-
tole jsou uvedeny detaily implementace metody a numerické expe-
rimenty. Piiklady jsou sprévné voleny a jejich vysledky jsou prezen-
tovany srozumitelné.

Autorka préce prokazala hluboké védomosti z funkcionalni analyzy,
teorie funkénich prostord, parcidlnich diferencidlnich rovnic, linedrn{
algebry a numerické anlyzy. Implementace multigridu na hnfzdénych
sitich v jazyce Matlab je rovnéz na vyborné drovni. Praci hodnotim
velmi vysoko a navrhuji nejvyssi moZné ohodnoceni.

Petr Vansk



Posudelk k diplomové prici Be. Pavly Frailové, MSe.

»Vinltigrid with Aggressive Coarsening for Elliptic Problems in 21

Prace se zabyva geometrickym multigridem pro FeSeni soustav linedrnich rovaic
vzeslych z diskretizaci eliptickych Gloh metodou koneénych prvki ve 2 dimenzich. Zvlasté se
studuje agresivani zhrubovani a polynomidlni zhlazeni. Krom# tvodu do metody koneénych
prvkd, iteradnich meiod a multigridu jsou vprici vlasini numerické experimenty
demonstrujici nedavné teoretické vysledky dr. Vaiika a dr. Breziny. Téma diplomové préce je
narotné a aktualni.

Prace je psana vangli¢ting. Je &lendna do i kapitol. V prvni kapitole autorka
pfipominéd Sobolevovy prostory, variaéni formulaci Poissonovy rovnice, metodu koneénych
prvki a apriorni odhad chyby diskretizace. Druha kapitola je vénovana iteraénim metodam
pro symetrické pozitiviné definitnd soustavy linedrnich rovnic a multigridu. Je ukézin
zhlazujici efekt iteradnich metod. Déle je uvedeno nékolik variant multigridu a poznatky z
analyzy. Zavér druhé kapitoly je kliovy, popisuje polynomidlni zhlazeni a hladkou
prolongaci. Posledni kapitola je vénovana implementaci a numerickym vysledktim, které jsou
v souladu s praci Vaiika a Breziny.

Logicka strukiura kapitol 1 a 2 znalému &tenéii pfipomene zdklady variacnich
formulaci 2d eliptickych rovnic, aproximaci fefeni metodou konednych prvki a efektivni
numerické Fefeni multigridem. Popis hladkého zhlazeni a prolongace je mén€ znim a z textu
se zt€Zi vstiebavd. Dle mého nizoru tato Cast vyZzadovala vice neZ tfi strany, anebo
vykladem. Pro velké mnoZstvi pfeklept a nesouvislost vykladu usuzuji, Ze sepisovéani nebylo
vénovano dosatek tsili. Problematika multigridu je vSak velmi ndroénd a jeji metodicky
vyklad v diplomové praci je ambicidézni ikol.

Po kompiladni praci vkapitolach 1 a 2 popisuje tfeti kapitola ¢astecné vlasini
implementaci metody a pfinasi ptivodni numerické vysledky. 7 nich lze usoudit, Ze agresivni
zhrubovani spolu s polynomialnim zhlazenim je efektivai alternativou k tradi¢nimu
multigridu. Zajimavé by bylo srovnani vypocetnich a pamétovych nérokd a identifikace typl
uloh, pro néZ je navrZend metoda lepsi. Musim zde bohuZel konstatovat, Ze tieti kapitola je
sepsana ledabyle a vyZaduje po Ctenafi velké usili k pochopeni zamé&ri autorky. Namétkou
uvadim tyto nedostatky:

1. V odstavei 3.1.1 je formulovéna tiloha, na niZ ve zbytku prace vZ neni odkaz.

2. V odstavci 3.3 se hovoii o Neumannové tiloze, pfi¢emz uvedend okrajova podminka je
Dirichletova typu.

3. V textu jsem nenaSel odkazy na obrazky 3.6-3.9 2 3.13.




4. Postraddm nAzvy tabulek. Na ngkteré z nich nejsou z textu ani odkazy, coZ je Cinf
nesrozumitelné.

5. Zavéredny odstavec o uloZeni fidkych matic je rugivy, hodil by se spie do piilohy.

Prici Be. Fraiikové doporucuji uznat jako kvalifikacni. Praci hodnotim znidmkou
velmi dobfe.

Mém jediny dotaz. V konstrukci hladkého zhlazeni se v Lemma 4 objevuje polynom
s kofeny, které maji vztah ke kofentim Cebysevova polynomu. Je tato souvislost hlubsi?

V Ludgetovicich, 7. ¢ervna 2013
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PredioZena diplomova préace se vénuje problematice agresivniho zhrubovani sité v metodé multigridu pro
dvourozmérné eliptické rovnice. Prace je rozdélena do tfi hlavnich ¢asti. V prvni &asti je uvedena fefend
tloha, jeji variacni formulace a zdklady metody konecnych prvk(. Ve druhé ¢asti autorka popisuje princip
iteraCnich metod, metodu multigridu a v zavéru se kratce vénuje novému pohledu na zhrubovani sité a
zhlazeny prolongator. V posledni ¢asti nalezneme prehledy numerickych feSeni nékolika ptikladl
eliptickych dvourozmérnych uloh. Jsou zde porovnany podty cykl( a doby Feseni Gaussovy-Seidelovy
iteralni metody a metody multigrid s Gaussovym-Seidelovym hladi¢em a s polynomialnimi hladici riznych
stupfid. Numerické vysledky potvrzuji, ¥e rostouci stupef a vhodnd volba polynomu pro hlazeni dobie
kompenzuje zpomaleni konvergence viivem vétsich agregatll. Zavérecna diskuse je vénovéna
implementacim pfisluinych algoritm( v Matlabu a ve Fortranu, planovéni feSeni dii¢ich nicméné
podstatnych implementadnich otdzek a moZnosti paralelizace vypocltu.

Spinéni cill prace:
Viechny deklarované cile byly spinény. Navic byly vypocty uskuteCnény nejen v Matlabu ale i pomoci
vlastnich programi ve Fortranu. Implementaci ve Fortranu lze lépe vyuZit pro dalii zdokonaleni algoritmu.

Matematickd {odbornd) Uroveri:

Prace zasahuje do nékolika obor( numerické matematiky: do teorie variaCnich metod a odhadli chyb a do
numerického feSeni metodou multigrid vEetné novych teoretickych vysledkd pro zhlazené agregace.
Autorka predvedia, Ze se v uvedenych oblastech orientuje a Ze dokdze pfislusné vysledky pouZit pro
numerické vypodty.

Graficka, jazykova a formaini Groveri:
Prace je napsana v anglickém jazyce, ma vysokou grafickou a formalni Groven. Jedinym nedostatkem je
mnoho pieklepd, které vsak téméF nebrani srozumitelnosti textu.

Ceikové zhodnoceni:

Prace je velmi zdafild. Ocefuji, Ze se autorka dokazala seznamit se zdkladni teorii varianich metod a
metody multigridu a Ze soucasné prokdzala schopnost realizovat souvisejicl vypocty pomoci vlastnich
programi. To tvofi dobry zdklad pro hiubsi porozumeéni témto metodam a pro ziskani dalsich eventualng i
samostatnych vysledkd. Navrhuji zndmku vyborné.

Otazky:

1. Lze na zakladé numerickych vypodétl odhadnout vztah optimalniho stupné polynomu pro zhlazené
agregace a velikosti jednotlivych agregatd?

2. MlZe zphsob vybéru agregat ovlivnit efektivitu vypoftu? Presnéji: Je geometricka blizkost dvou uzll
vidy dobrym kriteriem pro zafazeni pfislusnych stupii volnosti do stejného agregatu?

Praci doporutuji ~ nedeporuduli uznat jako kvalifikaéni {nehodici se Skrinéte).

Navrhuji hodnoceni zndmkou:

vyborné

Datum, jméno a podpis: 9. Cervna 2013, lvana Pultarovd
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