
ZÁPADOČESKÁ UNIVERZITA V PLZNI

FAKULTA APLIKOVANÝCH VĚD
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odborné literatury a pramen̊u uvedených v seznamu, který je součást́ı této
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Abstrakt

Jedńım z ćıl̊u této práce je popis evolučńı teorie her a zavedeńı pojmu dyna-
mický evolučńı graf, jako modelu pro vývoj kooperativńıho chováńı. Při po-
pisu evolučńıho grafu vycháźıme z teorie náhodných graf̊u, konkrétně scale
- free graf̊u, které slouž́ı jako vhodný prostředek pro popis interakćı v mo-
delech vývoje kooperativńıho chováńı. Scale - free grafy jsou i vhodnými
modely využ́ıvaj́ıćı se k popisu mnoha reálných śıt́ı. Z d̊uvodu absence uce-
lené matematické teorie pro popis vývoje kooperativńıho chováńı na kom-
plexńıch evolučńıch grafech je v této práci kladen d̊uraz na simulačńı př́ıstup
při analýze výsledk̊u. Hlavńım ćılem této práce je, jak rigidita může změnit
a obohatit obraz dlouhodobého kooperativńıho chováńı na modelech simu-
lace. Zvažujeme dva typy rigidity. Prvńım typem rigidity rozumı́me fixaci
strategie na vrcholu s nejvyšš́ım stupněm. Pak jsou definovány r̊uzné rigidity
pro každou strategii zvlášt’ (ne jen pro vrcholy modelu). Důležitým výstu-
pem této práce je zjǐstěńı významného vlivu rigidity na vývoj kooperativńıho
chováńı.

Kĺıčová slova: Náhodný graf, scale - free graf, evolučńı teorie her, dynamic-
ký evolučńı graf, užitková matice, aktualizačńı pravidlo - imitace.
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Abstract

One of the goals of this thesis is the description of evolutionary game the-
ory and the introduction of the concept of a dynamic evolutionary graph as
a model for the evolution of cooperation. We use the theory of random graphs,
specifically scale - free graphs, and describe the evolutionary graph. Scale -
free graphs are used as suitable tools for analyzing interactions in models
for evolution of cooperation. Scale - free graphs are used to describe many
real networks. Because of the absence of a formal mathematical theory to de-
scribe the evolution of cooperation in complex evolutionary graphs emphasis
lies on the simulation approach. The major question of this thesis is how
rigidity can modify and enrich the picture of long-term behavioral patterns.
We consider two types of rigidities. First, the hub’s strategy is fixed infinitely.
Then, the different rigidities are defined for each strategy (rather than for
vertices). An important result of thits thesis is the finding of a significant
effect of rigidity on the evolution of cooperation.
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5.1.2 Pr̊uměrná užitková funkce . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.2 Vliv rigidity vrcholu v modelu na vývoj kooperativńı strategie 31
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5.4.1 Agregovaná užitková funkce . . . . . . . . . . . . . . . 43
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1 Úvod

Jednou z oblast́ı matematiky, která se zabývá analýzou konfliktńıch roz-
hodovaćıch situaćı, je teorie her. Prostřednictv́ım jej́ıho aparátu lze nalézt
rovnovážné řešeńı modelované situace, př́ıpadně určit, které vlivy zp̊usob́ı
vychýleńı ze stavu rovnováhy apod. Teorie her je využ́ıvána v mnoha oborech
a velmi významnou roli hraje předevš́ım v ekonomii a biologii. Jedńım z odvět-
v́ı teorie her je evolučńı teorie her, kde hlavńı motivaćı byla potřeba umět
analyzovat a popisovat chováńı r̊uzných biologických model̊u. V principu jde
o propojeńı teorie graf̊u, reprezentuj́ıćı model interakćı mezi jednotlivými vr-
choly, teorie her, jako rozhodovaćıho aparátu, a teorie dynamických systémů.
Z d̊uvodu absence ucelené matematické teorie využ́ıváme simulačńı př́ıstup
k popisu vývoje kooperativńıho, resp. nekooperativńıho chováńı na rozsáh-
lých evolučńıch grafech. Simulace jsou dominantńım postupem při popisu
jejich vlastnost́ı a hraj́ı zásadńı roli při popisu nových jev̊u v této oblasti.

Model vývoje kooperativńı strategie, který je prezentován v této práci, má
podobu scale - free grafu, konkrétně Barabási - Albert modelu. Scale - free
grafy jsou na základě svých specifických vlastnost́ı velmi vhodnými modely,
které se využ́ıvaj́ı k popisu mnoha reálných śıt́ı. Z tohoto d̊uvodu propojeńı
reálných śıt́ı s teoretickým modelem jsou častým objektem při zkoumáńı
vývoje kooperativńı resp. nekooperativńı strategie.

V práci je modelována, za pomoćı poč́ıtačové simulace, interakce mezi jed-
notlivými vrcholy modelu, které vykazuj́ı dvě základńı schopnosti. Jde o schop-
nost sehrát hru a schopnost zvolit jednu ze dvou možných strategíı (v našem
př́ıpadě kooperativńı nebo nekooperativńı strategii) a to podle znalosti vlast-
ńıho užitku a užitku svého okoĺı (imitace okoĺı). Podstatou simulace je ukázat:

• Jaký vliv má topologie grafu a počet vrchol̊u modelu na vývoj koope-
rativńı, resp. nekooperativńı strategie v modelu?

• Jaký vliv má prvek imitace na rozvoj kooperativńı, resp. nekooperativńı
strategie v modelu? Je zde několik variant modelu lǐśıćı se v imitačńıch
schopnostech vrchol̊u modelu.

• Jaký vliv má rigidita vrcholu s největš́ım stupněm a rigidita strate-
gie na vývoj kooperativńı resp. nekooperativńı strategie na vrcholech
modelu?
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Práce je strukturována následovně.

Navazuj́ıćı Kapitola 2 se zabývá jednotlivými stavebńımi bloky modelu. Prvńı
část (Kapitola 2.1) je věnována základńım pojmům z teorie graf̊u a naš́ı mo-
tivaćı volby scale - free grafu jako základńıho modelu v simulačńım procesu.
Druhá část (Kapitola 2.4) se zabývá teoríı her. Jsou zde popsány základńı
pojmy z teorie her, zadefinována užitková matice a doplňuj́ıćı podmı́nky,
které vedou ke čtyřem scénář̊um her: Plná spolupráce (Full cooperation),
Jestřáb a hrdlička (Hawk and Dove), Lov jelena (Stag hunt) a Vězňovo dilema
(Prisoner’s dilemma).

Kapitola 3 se zabývá evolučńı teoríı her. Jsou zde zadefinovány základńı
pojmy, které vedou k dynamickému evolučńımu grafu. Evolučńı graf je pojem,
který propojuje teorii graf̊u a teorii her. V posledńı části (Kapitola 3.2.1) je
popsán prvek imitace jako aktualizačńı pravidlo simulace.

V Kapitole 4 lze nalézt popis výchoźıho modelu simulace a popis vlastńı
architektury modelu a zapojeńı jednotlivých část́ı do celku.

Ćılem Kapitoly 5 je interpretovat výsledky poč́ıtačových simulaćı. Pozornost
je věnována odlǐsnostem mezi jednotlivými modely simulace a r̊uznými imi-
tačńımi pravidly. Dále je zohledněn i prvek rigidity vrcholu s nejvyšš́ım stup-
něm a rigidity strategie na vrcholech modelu.
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2 Základńı pojmy

2.1 Základńı pojmy teorie graf̊u

Teorie graf̊u je poměrně mladá matematická discipĺına, která je součást́ı
diskrétńı matematiky. Začátky teorie graf̊u klademe do 30. let 18. stolet́ı,
kdy v roce 1736 švýcarský a později pruský matematik Leonhard Euler
vyřešil, ve své práci Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis [8],
problém sedmi most̊u města Královec. Po uvedeńı Eulerova výsledku se gra-
fová problematika v matematice neobjevila v́ıce než sto let. Až v polo-
vině 19. stolet́ı je teorie graf̊u spojena se jmény jako byl Gustav Kirchhoff,
sir William Rowan Hamilton a s mnoha daľśımi významnými matematiky.
Prvńı monografíı zcela věnovanou teorii graf̊u je kniha mad’arského mate-
matika Dénese Königa Theorie der endlichen und unendlichen Graphen [10],
která byla vydána v roce 1936 [9].

V našem př́ıpadě budou grafy sloužit jako vhodný prostředek pro popis inte-
rakćı v modelech vývoje kooperativńıho, resp. nekooperativńıho chováńı.

Při popisu základńıch pojmů z oblasti teorie graf̊u budeme vycházet z násle-
duj́ıćı literatury [9].

Definice 2.1.1 Neorientovaný graf je dvojice G = {V (G), H(G)}, kde V je
konečná množina a H ⊆

(
V
2

)
, přičemž(

V

2

)
= {{u, v} : u, v ∈ V, u 6= v}

je množina všech neuspořádaných dvojic prvk̊u množiny V . Prvky množiny V
nazýváme vrcholy, prvky množiny H pak hrany grafu G. Vrcholy u, v ∈ V jsou
sousedńı, pokud {u, v} ∈ H.

Tato definice grafu neumožňuje, aby mezi dvěma vrcholy vedla v́ıce než jedna
hrana (tzv. násobné hrany). Nepovoluje ani tzv. smyčky, tj. hrany, které spo-
juj́ı vrchol se sebou samým.

Budeme také uvažovat předevš́ım o konečných grafech, tedy takových grafech,
jejichž množina vrchol̊u je konečná.
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Definice 2.1.2 Okoĺım vrcholu v grafu G označ́ıme všechny sousedńı vrcholy
vrcholu v. Znač́ıme N(v).

Definice 2.1.3 Sled z vrcholu v do vrcholu u grafu G je libovolná posloupnost

v = v0, v1, . . . , vk = u,

kde vi jsou vrcholy grafu G a pro každé i = 1, 2, . . . , k je vi−1vi hranou
grafu G.

Sled je tedy jakási
”
procházka“ po grafu, při které v každém kroku přecháźıme

po hraně mezi sousedńımi vrcholy. V rámci této
”
procházky“ můžeme libo-

volný vrchol navšt́ıvit v́ıcekrát, můžeme dokonce i proj́ıt v́ıcekrát po téže
hraně.

Definice 2.1.4 Graf G je souvislý, jestlǐze pro každé dva vrcholy u, v ∈ V (G)
existuje v grafu G sled z u do v. V opačném př́ıpadě je graf nesouvislý.

Označme n = |V (G)| počet vrchol̊u a m = |H(G)| počet hran v grafu G.

Definice 2.1.5 Úplný graf je neorientovaný graf, v němž jsou všechny možné
dvojice vrchol̊u spojeny hranou. Označuje se Kn, kde n je počet vrchol̊u.

Věta 2.1.1 Počet hran m úplného grafu Kn je roven

m =

(
n

2

)
=
n(n− 1)

2
. (2.1)

Důkaz: ([11], str. 49).

2.2 Teorie náhodných graf̊u

Kooperativńı chováńı je nezbytnou podmı́nkou pro existenci moderńıch kom-
plexńıch společenstv́ı a ekonomik, jak je známe dnes. Mnohé z nich tvoř́ı
složité systémy, kde vrcholy jsou prvky těchto systémů a hrany reprezentuj́ı
interakce a vztahy mezi nimi. Mezi takové systémy např́ıklad patř́ı:
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• World-Wide Web (WWW), který představuje neustále rozr̊ustaj́ıćı śıt’,
kde vrcholy jsou reprezentovány webovými stránkami (webpages) a hra-
ny tvoř́ı hypertextové odkazy (URLs) na jiné webové stránky.

• Internet, který tvoř́ı śıt’ mezi poč́ıtači a daľśımi telekomunikačńımi za-
ř́ızeńımi.

• Elektrické rozvodné śıtě, kde vrcholy jsou reprezentovány generátory,
transformátory a rozvodnami, a hrany jsou vedeńı vysokého napět́ı.

• Systémy, které tvoř́ı obrovské genetické grafy, kde vrcholy jsou proteiny
a geny, a hrany tvoř́ı chemické interakce mezi nimi.

Př́ıkladem takového grafu může být nervový systém, kde vrcholy jsou
nervové buňky spojeny nervovými vlákny.

• Složité grafy vyskytuj́ıćı se např́ıklad v sociálńı nebo ekonomické oblasti,
kde vrcholy jsou jedinci nebo organizace ve společnosti a hrany reprezen-
tuj́ı sociálńı resp. ekonomické interakce mezi nimi.

Př́ıkladem sociálńıch systémů může být śıt’ herc̊u, kde herci představuj́ı
vrcholy a hrany reprezentuj́ı jejich společné obsazeńı ve filmu, nebo śıt’
sexuálńıch partner̊u apod. V př́ıpadě ekonomických systémů můžeme
uvažovat śıt’ společnost́ı daného odvětv́ı a jejich interakce mohou být
v podobě spolupráce resp. konkurenčńıho boje mezi nimi apod.

• Biologické systémy, kde vrcholy tvoř́ı jedinci dané populace a hrany
reprezentuj́ı interakce mezi nimi.

Poznámka 2.2.1 Uvedené systémy v mnoha př́ıpadech tvoř́ı orientované
grafy (śıtě). V naš́ı práci však budeme pracovat s neorientovanými grafy.

Při popisu takových systémů vystávaj́ı obt́ıže a to zejména ve složitosti
a komplexnosti jejich topologíı.

Základy, na kterých bylo možné zač́ıt budovat teorii při popisu těchto složitých
systémů, položili koncem 50. let minulého stolet́ı dva významńı mad’aršt́ı ma-
tematici Paul Erdös a Alfréd Rényi [7].

Teorie náhodných graf̊u, kterou popsali, poskytuje široký aparát v této oblasti,
ale z d̊uvod̊u absence dat na velkých grafech, předpovědi a závěry této teorie
byly jen zř́ıdkakdy testovány na výše uvedených reálných systémech. Až pos-
tupem času s rozvojem informačńıch technologíı a źıskáváńım rozsáhlých dat,
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a to hlavně topologie reálných systémů, přináš́ı mnoho možnost́ı pochopeńı
této teorie.

Poznámka 2.2.2 Bylo např́ıklad ukázáno u World-Wide Webu (WWW),
Internetu, śıtě herc̊u atd., nezávisle na systému a jejich složitosti, že pravdě-
podobnost P (k) (náhodně vybraný vrchol v grafu je spojen s přesně k vrcholy)
se ř́ıd́ı tzv. mocninným zákonem (power - law) [3]

P (k) ∼ k−γ.

Grafy, které se ř́ıd́ı t́ımto zákonem, označujeme jako scale - free grafy (bez-
škálové grafy). Tento výsledek znamená, že velké śıtě se samy organizuj́ı
do škálového stavu. Viz. Kapitola 2.3.

Paul Erdös a Alfréd Rényi [7] definovali náhodný graf následuj́ıćım zp̊usobem.

Definice 2.2.1 Náhodný graf G je graf, který vznikl náhodným procesem.

Obrázek 2.1: Vliv parametru p na strukturu vazeb v náhodném grafu.

Definici 2.2.1 si můžeme představit tak, že vezmeme n vrchol̊u grafu G a pro-
jdeme všechny dvojice vrchol̊u, které mohou existovat. Každou dvojici vr-
chol̊u spoj́ıme hranou s předem danou pravděpodobnost́ı p ∈ (0, 1), která je
pro všechny dvojice stejná. Jak můžeme vidět na Obrázku 2.1. Pokud by
byla tato pravděpodobnost 0, znamenalo by to, že v grafu G neexistuje žádná
hrana, pouze množina izolovaných vrchol̊u. Pravděpodobnost 1 naopak zna-
mená, že jsou všechny vrcholy spojeny se všemi a vznikne úplný graf.
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Důsledkem toho a Věty 2.1.1 je celkový počet hran náhodná proměnná se
středńı hodnotou

E(m) = p
n(n− 1)

2
. (2.2)

2.2.1 Rozděleńı stupň̊u vrchol̊u grafu

U náhodných graf̊u lze zkoumat mnoho zaj́ımavých vlastnost́ı. Jednou z nich
je rozděleńı stupň̊u jednotlivých vrchol̊u.

Definice 2.2.2 Stupeň vrcholu v grafu G označuje počet hran grafu G, které
obsahuj́ı vrchol v. Znač́ıme dG(v). Tzn. dG(v) = |N(v)|.

Označme P (k) pravděpodobnost, že náhodně vybraný vrchol v grafu G je
spojen právě s k vrcholy. dG(v) = k.

Nyńı vezmeme graf G o n vrcholech a začneme je mezi sebou spojovat podle
čistě náhodného kritéria. Pravděpodobnost, že vrchol źıská daľśı hranu, bude
pro všechny vrcholy stejná a rovna p, pak dobrou aproximaćı rozděleńı stupň̊u
vrchol̊u v grafu G je binomické rozděleńı Bi(n−1, p) [3] s pravděpodobnostńı
funkćı

P (k) =

(
n− 1

k

)
pk(1− p)n−1−k. (2.3)

Pro dostatečně velké n může být binomické rozděleńı Bi(n − 1, p) aproxi-
mováno Poissonovým rozděleńım Po(np) [3] s pravděpodobnostńı funkćı

P (k) ' e−np
(np)k

k!
= e〈−k〉

〈k〉k

k!
, (2.4)

kde 〈k〉 = p(n− 1) ' pn je pr̊uměrný stupeň vrchol̊u.

Poznámka 2.2.3 Porovnáme-li rozděleńı stupň̊u vrchol̊u pro náhodný graf
definovaný podle Paula Erdöse a Alfréda Rényiho a rozděleńı stupň̊u vrchol̊u
pro scale - free grafy (Kapitola 2.3), tak pravděpodobnost nalezeńı vrcholu
s vysokým stupněm u náhodného grafu klesá exponenciálně s k, a tak vrcholy
s vysokým stupněm prakticky chyb́ı, oproti rozděleńı stupň̊u pro scale - free
grafy, kde vrcholy s vysokým stupněm maj́ı vyšš́ı pravděpodobnost výskytu
oproti náhodným graf̊um.
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2.2.2 Souvislost grafu a pr̊uměr grafu

Daľśı zaj́ımavou vlastnost́ı náhodných graf̊u je pr̊uměr grafu a pr̊uměrná
nejkratš́ı cesta v grafu.

Definice 2.2.3 Cesta z vrcholu u do vrcholu v grafu G je sled

u = v0, v1, . . . , vk = v,

ve kterém se každý vrchol vi, i = 1, . . . , k objevuje pouze jednou.

Definice 2.2.4 Pr̊uměr d grafu G je maximálńı vzdálenost mezi libovolnými
dvěma vrcholy u a v grafu G.

Náhodné grafy maj́ı obvykle malý pr̊uměr grafu a to za předpokladu, že p neńı
př́ılǐs malé. Důvodem je, že u náhodného grafu s velkou pravděpodobnost́ı
počet vrchol̊u na vzdálenost l z daného vrcholu je mnohem menš́ı než 〈k〉l [3].
Dáme-li dohromady 〈k〉l s počtem vrchol̊u n, tak zjist́ıme, že pr̊uměr grafu G
je úměrný

ln(n)

ln(〈k〉)
,

tzn., že existuje pouze logaritmická závislost na počtu vrchol̊u.

Obecným závěrem tedy je, že u většiny hodnot p maj́ı téměř všechny grafy
stejný pr̊uměr. Vezmeme-li v úvahu všechny grafy s n vrcholy a spoj́ıme
vrcholy s pravděpodobnost́ı p, rozsah hodnot, ve kterých se pr̊uměr těchto
graf̊u může pohybovat, je malý a je obvykle asymptoticky soustředěn kolem
hodnoty

d =
ln(n)

ln(np)
=

ln(n)

ln(〈k〉)
. (2.5)

Tato charakteristika nabývá i pro velmi velké n poměrně malých hodnot,
hovoř́ıme v souvislosti s náhodnými grafy o tzv.

”
small world“ efektu.

Nyńı uvedeme několik d̊uležitých výsledk̊u [3]:

• Pro 〈k〉 < 1 se graf skládá z izolovaných část́ı a jeho pr̊uměr je roven
pr̊uměru dané izolované části.
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• Pro 〈k〉 > 1 se graf skládá z izolovaných část́ı, avšak jedna z nich je
větš́ı než ostatńı a nazýváme ji hlavńı shluk.

• Pro 〈k〉 ≥ ln(n) je graf souvislý. Pr̊uměr grafu je soustředěn kolem
hodnoty:

d =
ln(n)

ln(〈k〉)
.

Daľśı zp̊usob, jak charakterizovat š́ı̌reńı v náhodných grafech, je výpočet pr̊u-
měrné vzdálenosti mezi libovolnými dvěma vrcholy grafu G.

Dá se předpokládat, že pr̊uměrná vzdálenost je v tomto př́ıpadě to samé
jako pr̊uměr grafu [3], tzn.:

l ∼ ln(n)

ln(〈k〉)
. (2.6)

2.3 Scale - free graf

Existuj́ı dva hlavńı aspekty reálných systémů (graf̊u) [2], které nejsou za-
členěny do teorie náhodných graf̊u, která byla popsána v Kapitole 2.2.

1. Aspekt r̊ustu

Předpokládáme, že začneme s pevným počtem n vrchol̊u, které jsou
s předem danou pravděpodobnost́ı p náhodně spojeny. (Definice 2.2.1).
Avšak mnoho reálných graf̊u je otevřeno, tzn., že se tvoř́ı pr̊uběžným
přidáváńım nových vrchol̊u do systému v pr̊uběhu času, tak se počet
vrchol̊u zvyšuje po celou dobu života systému.

Tento aspekt si můžeme představit na následuj́ıćıch př́ıkladech. Může to být
sociálńı śıt’ herc̊u, která se zvětšuje vychováváńım nových herc̊u, nebo World-
Wide Web (WWW), který roste exponenciálně v čase přidáváńım nových
webových stránek apod.

V d̊usledku toho je společným znakem těchto systémů, že se neustále rozšǐruj́ı
přidáváńım nových vrchol̊u, které jsou spojeny s již existuj́ıćımi vrcholy.
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2. Aspekt preferenčńıho připojováńı

Náhodný graf předpokládá, že pravděpodobnost toho, že dva vrcholy
jsou spojeny je náhodná a jednotná. Na rozd́ıl od reálných graf̊u, kde se
vykazuje určité preferenčńı připojováńı.

Lze si to představit tak, že nov́ı herci jsou nejčastěji obsazováni do vedleǰśıch
roĺı s již v́ıce zavedenými, dobře známými herci. V d̊usledku toho pravděpo-
dobnost, že nový herec je obsazen se zavedeným hercem je vyšš́ı než, když by
hrál s hercem novým. Podobně nově vytvořené webové stránky se s větš́ı
pravděpodobnost́ı odkazuj́ı na internetové stránky, které jsou již zavedené.

Tyto př́ıklady ukazuj́ı, že pravděpodobnost s ńıž se nový vrchol připoj́ı ke stá-
vaj́ıćımu vrcholu, neńı jednotná. Je větš́ı pravděpodobnost toho, že vrcholy
jsou spojeny se stávaj́ıćımi vrcholy.

Tyto závěry jsou hlavńı motivaćı, proč budeme pracovat s grafy, které jsou
založeny na těchto dvou aspektech.

Poznámka 2.3.1 Motivaćı pro tento typ graf̊u byl vznik śıtě World-Wide
Web (WWW) a na základě mapováńı a sb́ıráńı informaćı o této śıti se začali
objevovat odlǐsnosti, které nezapadaly ani do jednoho z předchoźıch jǐz pro-
zkoumaných model̊u. Např́ıklad jǐz dř́ıve zmiňované rozděleńı stupň̊u vrchol̊u
se neř́ıdilo Poissonovým rozděleńım (2.4). Na World-Wide Web (WWW) se
začalo objevovat malé množstv́ı stránek, které svým stupněm mnohonásobně
přesahovaly všechny ostatńı. A na druhé straně drtivá věťsina ostatńıch źıská-
vala podpr̊uměrný počet odkaz̊u.

Těmto graf̊um se začalo ř́ıkat scale - free grafy, protože v nich neexistuje
typická hodnota vrcholu (škála). Bylo zjǐstěno, že rozděleńı v těchto śıt́ıch je
ř́ızeno pomoćı tzv. mocninného zákona (Obrázek 2.2).
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Obrázek 2.2: Mocninný zákon [1]

Definice 2.3.1 Scale - free graf je souvislý graf, jehož vrcholy vykazuj́ı dis-
tribuci stupň̊u vrchol̊u podle mocninného zákona

P (k) ∼ ck−γ, (2.7)

kde P (k) je pravděpodobnost, že vrchol soused́ı s k jinými vrcholy, c je nor-
malizačńı konstanta a γ > 1 je koeficient distribuce.

Př́ıklady systémů, které se ř́ıd́ı mocninným zákonem [2], [3]:

• World-Wide Web (WWW), který si lze představit jako orientovaný graf
charakterizovaný výstupńım a vstupńım rozděleńı stupň̊u graf̊u

P (k)out ∼ k−γout a P (k)in ∼ k−γin ,

kde γout = 2, 45 a γin = 2, 1.

• Śıt’ herc̊u, která byla zkoumána na on-line databázi1 informaćı o filmech,
televizńıch pořadech, filmových herćıch, apod., se ř́ıd́ı mocninným roz-
děleńım

P (k) ∼ k−γactor ,

kde γactor = 2, 3.

1Internet Movies Database [online]. IMDp.com, Inc. c1990-2013. [cit. 2013-05-15]. Dos-
tupné z: <http://www.imdb.com/>
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• Śıt’ sexuálńıch partner̊u, která byla zkoumána na základě rozsáhlého
šetřeńı v roce 1996 ve Švédsku, kdy byla vytvořena śıt’ sexuálńıch jed-
noročńıch vztah̊u 2810 jedinc̊u, se ř́ıd́ı mocninným rozděleńım

P (k)female ∼ k−γfemale a P (k)male ∼ k−γmale ,

kde γfemale = 3, 5 a γmale = 3, 3.

• Śıt’ citaćı ve vědeckých publikaćıch, kde jsou vrcholy reprezentovány
vědeckými články a orientované hrany referencemi na ně, se ř́ıd́ı moc-
ninným rozděleńım

P (k) ∼ k−γcite ,

kde γcite = 3.

• a mnoho daľśıch.

2.3.1 Pr̊uměr scale - free grafu

Jednou ze zásadńıch vlastnost́ı zkoumaných u těchto typ̊u graf̊u je pr̊uměr
grafu nebo pr̊uměrná cesta v grafu. Tato vlastnost je d̊uležitá v mnoha
oblastech týkaj́ıćı se komunikace a poč́ıtačových śıt́ı, jako je vyhledáváńı
a přenos dat. Všechny tyto procesy pracuj́ı rychleji a efektivněji za předpok-
ladu, že pr̊uměr grafu je malý.

U náhodných graf̊u, které popsali Paul Erdös a Alfréd Rényii, a také u částeč-
ně náhodných graf̊u, jako jsou small - world grafy, je pr̊uměrná cesta mezi
vrcholy grafu velmi malá. Je velmi malá i s ohledem na rostoućı počet vr-
chol̊u v grafu. Tyto grafy se často označuj́ı jako

”
small world“ śıtě. Takové

chováńı bylo prokázáno u mnoha př́ırodńıch, ale i člověkem vytvořených śıt́ı,
které byly uvedeny v předchoźı kapitole.

U scale - free graf̊u je pr̊uměrná cesta grafu výrazně menš́ı než jak bylo
řečeno u graf̊u typu

”
small world“. Pr̊uměrná cesta v scale - free grafu je

závislá na parametru γ rozděleńı stupň̊u vrchol̊u [5]:

1. Pro 2 < γ < 3 je pr̊uměrná cesta odhadnuta

l ∼ ln(ln(n)).
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2. V př́ıpadě Barabasi - Albert modelu, tzn. pro γ = 3, je pr̊uměrná cesta
odhadnuta

l ∼ ln(n)

ln(ln(n))
.

S t́ımto modelem budeme později pracovat (viz. Kapitola 4.1).

3. Pro γ > 3 je pr̊uměrná cesta odhadnuta

l ∼ ln(n).

Na následuj́ıćım Obrázku 2.3 lze vidět porovnáńı pr̊uměrné cesty v scale -
free grafu pro předchoźı tři odhady.

Obrázek 2.3: Vliv počtu vrchol̊u grafu na hodnotu pr̊uměrné cesty v scale -
free grafu v závislosti na parametru γ rozděleńı stupň̊u vrchol̊u.

Scale - free grafy maj́ı tedy pr̊uměrnou cestu mnohem menš́ı, proto se scale
- free grafy označuj́ı jako

”
ultra small world“ śıtě [5].

Pomoćı mocninného zákona lze u reálných śıt́ı popsat systémy dosti r̊uzných
velikost́ı a v r̊uzných fáźıch jejich vývoje. Je očekáváno, že model by měl
poskytnout rozděleńı, jehož hlavńı rysy jsou nezávislé na čase a na velikosti
systému (částečně ověř́ıme v Kapitole 5.1), což znamená, že i přes stálý r̊ust,
systém se organizuje sám do bezškálového stavu.

Daľśı velmi zaj́ımavou vlastnost́ı scale - free graf̊u je relativńı běžnost vrchol̊u,
jejichž stupeň vysoce převyšuje pr̊uměr. Vrcholy s nejvyšš́ımi stupni se často
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nazývaj́ı huby. Tyto huby jsou obklopeny vrcholy s nižš́ımi stupni a tyto
vrcholy ještě s nižš́ımi atd.

Poznámka 2.3.2 Topologie scale - free graf̊u je velmi odolná v̊uči náhod-
nému (při rovnoměrném rozděleńı pravděpodobnosti) odstraňováńı některých
vrchol̊u. Pravděpodobnost, že bude odstraněn hub, je zanedbatelná, protože hu-
b̊u je málo. Pokud je přesto některý odstraněn, s velkou pravděpodobnost́ı z̊us-
tane graf souvislý. Na druhou stranu, když odstrańıme několik hlavńıch hub̊u,
graf se rozpadne na několik izolovaných část́ı. Z tohoto pozorováńı vyplývá,
že huby jsou tedy jak silnou stránkou, tak i Achillovou patou scale - free graf̊u
[4].

2.4 Základńı pojmy teorie her

Vznik teorie her se datuje od roku 1944, kdy John von Neumann a Os-
kar Morgenstern vydali publikaci Theory of Games and Economic Behavior
[18]. Tato teorie se ukázala být vhodná nejen pro řešeńı ekonomických prob-
lémů, ale v té době i pro řešeńı vojenských otázek apod. Daľśım d̊uležitým
mezńıkem pro rozvoj teorie her byla práce John F. Nashe, ve které defino-
val Nashovo ekvilibrium. Za tuto práci źıskal v roce 1994 Nobelovu cenu
za ekonomii.

V následuj́ıćıch kapitolách budou definovány základńı pojmy z teorie her
a bude uvedeno několik př́ıklad̊u týkaj́ıćıch se této problematiky [19]. Tyto
př́ıklady budou pro nás d̊uležité v praktické části této práce.

Definice 2.4.1 Necht’ n ∈ N, n ≥ 2 je počet všech hráč̊u z dané množiny
I = {1, 2, . . . , n}, necht’ Si je neprázdná množina (všech) strategíı i-tého
hráče, i ∈ I a funkce ui : Sn → R, i = 1, 2, . . . , n udává užitkovou funkci
každého hráče i ∈ I, pak uspořádanou trojici

G = {I, {Si}i∈N, {ui}i∈N} (2.8)

nazýváme hrou n hráč̊u v normálńı formě nebo také strategickou hrou.

Definice 2.4.2 Čistou strategíı označ́ıme akci, kterou bude i-tý hráč použ́ıvat
v každém kroku hry, tzn. nedocháźı k náhodnému výběru strategie.
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Definice 2.4.3 Smı́̌sená strategie i-tého hráče

σi = (p1, p2, . . . , pi)

je vektor pravděpodobnost́ı, jehož každý prvek určuje pravděpodobnost použit́ı
př́ıslušné strategie z množiny čistých strategíı. Množinu smı́̌sených strategíı
označujeme Σi.

V daľśı části textu budeme uvažovat hru o dvou hráč́ıch s konečným počtem
strategíı a budeme předpokládat obecné předpoklady teorie her:

1. Hráči jsou racionálńı.

2. Všichni účastńıci hry znaj́ı pravidla a ta se v pr̊uběhu jedné hry neměńı.

3. Hráči maj́ı přehled o hodnotách ve hře a znaj́ı výši zisk̊u a ztrát.

Definice 2.4.4 Budeme uvažovat hru dvou hráč̊u, ve které prvńı hráč vyb́ırá
ze dvou strategíı σ1, σ

′
1. Strategii σ1 nazýváme striktně resp. slabě dominantńı

pokud plat́ı
∀σ2 ∈ Σ2 : u1(σ1, σ2) > u1(σ

′
1, σ2), (2.9)

resp.
∀σ2 ∈ Σ2 : u1(σ1, σ2) ≥ u1(σ

′
1, σ2), (2.10)

tzn., at’ druhý hráč zvoĺı jakoukoliv strategii, prvńı hráč by měl vždy použ́ıt
strategii σ1 než strategii σ′1.

Definice 2.4.5 Necht’ máme dánu hru dvou hráč̊u. Nashovým ekvilibriem
(Nashovým rovnovážným stavem) označ́ıme dvojici strategíı (σ∗1, σ

∗
2), pro které

plat́ı:
u1(σ

∗
1, σ

∗
2) ≥ u1(σ1, σ

∗
2) ∀σ1 ∈ Σ1

a současně
u2(σ

∗
1, σ

∗
2) ≥ u2(σ

∗
1, σ2) ∀σ2 ∈ Σ2,

tzn., že žádný hráč si nem̊uže svoj́ı vlastńı akćı vylepšit užitek.

Užitek je výsledek hry jednotlivých hráč̊u, který je závislý na strategii, kterou
zvolili. Ćılem každého hráče je vybrat strategii, která jim zajist́ı co nejvyšš́ı
užitek při hře s ostatńımi hráči.
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2.5 Maticové hry

V našem př́ıpadě zváž́ıme symetrickou hru o dvou hráč́ıch, kde si budou
moci vybrat dvě strategie - spolupracovat (kooperovat) nebo nespolupracovat
(nekooperovat) [6]. V takovém př́ıpadě má užitková matice následuj́ıćı tvar:

Cooperator - C Defector - D
Cooperator - C a b
Defector - D c d

(2.11)

Nyńı zavedeme doplňuj́ıćı podmı́nky [6]:

• Pro jednoduchost budeme předpokládat, že žádné dva parametry nej-
sou stejné.

• Bude vždy lepš́ı, když prvńı a druhý hráč budou spolupracovat, než když
by oba nespolupracovali, tzn. a > d.

• Jestliže jeden z hráč̊u spolupracuje, je výhodněǰśı, když prvńı hráč ne-
spolupracuje, tzn. c > b.

• Bez ohledu na to jakou hráč zvoĺı strategii, je pro něj vždy lepš́ı,
když oponent spolupracuje, tzn. a > b a c > d.

• Předpokládáme, že užitky a, c jsou vždy kladné a užitky b, d mohou být
i záporné.

Na základě předchoźıch podmı́nek a závislosti na hodnotách a, b, c, d existuj́ı
čtyři r̊uzné scénáře:

1. Vězňovo dilema (Prisoner’s dilemma): c > a > d > b,

2. Jestřáb a hrdlička (Hawk and Dove): c > a > b > d,

3. Lov jelena (Stag hunt): a > c > d > b,

4. Plná spolupráce (Full cooperation): a > c > b > d.
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2.6 Shrnut́ı

Shrneme-li předchoźı jednotlivé scénáře a spoj́ıme je s užitkovou matićı (2.11)
a strategíı kooperovat (C) nebo nekooperovat (D), dostaneme následuj́ıćı čtyři
možnost́ı:

1. Vězňovo dilema. Př́ıpad, kdy c > a a d > b.

Strategie D dominuje strategii C. Při tomto scénáři volte vždy strate-
gii D, nehledě na to, co zvoĺı protistrana.

Pokud uvažujeme populaci hráč̊u, kteř́ı hraj́ı strategii C a D, ohodno-
ceńı D vždy převyšuje nad ohodnoceńım C. Výběr tedy vede ke stavu,
kdy celá populace bude tvořena D.

2. Jestřáb a hrdlička. Př́ıpad, kdy a < c a b > d.

V tomto scénáři je třeba se snažit vždy volit opačnou strategii než soupeř.
Strategie C je nejlepš́ı odezvou pro strategii D,resp. strategie D pro stra-
tegii C.

3. Lov jelena. Př́ıpad, kdy a > c a b < d.

Při tomto scénáři je výhodné volit stejnou strategii jako spoluhráč.
Strategie C je nejlepš́ı odezva pro strategii C, resp. strategie D pro
strategii D. Pokud uvažujeme selektivńı dynamiku v populaci, výsledek
záviśı na počátečńıch podmı́nkách.

4. Plná spolupráce. Př́ıpad, kdy a > c a b > d.

Strategie C dominuje strategii D. Pokud hrajete tento scénář s jiným
hráčem, pak volte strategii C, nehledě na to, co si zvoĺı protistrana.

Pro populaci hráč̊u, kteř́ı hraj́ı strategii C a D znamená tento př́ıpad,
že pr̊uměrné ohodnoceńı C bude vždy převyšovat ohodnoceńı D. Tedy
výběr upřednostňuje C pro jakékoli složeńı populace. Výběr povede ke
stavu, kdy se celá populace bude skládat z C.
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Předchoźı poznatky můžeme shrnout do přehledové Tabulky 2.1 [6]:

Zkratka Scénář Nashovo ekvilibrium (rovnovážný stav)
FC Plná spolupráce (C,C)
HD Jestřáb a hrdlička (C,D),(D,C) a smı́̌sené ekvilibrium
SH Lov jelena (C,C),(D,D) a smı́̌sené ekvilibrium
PD Vězňovo dilema (D,D)

Tabulka 2.1: Nashovo ekvilibrium pro čtyři r̊uzné scénáře

2.7 Parametry užitkové matice

Necht’ označ́ıme parametry užitkové matice (2.11):

X = a− c a Y = b− d,

pak v závislosti na hodnotě X a Y pro r̊uzné scénáře dostaneme následuj́ıćı
Obrázek 2.4.

Obrázek 2.4: Jednotlivé scénáře v závislosti na hodnotě X a Y . I. kvad-
rant - Plná spolupráce (FC), II. kvadrant - Jestřáb a hrdlička (HD),
III. kvadrant - Vězňovo dilema (PD) a IV. kvadrant - Lov jelena (SH).

Toto zobrazeńı jednotlivých scénář̊u v závislosti na hodnotách X a Y využi-
jeme v praktické části (viz. Kapitola 4.2.1).
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3 Evolučńı teorie her

Hlavńı motivaćı pro studium evolučńı teorie her byla potřeba umět analyzovat
a popisovat chováńı r̊uzných biologických model̊u. Avšak v posledńı době je
evolučńı teorie her aplikována i pro některé ekonomické modely.

Základem evolučńı teorie her je pochopeńı pojmu strategie v kontextu evoluce.

V Kapitole 2.4 byla strategie chápána jako jedna z možných akćı, které hráč
ve hře může provést a problémem hry bylo hráčovo strategické rozhodnut́ı
o volbě jeho akce ve hře.

V opakovaných hrách je odlǐsována strategie hráče v elementárńı hře, která se
v opakované hře opakuje, a pak je zavedena strategie v opakované hře jako
hráčova koncepce chováńı v rámci celé existence opakované hry, např.:

”
Budu

vždy hrát C. . .“ nebo
”
Budu hrát C dokud hráč bude hrát C, potom přejdu

na strategii D. . .“. Se strategíı v evolučńıch hrách je to podobné.

V daľśıch část́ıch této kapitoly budeme vycházet z [12], [13] a [19].

3.1 Historický vývoj

Základy evolučńı teorie her položili John Maynard Smith a George R. Price
definováńım staticky rovnovážného konceptu nazvaného evolučně stabilńı
strategie [16] jako strategii, kterou když přijme většina populace, pak ne-
existuje mutantská strategie, která by byla reprodukčně úspěšněǰśı.

Poznámka 3.1.1 Ve svém článku The Logic of Animal Conflict [16], uveřej-
něném v roce 1973, pomoćı poč́ıtačových simulaćı ukázali, že vnitrodruhové
souboje zv́ıřat o samičku, kořist, výhodné teritorium apod., mı́vaj́ı v př́ırodě
sṕı̌se charakter

”
simulace války“, tj. bojuj́ıćı jedinci málokdy využ́ıvaj́ı nebez-

pečné nebo smrtelné nástroje k vážnému zraněńı soupeře, a nejsou př́ınosem
pouze pro druh jako takový, nýbrž přinášej́ı prospěch také samotným jedinc̊um
zúčastněných v souboj́ıch.

Evolučně stabilńı strategie (ESS) je úzce spjatá s Nashovou rovnováhou (De-
finice 2.4.5), nebot’ již sama definice evolučně stabilńı strategie představuje
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zjemněńı Nashovy rovnováhy. Bylo ukázáno, že strategický profil tvořený
hrańım ESS je zpřesněńım Nashova ekvilibria a t́ım i bodem rovnováhy
v populaci [15]. Opačná implikace však neplat́ı, tzn., že ne každé Nashovo
ekvilibrium je ESS profil.

Daľśım d̊uležitým d́ılem v oblasti evolučńı teorie her byla práce Johna May-
narda Smitha Evolution and the Theory of Games [15] vydána v roce 1982,
kde byl pojem evolučně stabilńı strategie dále rozpracován.

Později v roce 1999 byla J. M. Smithovi udělena Crafoordova cena1 za vývoj
evolučně stabilńı strategie a celkově za uplatněńı teorie her v evolučńı biologii.

3.2 Evolučńı hra

Evolučńı hra je model vzájemných strategických interakćı v pr̊uběhu času,
přičemž strategie s vyšš́ım užitkem nahrazuje strategii s užitkem nižš́ım.
V rámci tohoto modelu může být hrána jakákoliv evolučńı hra [17].

Nyńı na základě pojmů z teorie graf̊u (Kapitola 2.1) a teorie her (Kapi-
tola 2.4) zavedeme základńı pojmy z evolučńı teorie her a zadefinujeme
evolučńı dynamický graf [6].

Definice 3.2.1 Bud’ G spojitý graf a Σ množina možných strategíı. Funkce
s : V (G) → Σ se nazývá strategické ohodnoceńı grafu G. Strategický graf G

je graf se strategickým ohodnoceńım.

Definice 3.2.2 Užitkový strategický graf U je strategický graf s užitkovou
funkćı ui : Σn → R, i = 1, 2, . . . , n.

V našem př́ıpadě uvažujeme agregovanou užitkovou funkce v čase t pro vr-
chol i:

ui(t) = a
∑
j∈N(i)

sisj+b
∑
j∈N(i)

si(1−sj)+c
∑
j∈N(i)

(1−si)sj+d
∑
j∈N(i)

(1−si)(1−sj),

(3.1)

1Je cena udělována švédskou Královskou akademíı věd v některých odvětv́ıch
vědy, které nejsou pokryty Nobelovou cenou. Byla založena švédským pr̊umyslńıkem a
mecenášem Holgerem Crafoordem. Naleznete na: <http://www.crafoordprize.se/>.
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resp. pr̊uměrnou užitkovou funkci v čase t pro vrchol i:

ui(t) =
ui(t)

dG(i)
. (3.2)

Definice 3.2.3 Dynamický graf D je užitkový strategický graf s

• časově závislou aktualizačńı množinou τ : N → 2V (G), která přiděĺı
v každém čase t ∈ N množinu všech vrchol̊u τ(t), jejichž strategie se
bude aktualizovat v čase t.

• aktualizačńım pravidlem ρi : Σn → Σ, který přiřad́ı každému vrcholu i
novou strategii v čase t+ 1.

Definice 3.2.4 Řekneme, že dynamický graf D je evolučńı graf E, jestlǐze:

• Σ = {0, 1},

• užitek každého vrcholu záviśı jenom na zvolené strategii jeho samotného
a strategii jeho soused̊u,

• aktualizačńım pravidlem ρi budeme rozumět imitace z Kapitoly 3.2.1.

Poznámka 3.2.1 Množinou možných strategíı Σ = {0, 1}, představuje dvě
strategie chováńı vrchol̊u:

• 0 - nekooperuj́ıćı strategii, vrcholy budeme označovat jako defectors,

• 1 - kooperuj́ıćı strategii, vrcholy budeme označovat jako cooperators.

3.2.1 Aktualizačńı pravidlo - Imitace okoĺı

Základńım aktualizačńım pravidlem ρi v evolučńıch dynamických grafech E

je imitace okoĺı. Imitace je tak zároveň i jediným prostředkem š́ı̌reńı koope-
rativńıch a nekooperativńıch strategíı. Každý vrchol zná strategie a celkové
agregované (3.1), resp. pr̊uměrné užitky (3.2) svých soused̊u. Rozhoduje se
podle chováńı všech jeho soused̊u v posledńım hraćım kole a nev́ı jakou strate-
gii zaujmou tito jeho protihráči (př́ıpadně spoluhráči) v nadcházej́ıćım kole.
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Nedisponuje ani žádným algoritmem predikce pro jej́ı odhad (např. na zák-
ladě znalosti historie posledńıch hraćıch kol apod.).

Některé základńı imitačńı chováńı (aktualizačńı pravidla):

1. Imitace strategie sousedńıho vrcholu podle agregovaného užitku (3.1),
pokud je agregovaný užitek sousedńıho vrcholu vyšš́ı než vlastńı

ρi = sargmaxj∈N(i)∪iuj(s).

2. Imitace strategie sousedńıho vrcholu podle pr̊uměrného užitku (3.2),
pokud je pr̊uměrný užitek sousedńıho vrcholu vyšš́ı než vlastńı

ρi = sargmaxj∈N(i)∪iuj(s).

3. Imitace strategie sousedńıho vrcholu podle agregovaného užitku (3.1),
bez ohledu na vlastńı agregovaný užitek

ρi = sargmaxj∈N(i)uj(s).

4. Imitace strategie sousedńıho vrcholu podle pr̊uměrného užitku (3.2),
bez ohledu na vlastńı pr̊uměrný užitek

ρi = sargmaxj∈N(i)uj(s).

5. a mnoho daľśıch.

V př́ıpadě, kdy existuje v́ıce sousedńıch vrchol̊u se stejným agregovaným,
resp. pr̊uměrným užitkem, aktualizačńı pravidlo zvoĺı strategii vrcholu s nej-
nižš́ım indexem při prohledáváńı sousedńıch vrchol̊u.
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4 Model a pr̊uběh simulace

Z d̊uvodu absence ucelené matematické teorie pro popis vývoje kooperativńıho,
resp. nekooperativńıho chováńı na rozsáhlých evolučńıch grafech je simulačńı
př́ıstup dominantńım postupem při popisu jejich vlastnost́ı a hraje zásadńı
roli při popisu nových jev̊u v oblasti evolučńı teorie her [3], [14] a [16].

4.1 Výchoźı model simulace

V našem př́ıpadě budeme uvažovat model, který bude založen na aspektech,
které byly uvedeny v Kapitole 2.3. Vrát́ıme se tedy ke dvěma aspekt̊um,
které nebyly splněny u náhodného grafu (Definice 2.2.1):

1. aspekt r̊ustu,

2. aspekt preferenčńıho připojováńı.

Pokuśıme se nyńı do našeho modelu tyto aspekty začlenit. Vytvoř́ıme scale -
free graf podle Barabási - Albert modelu [3]:

1. Aspekt r̊ustu.

Chceme-li začlenit rostoućı charakter modelu, začneme s malým počtem
m0(≥ 2) vrchol̊u a v každém časovém kroku přidáme vrchol s m(≤ m0)
hrany, tak aby se nový vrchol odkazoval nam r̊uzných vrchol̊u, které jsou
již v modelu.

2. Aspekt preferenčńıho připojováńı.

Chceme-li začlenit preferenčńı připojováńı v modelu, je nutné, aby prav-
děpodobnost, že nový vrchol byl připojen k již existuj́ıćımu i-tému vr-
cholu je

Π(ki) =
ki∑
j kj

,

kde ki je stupeň vrcholu i a suma je dána součtem stupň̊u všech již exis-
tuj́ıćıch vrchol̊u v modelu, tzn., že nové vrcholy maj́ı větš́ı pravděpodob-
nost se připojit k vrchol̊um s vyšš́ım stupněm.
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Vzniklý model po t kroćıch vede k náhodnému grafu s t+m0 vrcholy a m.t
hrany. Tento model se vyvine do škálově invariantńıho stavu s pravděpodob-
nost́ı, že vrchol má k hran danou mocninou funkćı s exponentem γSF = 3.

Pro t→∞ potom [3]
P (k) ∼ 2mβk−γSF ,

kde β = 1
2
.

Odhad pr̊uměrné nejkratš́ı cesty Barabási - Albert modelu (Kapitola 2.3.1)
je

l ∼ ln(n)

ln(ln(n))
.

4.2 Architektura modelu a metodologie

4.2.1 Konstrukce modelu

V inicializačńı fázi simulace1 vytvoř́ıme model. Pod t́ımto modelem budeme
rozumět evolučńı graf E, který bude založen na principu Barabási - Albert
modelu (Kapitola 4.1). Vrcholy a hrany grafu E se během simulačńıho cyklu
nemohou nijak měnit.

Poté každému vrcholu grafu E přǐrad́ıme počátečńı strategie z množiny mož-
ných strategíı Σ = {0, 1}:

• 0 - nekooperuj́ıćı strategie, vrcholy budeme označovat jako defectors,

• 1 - kooperuj́ıćı strategie, vrcholy budeme označovat jako cooperators.

Podrobný popis počátečńıho přǐrazeńı strategie objasńıme v Kapitole 5.1
a Kapitole 5.2.

1Pro programové prostřed́ı simulaćı bude zvolen program MATLAB. MATLAB je
komerčńı programové prostřed́ı a skriptovaćı programovaćı jazyk, který slouž́ı pro vě-
deckotechnické numerické výpočty, modelováńı, návrhy algoritmů, poč́ıtačové simulace,
analýzu a prezentaci dat, měřeńı a zpracováńı signálu, návrhy ř́ıd́ıćıch a komunikačńıch
systémů. Naleznete na: <http://www.mathworks.com/>.
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Nyńı se zaměř́ıme na parametry užitkové matice (2.11), pomoćı nichž budeme
poč́ıtat užitek jednotlivých vrchol̊u evolučńıho grafu E. Vycháźıme z Kapi-
toly 2.7, kde byly označeny parametry užitkové matice (2.11):

X = a− c a Y = b− d.

Nyńı bez újmu na obecnosti přǐrad́ıme parametr̊um a (oba kooperuj́ı) a d (oba
nekooperuj́ı) užitkové matice (2.11) hodnotu

a = 1 a d = 0,

potom Obrázek 2.4 přejde do následuj́ıćıho tvaru:

Obrázek 4.1: Jednotlivé scénáře v závislosti na hodnotách X = 1 − c a
Y = b. FC - Plná spolupráce, HD - Jestřáb a hrdlička, PD - Vězňovo dilema
a SH - Lov jelena.
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4.2.2 Pr̊uběh simulace

V každém kroku simulace sehraj́ı všechny vrcholy grafu E, pro r̊uzné para-
metry b a c (Obrázek 4.1) užitkové matice (2.11), se svými sousedy jednu
z možných variant her:

1. Vězňovo dilema - PD,

2. Jestřáb a hrdlička - HD,

3. Lov jelena - SH a

4. Plná spolupráce - FC.

V daľśım kroku simulace obdrž́ı vrcholy znalost vlastńıho agregovaného užitku
a agregovaného užitku svého okoĺı (3.1), resp. pr̊uměrného užitku a pr̊uměr-
ného užitku svého okoĺı (3.2).

Na základě této znalosti a určeného aktualizačńıho pravidla ρi (Kapitola 3.2.1)
může každý vrchol přehodnotit svou strategii (kooperovat, resp. nekooperovat)
z posledńıho odehraného kola.

Tento proces se pak opakuje.

4.2.3 Sběr dat

Na konci každého kroku simulace vypočteme poměr počtu kooperuj́ıćıch vr-
chol̊u proti počtu všech vrchol̊u grafu E.

Tento údaj zaznamenáme pro každou jednotlivou simulaci (simulaćı vždy
provedeme 30) při stejných počátečńıch parametrech a z takto źıskaných ko-
operačńıch poměr̊u pro jednotlivé simulace je na konci simulace zaznamenána
pr̊uměrná (stabilńı) hodnota kooperačńıho poměru (dále jen kooperačńı
poměr). Je patrné, že hodnota kooperačńıho poměru lež́ı v intervalu 〈0, 1〉.

Poznámka 4.2.1 Hodnota 1 odpov́ıdá situaci, kdy všechny vrcholy grafu E

maj́ı kooperativńı strategíı, tzn., že hodnota 0 odpov́ıdá situaci, kdy všechny
vrcholy grafu E maj́ı nekooperativńı strategíı.
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5 Analýza a interpretace výsledk̊u
simulaćı

Při analýze a interpretaci výsledk̊u se zaměř́ıme na následuj́ıćı otázky:

1. Jaký vliv má topologie grafu a počet vrchol̊u modelu na vývoj koope-
rativńı strategie v modelu v př́ıpadě, kdy aktualizačńı pravidlo je za-
ložené na:

(a) agregované užitkové funkci (Kapitola 5.1.1)?

(b) pr̊uměrné užitkové funkci (Kapitola 5.1.2)?

2. Jaký vliv má rigidita vrcholu s nejvyšš́ım stupněm na vývoj koope-
rativńı strategie v modelu v př́ıpadě, kdy aktualizačńı pravidlo je za-
ložené na:

(a) agregované užitkové funkci (Kapitola 5.2.1)?

(b) pr̊uměrné užitkové funkci (Kapitola 5.2.2)?

3. Jaký je rozd́ıl hodnot kooperačńıho poměru u aktualizačńıho pravidla
založeného na agregované a pr̊uměrné užitkové funkci u:

(a) základńıho modelu (Kapitola 5.3.1)?

(b) modelu s rigiditou - 1 (Kapitola 5.3.2)?

(c) modelu s rigiditou - 0 (Kapitola 5.3.3)?

4. Jaký je vliv rigidity samotné strategie v modelu na vývoj kooperativńı
strategie v př́ıpadě, kdy aktualizačńı pravidlo je založené na:

(a) agregované užitkové funkci (Kapitola 5.4.1)?

(b) pr̊uměrné užitkové funkci (Kapitola 5.4.2)?
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5.1 Vliv počtu vrchol̊u modelu na vývoj ko-

operativńı strategie

Jednou ze zaj́ımavých a d̊uležitých vlastnost́ı Barabási - Albert modelu (obecně
scale - free graf̊u) je, že tento model se vyvine do škálově invariantńıho stavu
a odhad pr̊uměrné nejkratš́ı cesty (Kapitola 2.3.1) je

l ∼ ln(n)

ln(ln(n))
,

tzn., že i pro velké grafy je tato hodnota poměrně malá a př́ılǐs se nelǐśı pro
r̊uzně velké grafy (Obrázek 2.3).

Proto se scale - free grafy často označuj́ı jako
”
ultra small world“ śıtě. Z d̊u-

vodu, že hodnota pr̊uměrné nejkratš́ı cesty je
”
stejná“ pro r̊uzně velké grafy,

lze předpokládat, že počet vrchol̊u modelu by neměl mı́t vliv na vývoj koope-
rativńı strategie v modelu.

Tento předpoklad ověř́ıme pro:

- Základńı model (ZM): kooperativńı a nekooperativńı strategie je rov-
noměrně rozdělená na vrcholech modelu.

A aktualizačńı pravidla (Kapitola 3.2.1):

- Aktualizačńı pravidlo č. 1 (AP1): imitace celkově nejúspěšněǰśıho sou-
seda podle agregované užitkové funkce (3.1), pokud je jeho užitek vyšš́ı
než vlastńı.

- Aktualizačńı pravidlo č. 2 (AP2): imitace souseda s nejlepš́ım pr̊uměr-
ným užitkem (3.2), pokud je jeho užitek vyšš́ı než vlastńı.

Simulace proběhne pro velikost základńıho modelu:

n1 = 100, n2 = 150, n3 = 200, n4 = 250 a n5 = 300.
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5.1.1 Agregovaná užitková funkce

V této kapitole nás bude zaj́ımat, jakým zp̊usobem se bude vyv́ıjet hodnota
kooperačńıho poměru pro Základńı model (ZM) v př́ıpadě Aktualizač-
ńıho pravidla č. 1 (AP1).

Pro názorné zobrazeńı a snazš́ı porovnáńı vývoje kooperativńı strategie pro r̊uz-
ný počet vrchol̊u modelu a v závislosti na parametrech užitkové matice (2.11)

X = 1− c a Y = b,

vykresĺıme vrstevnici, která rozděluje źıskané hodnoty kooperačńıho poměru
v poměru 80 : 20, tzn., že

• větš́ı oblast obsahuje hodnoty kooperačńıho poměru v intervalu 〈0, 0.8〉,

• menš́ı oblast obsahuje hodnoty kooperačńıho poměru v intervalu 〈0.8, 1〉.

Obrázek 5.1: Agregovaná užitková funkce. Vrstevnice rozděluj́ıćı hodnoty ko-
operačńıho poměru v poměru 80 : 20 pro r̊uzné velikosti základńıho modelu.

Předchoźı Obrázek 5.1 naznačuje, že v př́ıpadě modelu ZM a pravidla AP1
se jednotlivé vrstevnice pro r̊uzný počet vrchol̊u modelu překrývaj́ı. Lze tedy
předpokládat, že počet vrchol̊u nemá vliv na vývoj kooperativńı strategie
v modelu.
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5.1.2 Pr̊uměrná užitková funkce

Nyńı se zaměř́ıme na Aktualizačńı pravidlo č. 2 (AP2), založené na pr̊u-
měrné užitkové funkci (3.2), u Základńıho modelu (ZM).

V př́ıpadě pravidla AP2 jsme źıskali stejný výsledek jako v př́ıpadě pravidla
AP1. Na následuj́ıćım Obrázku 5.2 lze vidět, že stejně jako v př́ıpadě Obráz-
ku 5.1, se jednotlivé vrstevnice pro r̊uzný počet vrchol̊u modelu překrývaj́ı.
Lze předpokládat, že i v tomto př́ıpadě počet vrchol̊u modelu nemá vliv na
vývoj kooperativńı strategie.

Obrázek 5.2: Pr̊uměrná užitková funkce. Vrstevnice rozděluj́ıćı hodnoty ko-
operačńıho poměru v poměru 80 : 20 pro r̊uzné velikosti základńıho modelu.

Předpokládali jsme, že v př́ıpadě scale - free graf̊u počet vrchol̊u modelu
nemá vliv na vývoj kooperativńı strategie. Na základě předchoźıch dvou př́ık-
lad̊u (Kapitola 5.1.1 a 5.1.2) nemůžeme tento předpoklad zamı́tnout, proto
budeme předpokládat nezávislost modelu na počtu vrchol̊u a v daľśı část́ı
práce budeme pracovat s konstantńım počtem vrchol̊u modelu n = 100.
Hlavńı d̊uvod, proč bude zvoleno n = 100, je časová náročnost poč́ıtačových
simulaćı.
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5.2 Vliv rigidity vrcholu v modelu na vývoj

kooperativńı strategie

Obecně se pod pojmem rigidita vyjadřuje př́ısnost, strohost v jednáńı, neúpros-
né vymáháńı pravidel, př́ıpadně i neschopnost přizp̊usobit se změnám.

V našem př́ıpadě budeme pod pojmem rigidita rozumět fixováńı kooperativńı
resp. nekooperativńı strategie na vrcholech Základńıho modelu (ZM),
konkrétně budeme fixovat strategii vrcholu s nejvyšš́ım stupněm.

Na základě této úvahy, kdy budeme fixovat kooperativńı, resp. nekooperativńı
strategii na vrcholu s nejvyšš́ım stupněm, budeme pracovat se dvěma modely,
které srovnáme se Základńım modelem (ZM):

Model s rigiditou - 1 (MR1):

Vrchol s nejvyšš́ım stupněm bude označen jako neměnný a bude mu
přǐrazena kooperativńı strategie. Zbylé vrcholy budou mı́t náhodné
rozděleńı kooperativńı a nekooperativńı strategie.

Model s rigiditou - 0 (MR0):

Vrchol s nejvyšš́ım stupněm bude označen jako neměnný a bude mu
přǐrazena nekooperativńı strategie. Zbylé vrcholy budou mı́t náhodné
rozděleńı kooperativńı a nekooperativńı strategie.

Při porovnáńı hodnot kooperačńıho poměru pro tyto jednotlivé modely využi-
jeme dva grafický prostředky:

1. již použité zobrazeńı vrstevnic, které rozděluj́ı hodnoty kooperačńıho
poměru v poměru 80 : 20, pro jednotlivé modely (podrobný popis
viz. Kapitola 5.1.1).

2. nově zobrazeńı teplotńıch map, kde se jedná o barevné zobrazeńı hod-
not kooperačńıho poměru v závislosti na jejich hodnotě, jak lze vidět
na následuj́ıćım Obrázku 5.3.
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Obrázek 5.3: Barevný odst́ın v závislosti na hodnotě kooperačńıho poměru.

Obdobně jako v předchoźı kapitole budeme uvažovat dvě aktualizačńı pravid-
la, která jsou založena na agregované užitkové funkci (3.1), resp. pr̊uměrné
užitkové funkci (3.2).

5.2.1 Agregovaná užitková funkce

V této kapitole se zaměř́ıme na Aktualizačńı pravidla č. 1 (AP1), které je
založené na agregované užitkové funkci (3.1).

Budeme porovnávat hodnoty kooperačńıho poměru u Základńıho mode-
lu (ZM) s:

Modelem s rigiditou - 1 (MR1),

Modelem s rigiditou - 0 (MR0).

Na následuj́ıćım Obrázku 5.4 jsme znázornili pomoćı teplotńıch map (po-
drobný popis viz. Kapitola 5.2) rozložeńı kooperačńıho poměru v závislosti
na parametrech užitkové matice (2.11)

X = 1− c a Y = b

pro model MR1, MR0 a ZM.

Porovnáme-li model MR1 s modelem ZM1, tak oblast s vyšš́ı hodnotou
kooperačńıho poměru se rozš́ı̌rila a to zejména do scénáře Jestřáb a hrdlič-
ka (HD).

Porovnáme-li model MR0 s modelem ZM, tak naopak oblast s vyšš́ı hod-
notou kooperačńıho poměru se zmenšila.

1Na následuj́ıćıch obrázćıch je Základńı model označován jako Model bez rigidity.
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Obrázek 5.4: Agregovaná užitková funkce. Rozložeńı kooperačńıho poměru
v závislosti na parametrech užitkové matice X = 1 − c a Y = b s krokem
0, 05 pro základńı model (model bez rigidity), model s rigiditou - 1 a model
s rigiditou - 0.
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Pro názorněǰśı porovnáńı model̊u s rigiditou a základńıho modelu využijeme
vykresleńı vrstevnice, která rozděluje výsledné hodnoty kooperačńıho poměru
v poměru 80 : 20. Na Obrázku 5.5 si lze všimnout, že v př́ıpadě modelu
MR1 se vrstevnice posune v́ıce doleva a oblast se zvětš́ı, tzn., že se rozš́ı̌ŕı
oblast kooperativńı strategie, a v př́ıpadě modelu MR0 se vrstevnice naopak
posune v́ıce doprava a oblast se zmenš́ı, tzn., že se zmenš́ı oblast kooperativńı
strategie.

Daľśım zaj́ımavým zjǐstěńım je, že v scénáři Jestřáb a hrdlička (HD) jsou
tyto rozd́ıly mnohem patrněǰśı než v scénáři Lov jelena (SH).

Obrázek 5.5: Agregovaná užitková funkce. Vrstevnice rozděluj́ıćı hodnoty ko-
operačńıho poměru v poměru 80 : 20 pro základńı model (model bez rigidity),
model s rigiditou - 1 a model s rigiditou - 0.

Vliv rigidity vrcholu s nejvyšš́ım stupněm je daná t́ım, že vrchol s nejvyšš́ım
stupněm má d́ıky pravidlu AP1, které je založeno na agregované užitkové
funkci, nezanedbatelný vliv na ostatńı vrcholy a d́ıky tomuto vlivu

”
přesvědč́ı“

ostatńı vrcholy ke své strategii.
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V Př́ıloze A na Obrázku A.1 a A.2 jsme znázornili pomoćı teplotńıch map
rozložeńı kooperačńıho poměru pro r̊uzné typy model̊u: ZM, MR1 a MR0
a pro r̊uzné počty vrchol̊u modelu.

I zde si můžeme všimnout, že obdobně jako v př́ıpadě ZM a AP1 (Kapi-
tola 5.1.1), tak i v př́ıpadě model̊u MR1 a MR2 grafy naznačuj́ı nezávislost
vývoje kooperačńıho poměru na počtu vrchol̊u modelu.

5.2.2 Pr̊uměrná užitková funkce

V této kapitole se zaměř́ıme na Aktualizačńı pravidlo č. 2 (AP2), které je
založené na pr̊uměrné užitkové funkci (3.2).

Nyńı budeme porovnávat hodnoty kooperačńıho poměru Základńıho mo-
delu (ZM) s:

Modelem s rigiditou - 1 (MR1),

Modelem s rigiditou - 0 (MR0).

Na následuj́ıćım Obrázku 5.6 jsme znázornili pomoćı teplotńıch map (pod-
robný popis viz. Kapitola 5.2) rozložeńı kooperačńıho poměru v závislosti na
parametrech užitkové matice (2.11)

X = 1− c a Y = b

pro model MR1, MR0 a ZM.

Na rozd́ıl od předchoźı Kapitoly 5.2.1, porovnáme-li model MR1, resp. MR0
s modelem ZM, tak oblasti hodnot kooperačńıho poměru zobrazené na Obráz-
ku 5.6 z̊ustávaj́ı pro všechny tři modely prakticky stejné.

Pro názorněǰśı porovnáńı model̊u s rigiditou a základńıho modelu využijeme
znovu vykresleńı vrstevnic, které rozděluj́ı výsledné hodnoty kooperačńıho
poměru v poměru 80 : 20.
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Obrázek 5.6: Pr̊uměrná užitková funkce. Rozložeńı kooperačńıho poměru
v závislosti na parametrech užitkové matice X = 1 − c a Y = b s krokem
0, 05 pro základńı model (model bez rigidity), model s rigiditou - 1 a model
s rigiditou - 0.
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V př́ıpadě pravidla AP2, založeného na pr̊uměrné užitkové funkci, lze vidět
na Obrázku 5.7, že jednotlivé vrstevnice pro všechny tři modely se překrývaj́ı.

V tomto př́ıpadě vrchol s nejvyšš́ım stupněm ztráćı sv̊uj vliv na ostatńı
vrcholy a v př́ıpadě srovnáńı model̊u MR1 a MR0 s modelem ZM ne-
nacháźıme zásadńı rozd́ıly, jako tomu bylo v předchoźım př́ıpadě viz. Kapi-
tola 5.2.1.

Obrázek 5.7: Pr̊uměrná užitková funkce. Vrstevnice rozděluj́ıćı hodnoty ko-
operačńıho poměru v poměru 80 : 20 pro základńı model (model bez rigidity),
model s rigiditou - 1 a model s rigiditou - 0.

Všimněme si vrstevnic v scénáři Lov jelena (SH), které naznačuj́ı malý vliv
model̊u s rigiditou i v př́ıpadě pr̊uměrné užitkové funkce. Vezmeme-li modely
MR1 a MR0 a porovnáme-li je s ZM, najdeme malé rozd́ıly. Avšak vliv neńı
tak patrný jako v př́ıpadě agregované užitkové funkce, viz. Kapitola 5.2.1.
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Poznámka 5.2.1 Stejné závěry jsme źıskali i v př́ıpadech, kdy jsme nepatrně
pozměnili aktualizačńı pravidla AP1 a AP2.

Imitace nyńı prob́ıhala na základě volby nejlepš́ıho agregovaného, resp. pr̊u-
měrného užitku sousedńıch vrchol̊u bez ohledu na vlastńı užitek, viz. aktuali-
začńı pravidla č.3 a č.4 v Kapitole 3.2.1.

• Imitace strategie sousedńıho vrcholu podle agregovaného užitku (3.1),
bez ohledu na vlastńı agregovaný užitek.

• Imitace strategie sousedńıho vrcholu podle pr̊uměrného užitku (3.2),
bez ohledu na vlastńı pr̊uměrný užitek.

V Př́ıloze B je znázorněno pomoćı teplotńıch map rozložeńı kooperačńıho
poměru pro model MR1, MR0 a ZM.

Na Obrázku B.1 m̊užeme vidět hodnoty kooperačńıho poměru pro agregovanou
užitkovou funkci. M̊užeme si všimnout, že stejně jako v Kapitole 5.2.1 je
naznačen vliv model̊u s rigiditou, kde v př́ıpadě modelu MR1 se oblast koope-
račńıho poměru rozš́ıřila a v př́ıpadě modelu MR0 zmenšila.

Na Obrázku B.2 m̊užeme vidět hodnoty kooperačńıho poměru pro pr̊uměrnou
užitkovou funkci. Obdobně jako v Kapitole 5.2.2 nevid́ıme zásadńı vliv mo-
del̊u s rigiditou a porovnáme-li model MR1, resp. MR0 s modelem ZM,
tak oblasti kooperačńıho poměru z̊ustávaj́ı prakticky stejné.

5.3 Agregovaná užitková funkce vs. pr̊uměrná

užitková funkce

V této kapitole se zaměř́ıme na porovnáńı hodnot kooperačńıho poměru
u Aktualizačńıho pravidla č.1 (AP1) a Aktualizačńıho pravidla č. 2
(AP2).

Hodnoty kooperačńıho poměru, které budeme srovnávat, jsme źıskali z Kapi-
toly 5.2.1 a Kapitoly 5.2.2.
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5.3.1 Základńı model

Nyńı se zaměř́ıme na hodnoty kooperačńıho poměru u Základńıho modelu.

Porovnáme-li hodnoty kooperačńıho poměru pro pravidlo AP1 a AP2, tak
na Obrázku 5.8 je naznačeno, že v př́ıpadě pravidla AP1 źıskáváme vyšš́ı
hodnoty kooperačńıho poměru v oblasti scénáře Jestřáb a hrdlička (HD),
oproti tomu v př́ıpadě pravidla AP2 źıskáváme vyšš́ı hodnoty v oblasti
scénáře Lov jelena (SH).

V oblasti scénáře Vězňova dilematu (PD) a Plné spolupráce (FC) jsou
hodnoty kooperačńıho poměru pro pravidlo AP1 a AP2 prakticky totožné.

Obrázek 5.8: Porovnáńı hodnot kooperačńıho poměru pro agregovanou a pr̊u-
měrnou užitkovou funkci u základńıho modelu.
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5.3.2 Model s rigiditou - 1

Nyńı se zaměř́ıme na hodnoty kooperačńıho poměru u Modelu s rigidi-
tou - 1 (MR1).

Porovnáme-li hodnoty kooperačńıho poměru pro pravidlo AP1 a AP2, tak
na Obrázku 5.9 je naznačeno, že v př́ıpadě pravidla AP1 źıskáváme vyšš́ı
hodnoty kooperačńıho poměru v oblasti scénáře Jestřáb a hrdlička (HD)
a oproti předchoźımu př́ıkladu v Kapitole 5.3.1 se tato oblast zásadně rozš́ı̌rila,
a v př́ıpadě pravidla AP2 ztratila převahu v oblasti scénáře Lov jele-
na (SH).

Obrázek 5.9: Porovnáńı hodnot kooperačńıho poměru pro agregovanou a pr̊u-
měrnou užitkovou funkci u modelu s rigiditou - 1.
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5.3.3 Model s rigiditou - 0

Nyńı se zaměř́ıme na hodnoty kooperačńıho poměru u Modelu s rigidi-
tou - 0 (MR0).

V posledńım př́ıpadě na Obrázku 5.10 je naznačeno, že rozd́ıl hodnot koope-
račńıho poměru se v př́ıpadě pravidla AP1 a AP2 zmenšil a je prakticky
totožný. Výjimku tvoř́ı oblasti scénáře Lov jelena (SH), kde pravidlo AP2
má menš́ı převahu. Tento výsledek je opačný, když ho srovnáme s Kapito-
lou 5.3.2, kde pravidlo AP1 má převahu ve scénáři Jestřáb a hrdlička (HD).

Obrázek 5.10: Porovnáńı hodnot kooperačńıho poměru pro agregovanou
a pr̊uměrnou užitkovou funkci u modelu s rigiditou - 0.
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5.4 Vliv rigidity strategie v modelu na vývoj

kooperativńı strategie

Nyńı se oproti Kapitole 5.2, kde jsme fixovali vrchol s nejvyšš́ım stupněm
a jeho strategii, zaměř́ıme na fixaci strategie obecně na vrcholech modelu.
V našem př́ıpadě uvažujeme množinou možných strategíı Σ = {0, 1}, tj.:

• 0 - nekooperuj́ıćı strategie, vrcholy budeme označovat jako defectors,

• 1 - kooperuj́ıćı strategie, vrcholy budeme označovat jako cooperators.

V reálných situaćıch často docháźı k tomu, že zvoĺıme-li nějakou strategii,
tak rozhodnut́ı ke změně strategie nemuśı docházet ihned, ale můžeme se
rozhodnout tuto strategii si ponechat a změnit ji až po určitém počtu krok̊u.

Dosud jsme uvažovali modely, kde docházelo ke změně strategie na základě
aktualizačńıho pravidla v každém kole simulace, viz. Kapitola 4.2.2. Tento
model můžeme označit následuj́ıćım zp̊usobem:

1D : C1,

kde ṕısmeno D označuje nekooperuj́ıćı strategii (Defectors), C kooperuj́ıćı
strategii (Cooperators) a č́ıslo 1 počet kol fixace strategie.

Nyńı se zaměř́ıme na modely, které jsou znázorněny v Tabulce 5.1.

1D : C1
2D : C1 1D : C2

3D : C1 1D : C3
5D : C1 1D : C5

Tabulka 5.1: Modely simulace pro r̊uzně fixace strategíı

Poznámka 5.4.1 Např. model 5D : C1, znamená fixace nekooperuj́ıćı strate-
gie na vrcholech modelu o délce 5 kol a fixace kooperuj́ıćı strategie na vr-
cholech modelu o délce 1 kola, tzn., že vrcholy s nekooperuj́ıćı strategíı se
mohou rozhodnout změnit svoji strategii vždy po 5 kolech a vrcholy s koope-
ruj́ıćı strategíı se mohou rozhodnout změnit svoji strategii v každém kole.

V následuj́ıćıch kapitolách budeme uvažovat aktualizačńı pravidla AP1, resp.
aktualizačńı pravidlo AP2, která jsou popsána v Kapitole 5.1.
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5.4.1 Agregovaná užitková funkce

Nyńı porovnáme modely z Tabulky 5.1 v př́ıpadě pravidla AP1.

Pod́ıváme-li se na následuj́ıćı Obrázek 5.11, tak fixace kooperativńı a ne-
kooperativńı strategie naznačuje menš́ı vliv na hodnotu kooperačńıho poměru,
než jak tomu bylo v Kapitole 5.2.1, kde jsme porovnávali model MR1 a MR2.

Obrázek 5.11: Vliv rigidity strategie pro r̊uzné modely u aktualizačńıho
pravidla založeného na agregované užitkové funkci

V př́ıpadě fixace kooperativńı strategie (modely 1D : C2, 1D : C3 a 1D : C5)
na vrcholech modelu se vrstevnice posune v́ıce doleva, tzn., že se rozš́ı̌ŕı oblast
kooperativńı strategie, a v př́ıpadě fixace nekooperativńı strategie (modely
2D : C1, 3D : C1 a 5D : C1) se vrstevnice zásadně od Základńıho modelu
nelǐśı, tzn., že rigidita nekooperativńı strategie nemá takový vliv na koope-
račńı poměr jako rigidita kooperativńı strategie.
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5.4.2 Pr̊uměrná užitková funkce

Nyńı porovnáme modely z Tabulky 5.1 v př́ıpadě pravidla AP2.

Pod́ıváme-li se na následuj́ıćı Obrázek 5.12, tak oproti Kapitole 5.2.2, kde jsme
porovnávali model MR1 a MR2 a hodnoty koopearčńıho poměru z̊ustaly
prakticky stejné, tak fixace kooperativńı a nekooperativńı strategie nyńı naz-
načuje vliv na hodnotu kooperačńıho poměru i v př́ıpadě pr̊uměrné užitkové
funkce.

Obrázek 5.12: Vliv rigidity strategie pro r̊uzné modely u aktualizačńıho
pravidla založeného na agregované užitkové funkci

V př́ıpadě fixace kooperativńı strategie (modely 1D : C2, 1D : C3 a 1D : C5)
na vrcholech modelu se vrstevnice posune v́ıce doleva, tzn., že se rozš́ı̌ŕı oblast
kooperativńı strategie, a v př́ıpadě fixace nekooperativńı strategie (modely
2D : C1, 3D : C1 a 5D : C1) se vrstevnice posune doprava, tzn., že se zmenš́ı
oblast kooperativńı strategie.
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Nyńı se zaměř́ıme na fixaci kooperativńı strategie z Tabulky č. 5.1 a rozš́ı̌ŕıme
o model 1D : C10. Zaměř́ıme se na oblast scénáře Lov jelena (SH).

Obrázek 5.13: Vliv rigidity strategie pro r̊uzné modely u aktualizačńıho
pravidla založeného na agregované užitkové funkci

Na Obrázku 5.13 je naznačen vliv rigidity kooperativńı strategie. Porovnáme-
li tento výsledek s modelem MR1 z Kapitoly 5.2.2 tak źıskáváme rozd́ılný
závěr, což je překvapivé zjǐstěńı. Vliv rigidity vrcholu s nejvyšš́ım stupněm
u AP2 na vývoj kooperativńı strategie nebyl zaznamenán, avšak v př́ıpadě
fixace kooperativńı strategie na určitý počet kol vliv zaznamenán byl.
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6 Závěr

Závěry z předešlých kapitol můžeme shrnout do následuj́ıćı přehledové tabul-
ky, která nám odpov́ıdá na hlavńı otázky, které jsme si v práci stanovili.

Aktualizačńı pravidla založené na:

Agregované Pr̊uměrné
užitkové funkci užitkové funkci

Má počet vrchol̊u
modelu vliv na vývoj NE NE

kooperativńı strategie? Kapitola 5.1.1 Kapitola 5.1.2

Má rigidita vrcholu s nejvyšš́ım
stupněm vliv na vývoj ANO NE
kooperativńı strategie? Kapitola 5.2.1 Kapitola 5.2.2

Má rigidita strategie
vliv na vývoj ANO ANO

kooperativńı strategie? Kapitola 5.4.1 Kapitola 5.4.2

Tabulka 6.1: Přehledová tabulka zjǐstěných závěr̊u.

Nezávislost vývoje kooperativńı strategie na počtu vrchol̊u modelu má pro nás
pozitivńı výsledek. Reálné systémy typu WWW, elektrických rozvodných
śıt́ı apod. můžeme při zachováńı vlastnost́ı systému zkoumat na modelech
menš́ıch rozměr̊u. Tato skutečnost nám urychĺı výpočetńı čas simulaćı.

V př́ıpadě vlivu rigidity vrcholu s nejvyšš́ım stupněm na vývoj koopera-
tivńı strategie jsou źıskány předpokládané výsledky. V př́ıpadě agregované
užitkové funkce, vrchol s nejvyšš́ım stupněm dokázal ovlivnit strategii ostat-
ńıch vrchol̊u a

”
přesvědčil“ je ke své strategii. U pr̊uměrné užitkové funkci

vrchol tento vliv ztráćı a to d́ıky
”
normováńı“ užitku stupněm vrchol̊u.
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Překvapivý a velmi zaj́ımavý výsledek je zjǐstěn v př́ıpadě rigidity strategie
na vrcholech modelu, kde u agregované a hlavně i u pr̊uměrné užitkové funkce
tento vliv na vývoj kooperativńı strategie je zaznamenán.

Daľśım zaj́ımavým výstupem je př́ıpad, kdy porovnáme hodnoty kooperač-
ńıho poměru pro modely založené na agregované užitkové funkci s modely
založené na pr̊uměrné užitkové funkci. Na následuj́ıćım Obrázku 6.1 je naz-
načena převaha modelu pro konkrétńı scénář.

Obrázek 6.1: Porovnáńı hodnot kooperačńıho poměru pro modely založené
na agregované (AGR), resp. pr̊uměrné (MEAN) užitkové funkci pro jednotlivé
scénáře: FC - Plná spolupráce, HD - Jestřáb a hrdlička, PD - Vězňovo dilema
a SH - Lov jelena.

V př́ıpadě, kdy je uvažován model s rigiditou - 1, tj. fixace kooperativńı
strategie na vrcholu s nejvyšš́ım stupněm, tak převaha agregované užitkové
funkce ve scénáři Jestřáb a hrdlička (HD) se zvýšila a částečně se rozš́ı̌rila
i do scénáře Vězňova dilematu (PD).
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grafu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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1, resp. 0 pro agregovanou užitkovou funkci. . . . . . . . . . . 53
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to evolutionary games on graphs, (2012).
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A Př́ıloha

Obrázek A.1: Teplotńı mapy pro aktualizačńı pravidlo založené na agrego-
vané užitkové funkci, v́ıcebarevný rozsah. Rozložeńı kooperačńıho poměru
v závislosti na parametrech užitkové matice X = 1 − c a Y = b s krokem
0, 2 pro základńı model (model bez rigidity), model s rigiditou - 1 a model
s rigiditou - 0 a pro r̊uzný počet vrchol̊u modelu.
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Obrázek A.2: Teplotńı mapy pro aktualizačńı pravidlo založené na agrego-
vané užitkové funkci, dvoubarevný rozsah. Rozložeńı kooperačńıho poměru
v závislosti na parametrech užitkové matice X = 1 − c a Y = b s krokem
0, 2 pro základńı model (model bez rigidity), model s rigiditou - 1 a model
s rigiditou - 0 a pro r̊uzný počet vrchol̊u modelu.
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B Př́ıloha

Obrázek B.1: Agregovaná užitková funkce. Rozložeńı kooperačńıho poměru
v závislosti na parametrech užitkové matice X = 1 − c a Y = b s krokem
0, 05 pro základńı model (model bez rigidity), model s rigiditou - 1 a model
s rigiditou - 0.
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Obrázek B.2: Pr̊uměrná užitková funkce. Rozložeńı kooperačńıho poměru v
závislosti na parametrech užitkové matice X = 1 − c a Y = b s krokem
0, 05 pro základńı model (model bez rigidity), model s rigiditou - 1 a model
s rigiditou - 0.
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C Př́ıloha

Př́ılohou této práce je CD, které je členěno do dvou základńıch adresář̊u:

DP_Text: obsahuj́ıćı samotný text diplomové práce.

DP_Simulace: obsahuj́ıćı spustitelné soubory v MATLABU R2010a a vy-
generovaná data.

Nyńı se zaměř́ıme na adresář DP_Simulace:

Adresář Kapitola_5. Tento adresář obsahuje spustitelné soubory a vyge-
nerovaná data pro Kapitoly 5.1, 5.2 a 5.3. Adresář je členěn následovně:

• podadresáře s názvy jednotlivých kapitol1 obsahuj́ı vygenerovaná data
pro př́ıslušnou kapitolu a skripty, které vykresluj́ı grafy.

Každá sada výsledk̊u je ve vlastńım souboru a identifikována je jeho
názvem. Ukázkový název souboru a vysvětleńı jednotlivých část́ı:

100_MR1_AP2_0_05.mat

Název souboru zač́ıná č́ıslem, které odpov́ıdá počtu vrcholu modelu
simulace. V tomto př́ıpadě je velikost modelu 100. Daľśı část charak-
terizuje o který typ modelu se jedná:

– ZM - Základńı model (viz. Kapitola 5.1),

– MR1 - Model s rigiditou - 1 (viz. Kapitola 5.2),

– MR0 - Model s rigiditou - 0. (viz. Kapitola 5.2).

Zde se jedná o model s rigiditou - 1. Předposledńı část charakterizuje
aktualizačńı pravidlo (viz. Kapitola 5.1):

– AP1 - Aktualizačńı pravidlo č. 1,

– AP2 - Aktualizačńı pravidlo č. 2.

Zbytek názvu odpov́ıdá kroku podle kterého se budou měnit parametry
b a c užitkové matice (2.11).

1Např. podadresář Kapitola_5_1_1/Vystup/ obsahuje data a skripty generuj́ıćı grafy
pro Kapitolu 5.1.1
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• samotný adresář Kapitola_5 obsahuje spustitelné soubory2 v programu
MATLAB.

Dynamika_bez.m Simulace_bez_rigidity.m

Dynamika_s.m Simulace_s_rigiditou.m

Main.m StupneGrafu.m

MaxStupen.m Uzitkova_funkce_AGR.m

ScaleFreeGenerating.m Uzitkova_funkce_MEAN.m

Adresář Kapitola_5_4. Tento adresář obsahuje spustitelné soubory a vyge-
nerovaná data pro Kapitolu 5.4. Adresář je členěn následovně:

• podadresáře s názvy jednotlivých kapitol obsahuj́ı vygenerovaná data
př́ıslušné kapitoly a skripty, které vykresluj́ı grafy.

Nyńı část názvu souboru, která charakterizuje o který typ modelu se
jedná, je jiná vzhledem k předchoźımu popisu souboru.

100_Nekoop_AP2_0_05.mat

– Koop - fixace kooperativńı strategie na vrcholech modelu,

– Nekoop - fixace nekooperativńı strategie na vrcholech modelu.

Ostatńı části názvu souboru o počtu vrchol̊u modelu, aktualizačńım
pravidlu a kroku jsou zachována.

• podadresář Koop, resp. NeKoop obsahuje spustitelné soubory v pro-
gramu MATLAB, pro př́ıpad fixace kooperativńı, resp. nekooperativńı
strategie na vrcholech modelu.

Dynamika01.m Simulace_NeKoop_modelu.m

Main.m StupneGrafu.m

MaxStupen.m Uzitkova_funkce_AGR.m

ScaleFreeGenerating.m Uzitkova_funkce_MEAN.m

Simulace_Koop_modelu.m Zmena.m

2Každý spustitelný soubor (m-file) obsahuje jeho podrobný popis, popis vstupńıch
a výstupńıch parametr̊u, dále je okomentovaný i zdrojový kód pro lepš́ı orientaci. Z tohoto
d̊uvodu je zde nebudeme podrobně popisovat.
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