ZAPADOCESKA UNIVERZITA V PLZNI
Fakulta aplikovanych véd

Katedra matematiky

DIPLOMOVA PRACE

Predpovédi vysokofrekvenc¢nich ¢asovych fad pomoci modeld typu ARCH
a metody Monte Carlo

Plzen 2013 Vypracoval: Bc. Tomas Pakosta
Vedouci prace: RNDr. Blanka Sedivi, Ph.D.



Cestné prohliseni

Prohlasuji, ze jsem zadanou diplomovou praci vypracoval samostatné s pfrispénim vedouciho prace. Uvedl jsem

vSechny literarni prameny a publikace, ze kterych jsem cerpal.

Datum: 20. kvétna 2013



Podé&kovani

R4d bych na tomto misté podékoval vSem, ktefi mi s praci pfimo i nepfimo pomohli, protoze bez nich by tato
préace nevznikla. Piedevsim bych chtél podékovat vedouci prace RNDr. Blance Sedivé, Ph.D. za vedeni, pomoc

a odborné rady pii zpracovani této prace.



m

ani

Al zada

igina

" Or



Abstrakt

Hlavnim cilem této prace je ziskat model typu ARCH pro zvolena a popsana vysokofrekvenc¢ni data, konkrétné
data Casové fady ceny zlata. Dalsim cilem je ziskat za pomoci vybraného a odhadnutého modelu typu ARCH
predpovéd pro danou éasovou fadu zkonstruovanou pomoci metody Monte Carlo. Metoda Monte Carlo je v této
praci také popséna a hlavné jeji aplikace pro modely typu ARCH. Obsahem prace je také zpracovany popis
zvoleného software Project R, ktery poslouzi jako dobry nastroj pro zpracovani ¢asové fady z pohledu modelovani
a predpovidani. Project R lze také vyuzit k velmi dobré interpretaci vysledki pomoci programovatelnych grafi.
V zévérecné Casti této prace je zpracovano porovnani predpovédi se skutecnymi hodnotami v odhadovaném
obdobi.

Klicova slova: ¢asova fada, volatilita, ARCH, GARCH, Project R, Monte Carlo

Abstract

The main goal of this thesis is to obtain a model ARCH type for chosen and described high-frequency data,
namely data time series prices of gold. The next target is to obtain forecast of the time series constructed
using Monte Carlo methods with the help of selected estimated ARCH type model. Monte Carlo method is also
described in this thesis and especially application to ARCH type models. The thesis also include description
of the selected software Project R which will serve as a good tool for processing time series from the perspective
of modeling and forecasting. Project R would be used for a very good interpretation of the results using progra-
mmable graphs. In the final section of this thesis is processed comparing between predictions with the actual

values in the estimated period.
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1: Uvod

1 Uvod

S pojmem ,Casova Ffada“ je svazana spousta teorie, dat, modeld ¢i aplikaci. Z tohoto také vyplyva mnoho riz-
nych nazoru ¢i pristupi, jak se postavit ke zpracovani ¢asovych fad. Velky zajem, zejména v ekonomii, je kladen
na zpracovani kratkodobych c¢asovych fad, tj. fad, jejichz frekvence hodnot je v obdobich kratsich nez 1 rok.
Zvl1astni postaveni, v této skupiné Casovych fad, pak maji denni ¢asové fady, u kterych bylo empirickym vy-
zkumem zji§téno, Ze pravé tyto casové fady se vyznacuji v éase proménlivou variabilitou (tzv. volatilita). Tato
vlastnost vSak porusuje predpoklady pro pouziti klasickych linedrnich modeli. Poc¢atkem 80. let prisel Robert
Engle s novou koncepci modelovani volatility, kde zavadi modely typu ARCH neboli autoregresni modely s pod-
minénou heteroskedasticitou (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity). Koncepce modelta typu ARCH se
postupné rozvijela v dalsi modely tohoto typu tak, aby co nejvice reflektovaly rtzna typickd chovani urcitych
druhi vysokofrekvencnich ¢asovych fad. Dalsi vyvoj modelt typu ARCH pak vychazi z myslenky modifikace

predpokladu normality, na kterém je zalozena vétSina modelti ¢asovych Tad.

Cilem této diplomové prace je zpracovat finanéni ¢asovou fadu ceny zlata za obdobi 9.2.2005 - 31.10.2012
a uréit jeji predpovéd. Dosazenim tohoto cile se predpoklad4 uziti modeltt podminéné heteroskedasticity a uziti
softwaru Project R, pomoci kterého budou ziskany vsechny vysledky a grafické vystupy. Pro urceni charakteru
predpovédi casové fady cen zlata bude vyuzita metoda Monte Carlo a na konci prace bude popsano zhodnoceni

pouziti metody Monte Carlo pro predpovidani dalsiho vyvoje ¢asové rady.

V prvni ¢asti diplomové prace je popsana potiebna teorie, ktera je vyuzita v aplikac¢ni ¢asti. Jedna se o popis
financnich casovych fad, jejich vlastnosti, pfedpokladi a charekateristickych ryst chovani téchto fad. V druhé
Casti jsou popsany samotné modely volatility pouzité pro zpracovani podminéné heteroskedasticity v Casové
fadé. K témto modelim je také popsadna jejich vystavba, volba Fadu, odhad parametru, verifikace modelu
a predpovédi. Dalsi ¢asti je pak popis metody Monte Carlo, kterad je déle vyuzita k odhadu predpovédi casové
fady ceny zlata. Pred zpracovanim casové fady ceny zlata je nezbytny popis programu, ve kterém je aplika¢ni
Cast zpracovana a tim je Project R. Samotna aplika¢ni ¢ast je posledni ¢asti této prace, ve které je vySetifen
pribéh casové fady za pomoci popsané teorie v predchazejicich ¢astech. Odhadnuty model ¢asové fady cen zlata

je ovéren a pouzit k predpovédim.

Zavérem diplomové prace bude zhodnoceni predpovédi pro danou ¢asovou fadu pomoci metody Monte Carlo.

Také bude stru¢né popsano mozné rozsifeni této prace.
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2 Casové fady typu ARCH

Ekonomické ¢asové fady mizeme popsat jako empirickd pozorovani v oblasti ekonomiky, ktera jsou usporadana

v Case, do fady hodnot, smérem od minulosti do pfitomonosti.

Pokud ekonomické casové fady budeme rozlisovat z pohledu délky intervalu sledovanych hodnot, zjistime,
ze spadaji do dvou skupin a témi jsou dlouhodobé c¢asové fady, které maji sledované hodnoty v ro¢nich nebo
delSich ¢asovych intervalech. Naopak kratkodobé casové fady maji interval sledovanosti kratsi nez jeden rok.
S timto rozdélenim souvisi také tvar ekonomickych ¢asovych fad. Tvar c¢asové fady bude vyhlazenéjsi, ¢im delsi
interval sledovanych hodnot budeme mit. To vyplyva z poznatku, ze ¢asové fady maji Casové svazané jednotlivé
hodnoty. Kdybychom ¢asovou névaznost neuvazovali, pojem casové fady by zcela ztratil smysl a neurcili bychom

jejich tvar a charakteristické vlastnosti.

Charakteristickymi vlastnostmi ekonomickych ¢asovych fad jsou: trend, sezénnost, nelinearita, podminéna
heteroskedasticita a spole¢né vlastnosti vice ¢asovych rad jako je naptiklad tzv. spoleény trend. Tyto vlastnosti
se zpravidla nevyskytuji ve vSech ¢asovych fadach soucasné. Vyskyt nékteré z vlastnosti zavisi na typu casové
fady, napt. heteroskedasticita, kterd zde bude pozdéji zkoumana se vyskytuje u vysokofrekvené¢nich fad (spadaji

pod kratkodobé ¢asové Fady), kterymi jsou pravé naptiklad finanéni casové fady.
Pro potreby teoretickych modeli lze ¢asovou fadu chapat jako specialni typ ndhodného procesu.

Stochasticky proces
Méjme v ¢ase usporddanou fadu ndhodnych veliéin {X(s,t),s € S,t € T}, kde S je vybérovy prostor a T
je indexni fada, pak ji nazmeme stochastickym procesem, kde pro kazdé t € T je X(.,t) ndhodné veli¢ina
definovana na vybérovém prostoru S a pro kazdé s € S je X(s,.) realizace stochastického procesu definovana
na indexni fadé T (tj. uspofddand fada ¢isel, z niz kazdé odpovidd jedné hodnoté indexni fady). Budeme
predpoklédat, Ze indexni fada je fadou celych ¢isel, tj. T = {0,+1,£2,43,...} a Ze uvazované stochastické
procesy maji nespojity charakter. Jelikoz ¢asovou fadu lze chapat jako realizaci stochastického procesu, budou
se déle stochastické procesy oznacovat jako {X;,t = 0,£1,+2,£3,...}, resp. {X;} a jejich realizace, tj. Casové
fady jako X [1].

Casova tada je tedy systémem nahodnych velicin {Xi, X»,...} (resp. {X1,Xo,..., X7}, t = 1,2,..,7)
a {x1,xa,...} (resp. {x1,29,....,x7}, t =1,2,...,T) jsou jednotlivé realizace ¢asové fady.

Casovou fadu X, nazveme bilym Sumem, pokud X, je posloupnost nekorelovanych stejné rozdélenych ndhod-
nych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a s koneénym rozptylem o2. Bily sum! oznacime WN(0, 02). Ma-li X;
navic normalni rozdéleni N(0, 02), nazyva se X; Gaussovsky bily sum.

Stacionarita

Striktné stacionarnim procesem nazveme takovy stochasticky proces, jestlize pro jakoukoliv kone¢nou indexni
cast t1,ta,...,t, z T =0,£1,£2 43, ... a jakékoliv realné ¢islo k, pro které t; + k € T, i =1,2,...,n, plati:

F(thvtha "'ath) = F(Xt1+kaXt2+k7 "'7th+k)7

kde F(.) je sdruzena distribu¢ni funkce. Striktni (silnd, kompletni) stacionarita tedy pozaduje, aby libovolna
skupina nahodnych veli¢in z ¢asové fady méla v pripadé libovolného ¢asového posunu stejné rozdéleni jako ne-

posunuté [1].

1White Noise.
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Casovou fadu {X; : t € T} pak nazveme slabé staciondrni, jestliZe plati:

(i) EX? < oo,
(i) EX; = p pro vSechna t € T a néjaké pu € R,

(1i1) cov(X,,X,) =~(|p —r|) pro vSechna p,r € T.

Bod (ii%) znamend, Ze autokovarianéni funkce X; zdvisi pouze na vzdélenosti indextt p a r. U staciondrnich
Casovych fad proto autokovariancni funkci piSeme jen s jednim argumentem, ktery udava tuto vzdalenost:
Y(p.r) = (1) pro L= |p —7l.

Striktné stacionarni proces, ktery ma prvni dva obecné momenty konec¢né, je také slabé staciondrni proces.
Stochasticky proces se oznacuje jako normalni nebo gaussovsky, jestlize jeho sdruzené pravdépodobnostni roz-
déleni je normalni. Striktni a slaba stacionarita jsou pak ekvivalentnimi pojmy, nebot normalni rozdéleni je
jednoznacné charakterizovano prvnimi dvéma obecnymi momenty. V dalsich ¢astech se zabyvame gaussovskymi

stochastickymi procesy, protoze vétsina zde uvedenych vysledkt z téchto procesi vychazi [1].

Autokorela¢ni funkce (ACF)

Pro stacionarni stochasticky proces X; lze vyjadrit autokovarianéni funkci mezi veli¢inami X; a X;_j takto:
Vi = cov(Xe, Xi—i) = B[( Xt — p)(Xe—r — 1)), k=0,1,2,...T — 1.

Autokrelaéni funkci (ACF) pak jako:

o coo(Xy, Xok)
VDX)VD(Xir) 0

kde vzhledem ke stacionarité procesu var(X;) = X;_x = . V pfipadé stacionarniho stochastického procesu

Pk

ma autokorela¢ni funkce néasledujici vlastnosti:

(i) po =1,
(i) vk < vo0; |pk| < 1 pro vSechna k,
(iii) (i43) Y& = Y—k & px, = p—k pro viechna k.

Autokovarian¢ni a autokorelacni funkce je tedy symetrickda kolem k = 0. Tato vlastnost vyplyva ze skutec-
nosti, ze ¢asova vzdalenost dvojic veli¢in X; a Xyik, Xi—r a X; je stejnd. Z tohoto divodu a z divodu (%) je

autokorela¢ni funkce vyjadfovana pouze pro k > 0. Graf autokorela¢ni funkce se nazyva korelogram.

Vybérova autokorela¢ni funkce
Ve vétsiné piipadt jsou parametry u,vo a pr neznamé. Za predpokladu stacionarity mtze byt stfedni hodnota
procesu p odhadovana prostfedictvim vybérového primeéru a rozptyl procesu 9 mize byt odhadovan pomoci
vybérového rozptylu:
x=2 3 X 1y X; — X)?
_f; t S_T;<t_ )»

kde T je pocet hodnot ¢asové fady. Odhad pj je dan vybérovou autokorelaci se zpozdénim k:

. S (X — X) (X — X)
g ST (X - X)?

— 3 —
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Parcialni autokorela¢ni funkce (PACF)

Korelace mezi veli¢inami X; a X;_; mtze byt zptsobena jejich korelaci s veli¢inami X; 1, X;—2, ..., X¢—gy1.
Parcialni autokorelace podéavaji informaci o korelaci veli¢in X; a X;_; ociSténou o vliv veli¢in lezicich mezi nimi.

Parcialni korelaci se zpozdénim k vyjadiuje parcialni regresni koeficient ¢y v autoregresi k-tého fadu:
Xt = o1 Xe—1+ P2 X2+ oo + O Xe—k + €1,

kde veli¢ina e; je nekorelovand s velicinami X;_;, 7 > 1. Vynésobime-li obé strany piedchozi rovnice X;_;,

potom stfedni hodnota této rovnice ma tvar:

Vi = Pr1Vj—1 + Gr2Yi—2 + oo+ PrkVi—k
takze plati:
Pj = Or1pj—1 + Pr2pj—2 + .. + Okkpj—k

a pokud dosadime za 57 = 1,2,...,k, ziskdme systém rovnic. Déle pak postupné dosazujeme za k = 1,2, ...

a pouzitim Cramerova pravidla ziskdme ¢11, ¢og, ...0kr. Napiiklad ¢gr vypada takto:

1 P1 P2 o Pk—2 P1
P1 1 pL o Pr—3 P2
Pk—-1 Pk-2 Pk-3 P1 Pk
Ork =
1 p1 P2t Pr—2  Pk—1
p1 1 pP1 ot Pk—3  Pk—2
Pk—1 Pk—2 Pk—3 " P1 1

Vybérova parcialni autokorelaéni funkce

Nahrazenim p; odhadem p; v predchazejicim vztahu pro ¢y ziskdme vybérovou parcialni funkci ékk. Namisto

komplikovanych pocitani determinantd navrhl Durbin (1960) rekurzivni vztah [1]:

R k=17
Pk = D=1 Ph—1jPk—j
=17 -
1= 2521 Pk—1,P;

‘Z’k’j = ng—lj - ngkflgk—m—j, i=12 . k-1

Srr =

Vybérova ACF a vybérova PACF tedy slouzi jako odhad pro ACF a PACF. Podle [3] 1ze ukézat, Ze za urcitych
predpokladd ma rozdil px — pr asymptoticky normalni rozdéleni. Toho je samoziejmé mozné vyuzit k testovani
hypotézy Hy : pr = 0 pro konkrétni £ > 1. Pokud data odpovidaji realizaci Gaussovského bilého Sumu,
pak py lezi s pravdépodobnosti 95% (a = 5%) v intervalu (ug /v/n,u1—g /y/n), kde u, je kvantil normalniho
normovaného rozdéleni. Tento interval lze nazvat intervalem spolehlivosti pro vybérové ACF a PACF. Lezi-li

koeficienty ACF a PACF v tomto intervalu, pak je lze povazovat za nulové.
Podminéna heteroskedasticita

V analyzach zabyvajicich se finan¢nimi casovymi fadami, se ¢asto vychézi z jednoho ze zakladnich predpokladii,
tj. ze logaritmy tzv. vynost (koeficienty ristu) maji normélni rozdéleni s konstantni stfedni hodnotou a konstant-
nim rozptylem v ¢ase. Logaritmovani se provadi z toho diivodu, Ze ceny nemohou byt zaporné a predpoklada

se tedy jejich logaritmicko-norméalni rozdéleni.
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Ze skutecnosti vyplyva, ze ¢asové fady logarimi vynost maji rozdéleni $picatéjsi s ,,tlustsimi“ konci nez je
normalni rozdéleni. Tato vlastnost muze byt zptisobena charakteristickym rysem jejich chovani, resp. chovanim
logaritmt jejich koeficientil ristu. Variabilita (volatilita) téchto ¢asovych fad se v pritbéhu éasu méni, obdobi
s vysokou variabilitou stfidaji obdobi s variabilitou nizsi. To vyplyva z rostouci a klesajici nejistoty na trhu.
Mizeme si predstavit, ze logarimus vynosu ma normaéalni rozdéleni s rozptylem, ktery se v ¢ase méni. Tuto

vlastnost nazveme podminénou heteroskedasticitou.

Nepodminéné rozdéleni logaritmt vynosu je pak smésici norméalnich rozdéleni, kde ta s malym podminénym
rozptylem koncentruji vynosy v blizkosti stFfedni hodnoty a naopak ta s velkym podminénym rozptylem posouvaji

vynosy do konct rozdéleni. Vystupem je nepodminéné Spicaté rozdéleni s ,tlustymi“ konci.

Naptiklad z obrazku logaritmt vynost (1), ktery je uveden také v kapitole 6.1, je patrné, ze vysoka volatilita
prechazi do nizké volatility postupné a stejné tak naopak. To znamend, zZe volatilita urcité arovné se udrzuje

po urcity cas, volatilita v case t tedy zavisi na volatilité v case t — 1.

0.08 -

0.04-

LogProfit

-0.04 -

-0.08- 1 1 1
2006 2008 2010 2012
Time

Obr. 1: Vyvoj ¢asové fady logaritmi vynosia ceny zlata
Podminénou heteroskedasticitu mizeme vyjadrit jako:
InX; —InX; 1) =a+pnX,  —InX; 9)* +¢. (1)

Pokud je parametr p = 0, pak podminénd heteroskedasticita v ¢asové fadé neni. Naopak pokud p # 0
a zéroveti |p| < 1, pak podminéna heteroskedasticita v ¢asové fadé existuje. Cim je parametr |p| blize k jednotce,

tim vyznamnéjsi je autokorelace kvadratii logaritmi [1].
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2.1 Financ¢ni ¢asové rady

Financ¢ni ¢asové fady patii mezi vysokofrekvencni casové fady, které spadaji pod kratkodobé Casové rady, je-

jichz frekvence sledovani je kratsi nez jeden rok.

Sledovanym prvkem financ¢nich ¢asovych fad je zakladni informace financ¢nich trhiti, kterou je cena. Muze
to byt napfiklad cena akcie, cena meény, cena dluhopisu. Zékladni financéni Casové fady vychéazeji tedy z cen

dosahovanych na vefejnych trzich nebo charakterizuji ceny a jejich vyvoj.

Zakladnim rysem finan¢nich ¢asovych fad je vysoka frekvence zaznamenévanych hodnot. Tyto hodnoty jsou
zaznamenavany nejcastéji v mésicni, tydenni nebo denni frekvenci, ale mohou byt zaznamenavany napiiklad
na burzach i v hodinnovych nebo minutovych intervalech. Vliv na dynamiku takto rychlé frekvence zdznamu
dat maji jak systematické faktory (vyrazné se projevuje trendové a cyklicka slozka), tak nesystematické faktory,

coz ma za nasledek jejich vysokou a proménlivou variabilitu.

7 nasledujici kapitoly vyplyne, Ze pro investora poskytuje vynos stejnou informaci jako samotné cena aktiva
a navic jej lze interpretovat v procentech, coz mize byt jasnéjsim ukazatelem vyhodnosti dané investice. Proto

se pfi zpracovani financénich ¢asovych fad vétSinou namisto cen aktiv pracuje s jejich vynosy.

2.2 Charakteristické rysy chovani financ¢nich ¢asovych rad

Zakladni a primarni hypotézou o chovani finanéniho trhu je hypotéza efektivniho trhu?. V literatufe lze nalézt
napiiklad formulaci efektivniho trhu takovou, Ze pokud ceny plné zahrnuji o¢ekavani a informace vSech tcastniku

trhu, jsou jejich zmény nepredikovatelné.

S hypotézou efektivniho trhu souvisi ziejmé nejstarsi model ,chovani® cen aktiv. Tento model je znamy
pod jménem martingal a lze ho popsat napriklad takto: JestliZe P; je cena aktiva v case t, potom ocekdvand
cena v case t + 1 je cena v case t, za podminky znalosti vsech cen aktiva v minulosti, tj. v caset —1,t—2, ....
Z hlediska tvorby pfedpovédi model martingalu implikuje, Ze nejlepsi (podle minimalni stfedni ¢tvercové chyby)

predpovédi zitfejsi ceny je cena dnesni [1].

Pfedstavme si ¢asovou Fadu cen aktiva jako realizaci stochastického procesu { P, }, tzn. fadu ndhodngch veli¢in

usporadanych v Case, pak martingal vyjadiime jako:
E[Piy1|P, Pi_q,...] = Py, (2)

nebo také jako:
E[Py; — P|P;, Pi—1,...] =0, (3)

kde E[.].] je podminénou stfedni hodnotou.

Déle model martingdlu predpokladd, Ze nepfekryvajici se cenové zmény ve vSech ¢asovych posunech (vpred
i vzad) nejsou korelované, tj. jsou linedrné nezédvislé. AvSak mohou byt stale nelinedrné zavislé. Tato zavislost
se muze projevit tak, ze cenové zmény nejsou v ¢ase konstantni. Dfive se pfedpokladalo, Ze martingal je nutnou
podminkou efektivniho trhu. V soucasnosti se v souvislosti s podminkou efektivniho trhu hovoii nejen o nepre-
dikovatelnosti, ale také o vztahu ocekdvané cenové zmény a rizika (rozptylu). Z hlediska investora muze jisté
byt zajimavé, Ze oCekavana cenova zména je kladna, i kdyz je zatiZzend vysokym rizikem. Ale naopak z hlediska

trhu je budouci cena stéle prakticky nepredikovatelnd, a jedna se tedy o efektivni trh. Martingal klade restrikci

2Prvni formulace Bachelier (1900), Cowles (1933).
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pouze na ocekavanou cenovou zménu nikoliv na riziko, nemize proto byt nutnou podminkou efektivniho trhu,

jelikoz mohou nastat situace, kdy 1ze trh stale povazovat za efektivni, ale nejednd se jiz o model martingalu.

Martingal mizeme také vyjadrit vztahem:
P, =P, 1+ ay, (4)

kde a; se oznacuje jako pfirtstek martingalu nebo také jako diference martingalu. Tato forma zapisu je podobna

modelu ndhodné prochéazky.

Zde se na rozdil od martingalu predpoklada, Ze {a;} je proces bilého sumu®. V tomto procesu jsou ndhodné
veli¢iny nejen nekorelované, ale také stejné rozdélené s nulovou stiedni hodnotou a konstantnim rozptylem.
Miizeme vychézet z predstavy, Ze rozdéleni, které maji tyto ndhodné veli¢iny, je normalni, tj. a; ~ N(0,02).

Toto je sice ziejmé, ale je zde zésadni nedostatek. Cena aktiva nemiZe byt mensi nez nula, minimélni dosa-
zitelny relativni pfirtstek ceny neboli minimélni dosazitelny jednoduchy vynos aktiva je tedy:

P — P
Py )
ProtoZe ndhodnd veli¢ina majici normdlni rozdéleni mtize nabyvat jakéhokoliv redlného ¢isla a ze vztahu (4)
vyplyva, ze cena aktiva P, ma normdalni rozdéleni, neni jeho dolni mez, a tedy ani dolni mez jednoduchého

¢istého vynosu zarucena.
Témto problémum Ize predejit tvahou, Ze jednoduché vynosy aktiva definované jako:

I

t—1

R +1=

(6)
a nazyvané také jako koeficienty rustu ceny aktiva, by mély mit rozdéleni nezaporné ndhodné veli¢iny. Pro tento
pfipad se logicky nabizi rozdéleni logaritmicko-norméalni.

Tedy za piedpokladu, ze jednoduchy vynos R; + 1 mé logaritmicko-normalni rozdéleni, pak jeho logaritmus:

rn=In(R;+1)=In (PPt

t—1

) =InP—InP_1=p—pi_1 (7)

maé normalni rozdéleni. A vynos aktiva za k obdobi od ¢asu t—k do Casu ¢ Ize vyjadfit jako soucin k jednoduchych
vynosu aktiva:
Ri(k)+1=(R;+1) - (Ri—1+1) . - (Re—pr1 + 1) =
_ Py . Py ) P - Py ki1 _ Py . (8)
Po1 Py Pij Py Py_i

Za ptfedpokladu logaritmicko-normélniho rozdéleni jednoduchych vynosti ma také cely vynos stejné rozdéleni.
Jeho logaritmicka transformace ma normalni rozdéleni a je rovna souctu k logaritmovanych jednoduchych vynost
[1], tj.:

re(k) =re+r—1+re—o+ o+ r_pi1 (9)

Logaritmické vynosy jsou v aplikacich finan¢nich ¢asovych fad ¢asto pouzivané a tak si lze pro upiesnéni namisto

X; uvazovat r;.

30bvykle se také vychazi ze silngjsiho predpokladu, ze {a:} je proces striktniho bilého umu, ve kterém jsou nahodné veliciny
nezavislé a stejné rozdélené s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem.
4Logaritmus nahodné veli¢iny s logaritmicko-normalnim rozdélenim mé normalni rozdéleni.
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2.2.1 Predpoklad normality

Jak bylo uvedeno v pfedchézejici kapitole zakladnim pfedpokladem, ze kterého se ¢asto vychazi je, ze logaritmy
vynosti maji normalni rozdéleni s konstantn{ stiedni hodnotou j a konstantnim rozptylem o2, tj. pfedpoklad
r¢ ~ N(u,02). O tomto rozdéleni vime, Ze je symetrické a Ze jeho sikmost je rovna nule a jeho picatost je rovna
¢islu t¥i°.

Avsak ve vétSiné piipadu je odhad Spicatosti logaritmt vynost finan¢nich ¢asovych fad vétsi nez tfi, to zna-
mena, ze skutecné rozdéleni logaritmuti vynost je Spicatéjsi nez normalni rozdéleni, tzn. ze rozdé€leni vynosi ma
tedy sklon k leptokurticité, neboli vynosy blizko stfedni hodnoty a vynosy velmi vysokych zapornych a kladnych
hodnot se objevuji ¢astéji nez by predpoklddala normalita. Tato vlastnost bude demonstrovana na realnych
datech v aplikaéni ¢asti. Dalsi odchylkou (i kdyZ ne tak vyraznou) mizZe byt nesymetri¢nost rozdéleni vynosi,
tj. koeficient Sikmosti neni nulovy. Z toho vyplyva, ze kladné a zaporné vynosy se nevyskytuji se stejnou cetnosti.

Tento jev byl pozorovén u vétiny aktiv kromé sménnych kurzi [1].

Neni zadnym piekvapenim, Ze i pfes uvedené nedostatky je predpoklad normalniho rozdéleni viynost pomérné
bézny, protoze ve prospéch predpokladu normélniho rozdéleni jednozna¢né hovoii ptiznivé statistické vlastnosti,
napiiklad v podobé snadného testovani hypotéz nebo pfi odhadu parametri pomoci metody maximalni véro-
hodnosti.

K témto faktim pak nékteri autofi poukazuji na to, ze i kdyby napf. denni vynosy nebyly norméalné rozdélené,
pak tvrzeni centralni limitni véty (rozdéleni souctu velkého mnozstvi stejné rozdélenych a nezavislych ndhodnych
veliéin s koneénym rozptylem je pfiblizné normadlni) a z logaritmu vztahu (8) vyplyva, ze fady vynost s nizsi
frekvenci zdznamu (mésiéni, roéni) konverguji k normalnimu rozdéleni®. Rychlost konvergence ale neni piilis
vysoka, i kdyz jsou splnény vsechny predpoklady centralni limitni véty. Pfesto se vSak i ekonomové shoduji,
ze pro delsi frekvence zdznamu cen aktiv se rozdéleni vynost blizi k normalnimu rozdéleni (Napiiklad v [13],
[12]). Naopak pro denni a mensi frekvence vynost uz podobna shoda neexistuje a nejcastéji se uvadi srovnéni

napiiklad se Studentovo t-rozdélenim”.

K-S test a Lilliefors normality test
Oba tyto testy patii do kategorie testd dobré shody, pomoci kterych se zkouma prubéh celé distribuéni funkce.

Test Kolomogorova-Smirnova® je obecny pro jakykoliv typ rozdéleni a Lillieforsova modifikace se pouziva pro test
normalniho rozdéleni dat, kdy parametry nezname a musime je odhadnout p¥imo z dat pomoci vybérového
pruméru a rozptylu (vyuziva tedy jinych kritickych hodnot nez K-S test). K-S test je zalozen na vypoctu
suprema vzdalenosti empirické a teoretické distribu¢ni funkce a jeho nasledném porovnani s kritickou hodnotou
K-S testu D, («), napf. v [4].

Testujeme hypotézu takovou, ze ndhodny vybér X7, ..., X, pochézi z rozlozeni s distribu¢ni funkei ¢(z). Necht
F,(x) je vybérova distribuéni funkce.

Testova statistikas:
D, = sup |Fn($) - (,b(l‘)|

—oo<r<oo

5Vzorce pro sikmost a $picatost a jejich bodové odhady jsou uvedeny napt. v [1, str. 20].
6Tento fakt je ovéfen napi. v praci [14].

7Také naptiklad Lévyho stabilni rozdéleni, rozdéleni s proménlivym rozptylem.
8Napiiklad zde: http://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov-Smirnov_test.

— 8 —
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Nulovou hypotézu zamitdme na hladiné vyznamnosti «, kdyz D,, > D,,(«), kde D,,(a) je tabelovana kriticka

hodnota®. Pro n > 30 lze D,,(«) aproximovat vyrazem:

/1 2
—In —.
2n «

Nulové hypotéza musi specifikovat distribu¢ni funkci zcela presné, tj. véetné vsech jejich parametri. Pokud

je nezname a odhadujeme je (Lillieforstv test), pak se ndm méni i rozloZeni testové statistiky D,,.

Pro hladinu vyznamnosti 0.05 (resp. 0.01) m4 piislusna kritick4d mez asymptoticky platnou hodnotu 1,358/+/n
(resp. 1,628/4/n). Lilliefors pak dale tuto hodnotu upravil pro pfipad testu normality rozdéleni dat, kdy se
nejdrive odhadnou teoretické parametry normalniho rozdéleni pomoci primeéru a vybérové smérodatné odchylky.
Asymptoticky platna kritickd hodnota je pak 0,89/+4/n (1,04/+4/n) pro hladinu vyznamnosti 0.05 (0.01).

Shapiro-Wilk normality test

Ve statistice se Shapiro Wilktv test pouziva pro testovani hypotézy takové, ze ndhodny vybér X, ..., X,, pochazi
z normalniho rozdéleni s blize nespecifikovanymi parametry p a o2, N(u, 0?). Test je zaloZen na porovnani bod

sestrojeného Q-Q grafu a regresni pfimky prolozené témito body.

Testovaci statistika:

k 2
b2 (Z an—i+1(Yn—it+1 — yi)>

_ 7 =1
-5 = _ - 7
Zﬁl(yi—y)2

kde y; jsou usporddané hodnoty ndhodného vybéru Xj,..., X, a,—;11 jsou tabelizované vahy, y je vybérovy

w

primér a k = 5 jeli n sudé, resp. k = "T_l, je-li n liché. Pokud je vysledek testu (W) blizky jednotce
(pokud W = 1, pak jde o dokonalou shodu), p-value neni dostate¢né nizké a tedy hodnota testové statistiky
nepiekroci tabelovanou kritickou hodnotu Shapiro-Wilkova testu, pak neni mozno zamitnout H, predpokladajici
normalni rozdéleni, resp. ¢im je hodnota testovaci statistiky blize k jednotce, tim je lepsi shoda mezi teoretickym

a empirickym rozlozenim.

Podle [10] postupujeme timto zptsobem:

1. Hodnoty jednotlivych pozorovani sefadime od nejmensi po nejvétsi tak, abychom ziskali uspofadany vybér
Y= (Y1, Yn), kde y1 <--- <y,
7l n

n 2
2. Vypocteme S? = 3 (y; — 27)2 =>(7) - % (; yi) .

i=1 i=1

3. Vypocéteme b podle vzorce b = an(yn — y1) + -+ - + apr2(Ykr2 — Uk)

4. Vypocteme testovou statistiku W = g—z

5. Hodnotu testové statistiky porovname s tabelovanou kritickou hodnotou Shapiro-Wilkova testu a uc¢inime

zaveér o zamitnuti, resp. nezamitnuti nulové hypotézy na hladiné€ vyznamnosti o.

9Naptiklad zde: http://www.kmt.zcu.cz/person/Kohout/info_soubory/letnisem/tabulky.htm, odkaz plati i pro tabelizované
vahy a kritické hodnoty Shapiro-Wilk testu.
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Jarque-Bera test

Tento test je testem dobré shody zalozeny na porovnavani Sikmosti a Spicatosti s normélnim rozdélenim.

Testové kritérium:

6
kde SK je sikmost, KU je $picatost a n je pocet pozorovani.

1
JB=" (SK2 + 4(KU—3)2> :

Kritickd hodnota:
2
lea(y)7
kde v = 2 je pocet stupnu volnosti. Pokud je JB < X%_a, pak je prijimana hypotéza o tom, ze data se Fidi

normalnim rozdélenim!©.

2.2.2 Predpoklad linearni zavislosti

V klasickych analyzach finan¢nich ¢asovych fad predpoklddame, ze logaritmy vynost jsou nekorelované stejné
rozdélené ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem (proces bilého $umu), nebo ne-
z&vislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem (proces striktniho
bilého Sumu).

Jednou ze spole¢nych vlastnosti logaritmt vynosi casovych fad je promeénliva variabilita neboli volatilita.
Variabilita se méni ve velmi kratkych ¢asovych tGsecich (pak se mezi nimi mohou objevit vynosy, které mizeme

povazovat za extrémni hodnoty) nebo muZe zistat po uréitou dobu téméf stabilni a pak se méni, tzn. variabilita

se méni ve shlucich.

7 proménlivé variability logarimid vynost vyplyvaji dalsi zajimavé poznatky. Zjistilo se naptiklad, Ze variabilita
milze mit vliv na troven a silu autokorelace v ¢asovych fadach vynost. Zajimavé je, Ze bylo zjisténo, ze vysoka
variabilita nasleduje po zadporném vymosu'!.

Uvedené vlastnosti finan¢nich ¢asovych fad a samoziejmé i jiné vlastnosti vyplyvaji z ekonomické podstaty

trhu. Zaroven také z chovani a jednani ekonomickych subjektt (investort).

Klasické linedrni modely v8ak pfedpokladaji pouze jeden typ zavislosti (korelaéni zavislost) a proto nemohou

zachytit charakteristické rysy analyzovanych ¢asovych fad!2.

K odhaleni linearnich zavislosti lze vyuzit nasledujici test, ktery se také pouziva k verifikaci modeli AR, MA,
ARMA.

Portmanteauv test (Ljung-Boxova statistika)

Necht X1, ..., X, jsou pozorované hodnoty casové fady {X;} s autokorela¢ni funkci p(-). Za platnosti hypotézy:

Hy:pr=p2=---=pg=0
plati, ze:
S
= 2 e keN
Qk n(n+ );TL—Z Xk )

kde i> znadi konvergenci v distribuci pro n — oo. Cislo k udava podet korela¢nich koeficientf, které testujeme.

Vysledky ze simula¢nich studii ukézaly, Ze optimalni volbou k je pfiblizné In(n) [2].

10Napitiklad zde: http://en.wikipedia.org/wiki/Jarque-Bera_test.
11Vice informaci je uvedeno v knize [1, str. 25], kde je tato skute¢nost otestovana.
12Jiné typy zévislosti umo#nuje uvazovat t¥ida nelinearnich modeli.
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3 Modely volatility

Jesté pred popisem samotnych modelt volatility by bylo dobré se seznamit s nékterymi dilezitymi pojmy,
které jsou obecné platné pro modelovani ruznych typu ekonomickych a finanénich ¢asovych fad. Zakladem pro
podéavéani informace o charakteru stochastického procesu je autokorela¢ni funkce a parcialni autokorela¢ni funkce
(napf. modely stacionarnich ¢asovych fad tfidy AR, MA a ARMA jsou charakteristické specifickou formou
autokorelacni funkce a parcidlni autokorela¢ni funkce, takze odhady téchto funkci lze pouzit pro identifikaci
modelu) [1].

3.1 Zakladni reprezentace

Zakladnimi charakteristikami nahodnych veli¢in stochastického procesu jsou nepodminéna a podminéna stiedni

hodnota a nepodminény a podminény rozptyl.
Uvazujme napiiklad proces AR(1) ve formé:
Xt =01 Xe—1 + ay, (10)
kde |¢1] <1 a {a;} je proces bilého sumu s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o?2.
Tento proces lze podle [1] vyjddfit ve formé:
Xy =a; + dprap_q —i—qﬁat,g —&—d):fat,g—i— (11)

Z tohoto vyjadreni je zfejmé, ze E(X;) = 0. Podminéna stfedni hodnota je stfedni hodnota veli¢iny X; za pfed-
pokladu, ze ndhodné veli¢iny nabyly konkrétnich hodnot v ¢asech ¢t — 1,¢ — 2,.... Podminén4 stfedni hodnota
z&visi na volbé podminky, a je tedy jeji funkei, tj. funkce regresni. V piipadé procesu AR(1) je podminkou ur¢ita
hodnota ndhodné veli¢iny v ¢ase t — 1, E(X¢|X;—1) = ¢1X¢—1. Podminénd stfedni hodnota veli¢iny X; je tedy
z4visld na Case (proménliva v Case).

2
Ze vztahu (11) vyplyvd, Ze nepodminény rozptyl veli¢iny X; je neménny v dase, tj. var(X;) = —25. Pod-

%2
minény rozptyl se oznacuje jako funkce skedastickd a jeji prubéh charakterizuje ménlivost rozptylu Veldijéiny X
v zavislosti na hodnotach veli¢in X;_1, X;_o,.... Ze vztahu (10) vyplyva, Ze podminény rozptyl veli¢iny X; je
var(X;|X;—1) = 02 a je také v ¢ase neménny (oznacuje se jako funkce homoskedastické, v p¥ipadé proménlivého
podminéného rozptylu se oznacuje jako funkce heteroskedastickd). VSechny tyto vlastnosti jsou charakteristické

pro modely typu AR, MA a ARMA.
Modely volatility vychazeji z pfedstavy, Ze napt. model (10) lze modifikovat do tvaru:
Xt = o1 X1 + &y (12)

kde |¢1| < 1 a {&;} je podminéné heteroskedasticky proces s podminénou stiedni hodnotou E(g.]%—1) = 0
a podminénym rozptylem var(e¢|€;_1) = E(¢2|Q_1) = hy, kde £;_ je relevantni minuld informace az do ¢asu

t — 1. Tyto pozadavky spliuje napiiklad model procesu €; ve tvaru:
e = e+ h'? (13)

kde veli¢iny procesu {e;} jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem
a h; je podminény rozptyl. Pokud je rozdéleni ndhodné veli¢iny e; normované normalni, za podminky informace,
kterd je k dispozici v ¢ase t — 1, tj. e ~ N;_1(0,1), potom je rozdéleni ndhodné veli¢iny X; také normalni,
za podminky informace, ktera je k dispozici v ¢ase t — 1, ale s podminénym rozptylem, ktery se méni v zavislosti
na Case, tj. Xy ~ Ny—1(0, hy).
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3.2 Linearni modely volatility

Modely volatility poprvé popsal Engle(1982)!3. Tyto modely a modely z nich odvozené se oznac¢uji jako linearni,
protoze jsou charakteristické tim, ze podminény rozptyl je lineérni funkci velicin &7 ,e7 o,...,e7 .

V dalsich ¢astech budou popsany jednotlivé modely volatility, které formuluji vyvoj podminéného rozptylu h;
v Case a jejich Gplny tvar se bude vzdy Fidit podle modifikace zvoleného troviiového modelu, tj. naptiklad (12),
kde e; ~ N(0, h;), jak bylo uvedeno v pfedchozi kapitole, proto jsou formuloviny pouze vyvoje podminéného

rozptylu.

3.2.1 Modely ARCH (Autoregressive Conditional Heteroscedasticity)

ARCH(1)

Podminény rozptyl tohoto modelu mé tvar:
hy = w + arer_q, (14)

kde w > 0 a a; > 0, aby bylo zaruceno, ze podminény rozptyl je kladné ¢islo. Déle plati, ze kdyz a; = 0, pak je
podminény rozptyl v ¢ase konstantni a proces {£;} se oznacuje za podminéné homoskedasticky. Pokud k obéma

strandm rovnice (14) pfi¢teme 7 a ode¢teme h;, dostaneme autoregresivni tvar modelu:

Ef =w+ omsffl + v, (15)

kde Vg ZE% —ht = ht(ef — 1) a &t NN(O,l)

Podminéna a nepodminénd stfedni hodnota procesu {1;} je nulova (tj. proces neni autokorelovany). Z teorie
autoregresnich procest vyplyvd, ze proces ARCH(1) je stacionarni v kovariancich, je-li oy < 1, pak nepodminénd
stfedni hodnota procesu €, to je nepodminény rozptyl procesu €;, ma tvar:

w
var(e;) =

T (16)

Je tedy konstantni v Case a proces €; je nepodminéné homoskedasticky, autokorelacni funkce je ve zpozdéni k

rovna af.

Prostiednictvim modelu ARCH lze zachytit shluky volatility v ¢asové fadé. To vyplyva z autoregresivniho
tvaru modelu (15). Je-li ;1 v absolutni hodnoté vysoké, potom lze odekévat, Ze e; v absolutni hodnoté bude
vysoké. Tedy vysoké (resp. nizké) hodnoty ¢asové fady budou nasledovany vysokymi (resp. nizkymi) hodnotami

jakéhokoliv znaménka.
Tento model umoznuje také zachytit vyssi Spicatost pravdépodobnostniho rozdéleni.
ARCH(q)
Podminény rozptyl tohoto modelu ma tvar:
he =w4 12 | 4+ ane? o+ ...+ ozqaf_q. (17)
Podminky w > 0aa; > 0proi=1,2,...,q zarucuji kladny rozptyl. Opét lze pfevést vztah (17) na autoregresni
tvar (konkrétné je to tvar modelu AR(q) procesu {&?}):

5% :w+a15t2_1 +a253_2+...+aqef_q+yt, (18)

13http://finance.martinsewell.com/arch-garch/Engle2001.pdf
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kde Vg = 6152 — ht.
Nepodminény rozptyl procesu {e;} ma tvar:

w

var(ey) = , (19)

l—a;—...—qq
a to znamend, Ze je konstantni v ¢ase a proces {e;} je nepodminéné homoskedasticky.

Naésledujici obrazek ukazuje piiklad (jedné realizace) nasimulovaného modelu ARCH(2) s nastavenymi para-

metry a; = 0.15, ag = 0.34.

ARCH(2) simulation (k = 1000)

w
C
i
@
3 g
=
£
00507 I I I I I
0 250 500 750 1000
Time
Obr. 2: Simulace modelu ARCH(2)
R code:
1 # Arch simulace
2k = 1000
2
]
4 # ARCH(2) — wuse default omega and specify alpha, set beta=0!
5 spec = garchSpec(model = list(alpha = ¢(0.15, 0.34), beta = 0))
6 sim = garchSim(spec, n = k)
7
8 # Graf sumulace ARCH(1)
9 ggplot(data.frame(Time=seq(1:k), Innovations = sim$garch), aes(Time, Innovations))
10 + geom_line(colour="blue”, size = 1)
11 + geom_point(colour = ”black”, size = 1)
12 + labs(title = ” ARCH(2)_simulation_(k_=_1000)")
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3.2.2 Modely GARCH (Generalized ARCH)

GARCH(1,1)
Pfi modelovani ¢asovych fad, u kterych je tfeba pouzit modely ARCH(q) s vysokym ¢islem g, vznikd pro-
blém s odhadovanim velkého mnozstvi parametrii, umocnény existenci fady omezujicich podminek'4. Tomuto

problému se miizeme vyhnout rozsifenim modelu ARCH o zpozdény podminény rozptyl'®.

Rozsiteni modelu ARCH(1) o podminény rozptyl v prvnim zpozdéni ma model podminéného rozptylu tvar:
he =w+aie? | + Brhi_1. (20)

Podminky w > 0, @; > 0 a 81 > 0 zaruc¢uji kladny podminény rozptyl. Model (20) se oznacuje jako GARCH(1,1)
a lze ho pouzit tam, kde by bylo vhodné volit model ARCH s mnoha zpozdénimi. Abychom bliZe nastinili
myslenku modeltt GARCH, pfepisme vztah (20) takto:

hy =w+ alef_l + Brhi—1

(21)
=w+ (a+Bhi1 +alefy — hi1).

Podminény rozptyl v této podobé se pak rovna vazenému souctu rozptylu h;_; predpovézeného v minulém
obdobi a neo¢ekavaného minulého soku e2_; — hy_1. Parametr o mé¥i vliv tohoto Soku na piedpovéd pro dalsi
obdobf, (a+ ) pak piedstavuje rychlost, s jakou vliv Soku v nasledujicich obdobich vymizi. Cim vice se (a+ 3)
blizi jedné, tim je cas doznivani Soku delsi.

Pokud pficteme €7 k obéma stranam modelu (20) a odecteme h;, lze tento model ptepsat do tvaru modelu
ARMA(L,1):

ef =w+ (a1 + B)ei ) + v — Bivet, (22)
kde v, = €2 — hy. Jestlize a; + 81 < 1, pak z tohoto zépisu vyplyvé, ze model GARCH(1,1) je stacionarni
v kovariancich. Nepodminény rozptyl procesu {e;} m4 tvar:
w

l—a1—p

a je tedy konstantni v ¢ase a proces {e;} je nepodminéné homoskedasticky.

var(e;) = (23)

Podminka «; > 0 zarucuje, aby nenastala situace, ze a; = 0. Diivod této podminky vyplyva z modelu (22).
Nebylo by pak mozné identifikovat parametr (3;16.

Bollerslev (1988) také odvodil rekurentni vztah pro autokorela¢ni funkci procesu 2:

2
aif
= —_— 24
p1 a1+1—2a1ﬁ1—,8%’ (24)
Pk = (Oé]_ + Bl)k_lpla k= 2737 s (25)

Hodnoty autokorelacni funkce s rostoucim zpozdénim k exponencialné klesaji. Rychlost klesani téchto hodnot

zalezi na hodnoté souctu ay + 51.

Pokles autokorela¢ni funkce je velmi pozvolny pokud se tento soucet blizi k hodnoté jedna. Hodnoty parcialni
autokorela¢ni funkce se chovaji obdobné. Obecné tedy lze konstatovat, ze tvar ACF a PACF procesu £? odpovid4
tvaru téchto funkei modelu ARMA(p,q).

14Napt. nenulovost podminéného rozptylu, stacionarita.
15Toto rozsiFeni navrhl Bollerslev (1986).
16Podrobnéji viz.[1, str. 167].
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GARCH(p,q)
Podminény rozptyl modelu GARCH mé obecny tvar:

q p
hy =w+ Z Oliff?,i + Z ﬁihtfb (26)
i=1 =1

Podminky w > 0, a; > 0 proi=1,2,...,qa f; > 0proi=1,2,...,p zarucuji kladny podminény rozptyl.
Model (26) se oznacuje jako GARCH(p,q) a lze ho pfepsat do tvaru:

m p
& =w+ Z(ai + Bi)er_; — Z Bivi—i + vi, (27)
i=1 1=1
kde v; = £? — h;. Nepodminény rozptyl procesu {&;} je:
w
- 28
var(ey) =) = B (28)

kde .
a(l) =Zozi a  B(1) :ZBj.

vvvvvv

prace. Mimojiné byly vyvinuty dalsi modifikace téchto modelt pro zachyceni nejriznéjsich typa asymetrickych
efekttt (QGARCH, VS-GARCH nebo ANST-GARCH), které lze nalézt napt. v [1].

3.3 Vystavba modelu volatility

Vystavbou modeli volatility rozumime urcity postup pro spravnou aplikaci modelid volatility. Tento postup lze

obecné shrnout do téchto kroku:

1. Pro ¢asovou fadu se urci vhodny linedrni nebo nelinearni troviiovy model.

[\

. Analyzuje se kvalita Groviiového modelu z hlediska vysledku testu podminéné heteroskedasticity a nor-

mality, pfipadné se otestuje hypotéza podminéné heteroskedasticity nelinearniho typu.
3. Odhadnou se parametry linedrniho nebo nelinearniho modelu podminéné heteroskedasticity.
4. Ovéri se vhodnost daného modelu diagnostickymi testy.
5. Pokud je t¥eba, model se dale modifikuje.

6. Konec¢ny model se pouzije k popisnym nebo predikénim tcéeldm.

3.4 Testovani podminéné heteroskedasticity

Test podminéné heteroskedasticity linedrniho typu vychézi z formulace modelu ARCH. Podminény rozptyl h,
modelu ARCH(q) ve tvaru (17) je konstantni, jsou-li parametry odpovidajici veli¢inam &2 ,,... 7537(] rovny
nule. Nulova hypotéza, tj. hypotéza podminéné heteroskedasticity, je Hy : oy = g = ... = g = 0, alternativni

hypotézou je, Ze alesponi jeden parametr je rizny od nuly, tj. H; : nonH.
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Test je provadén v nasledujicich krocich:

1. Odhadnou se parametry linearniho nebo nelinedrniho troviiového modelu a ziskaji se rezidua &; a reziduélni
soulet ¢tverclh RSEy = > E7.
2. Konstruuje se regresni model
& =w+ a1,y +aaf g+ .. g+, (29)
z kterého se ziska rezidualni soucet ¢tverci RSE; a index determinace R2.

3. Testové kritérium LM ve tvaru T'- R? mé za piedpokladu platnosti nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni
X2 (a)-
4. F-verze tohoto testového kritéria pro malé vybéry ma tvar

_ (RSEy — RSE1)/q
Frar = RSElo/(T —q—1)’ (30)

jeji rozdéleni lze za predpokladu platnosti nulové hypotézy aproximovat rozdélenim F(q, T — g — 1).

Tento test se Casto oznacuje jako ARCH test. Lze jej také interpretovat jako test autokorelace ¢tverce nesys-

tematické slozky.
ARCH-LM test

Pro tadu {e;} se zkonstruuje linedrni regresni model, kde jako vysvétlujici proménné vystupuje ¢ zpozdénych

hodnot €;_1,€¢—2, ..., €¢t—q, tj.:
€t =W F Q1€¢—1 + Q€2 + -+ QgEt—q + V4.
Déle pak odhadneme parametry modelu a vypocitame koeficient determinace R2. Za platnosti nulové hypotézy:
Hy:a,=0proi=1,...,q

mé statistika LM = T - R? asymptoticky x2(q) rozdéleni s q stupni volnosti. Tento test lze interpretovat tak,
ze pokud by pro model ARCH(q) ve tvaru (17) platilo a; = ... = o, = 0, byl by jeho podminény rozptyl

konstantni.

3.5 Volba fddu modelu

Pii vystavbé modelu typu ARCH narazime na zasadni problém a tim je volba fadu modelu. Tento fad lze
piiblizné odhadnout z pritbéhu autokorelaéni funkce nebo parcidlni autokorelaéni funkce fady {e?}. Avsak

zadny formalni test, podle kterého by bylo mozné urcit f4d modelu neni k dispozici.

Obvykly postup pfi uréovéani fddu modelu typu ARCH je takovy, Ze se nejprve odhadne model nizkého fadu
a poté se tento rad upravi napt. podle vysledku statistické vyznamnosti parametri nebo analyzy standardizo-

vanych rezidui.

Ve velké vétsing piipadi jsou postacujici modely nizkych fadd napt. ARCH(1), ARCH(2) nebo GARCH(1,1),
GARCH(2,1) atd.
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3.6 Odhad parametra

Odhady parametrii modeli volatility se obvykle provadéji pomoci metody maximalni vérohodnostil”.

V aplikacich modelu ARCH se bézné uvazuje normované normélni rozdéleni e ~ N (0, 1) nebo standardizované

2t

vvarz:’
Uvazujme tedy model ARCH(m) a e ~ N(0,1). Dale pak ozna¢me pozorované hodnoty y1, ..., y7 ndhodnych

Studentovo rozdéleni € ~ kde z; ~ t,. Je samoziejmé mozné vyuzit i jina rozdéleni, napiiklad v [5].

veli¢in Y7, ..., Yp. Podle vlastnosti podminéné hustoty vyuzijeme:

fr, wyrla) = fyr, - Ymailo, Fn) - f(Ym, -y1]a) =
= f(yTa ~-~ym+2‘a7]:m+1) : f(ym+1||a7]:m> . f(ym7 -~-y1|a) =

= f(yrlo, Fr-1) - f(Ums1la, Fon) - f Ymo --y1]a),

kde f(y1,...yr|a) je sdruzend hustota veli¢in Y7, ..., Y v bodé y1, ..., yr, kterd je podminénd vektorem parametri
a= (a1, ....,am) a f(y]a, Fi—1) je hustota ndhodné veli¢iny Y; podminéné vektorem parametri « a o-algebrou
Fi—1=0(Y;_1,..., Y1) generovanou veli¢inami Y;_1, ..., Y7.

Protoze € ~ N(0,1) a Y; = o€, jsou podminénd rozdéleni Y;|F;—1 ~ N(0,07) a tedy:

2
_ Yt
1 e 2<7t2
\/2mo?
2

Stale uvazujeme model, kde 67 = ag + a1Y2 | + -+ + a,, Y2, nebo-li 07 = 07(«). Pak miZeme psat:

f(yelFeo1) =

2
1 -4
fyr,-yrle) = ¢ 270 f(Ym, -y1la).
\/ 2mo;

A protozZe vyjadieni hustoty f(ym,...y1]|a) by bylo slozité, podminime sdruzenou hustotu f(y, ...yr|a) hodno-

tami y1, ...Ym, a budeme je odhadovat spole¢né s a. Dostaneme potom:

T 2

1 -

F@r, oyl ys, m) = Fyr, urla, Fo) = [ ——e *7.
Pt \/271'0?

Metoda maximalni vérohodnosti tedy stavi na myslence, zZe nas vybér z rozdéleni s hustotou f je ,nejvice prav-
dépodobny*“, a tedy hustota f je v bodé uréeném nasim vybérem maximélni. Tato hustota zavisi na nezndmém
vektoru «. Hledame tedy takové jejich hodnoty, aby hustota byla maximéalni, které jsou pak odhadem metodou
maximalni vérohodnosti.

Druhym piipadem je, ze ¢; mé standardizované Studentovo t-rozdéleni s v stupni volnosti. V tomto pfipadé

je € ve tvaru \/VZE{T, kde z; ~ t,. Z vlastnosti Studentova rozdéleni vime, Ze varz; = —*5 pro v > 2. Hustotu
t

€ 1ze ziskat jako hustotu linedrni transformace z; s vyuzitim véty o transformaci ndhodnych veli¢in (viz. [6]).

7 tohoto vyplyva:

v+1

fole) = — L) (1+ - )

L(3)Vv-2)r v—2
kde v > 2,z e Ral(x) = fooo y*~le~Ydy pro x > 0. Podobné jako v piipadé e; ~ N(0,1) dostdvame:

_ vl

T I (2L 2 :
flyr, yrla, Fr) = H e ( 2 ) . <1+( T 2)

t=m+1 (5) (v —2) mo; v—2)o;

17Napiiklad v knize [1, str. 190] je tato metoda podrobné popsana.
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Tuto funkci maximalizujeme, pokud je pocet stupnt v zadan a jedinymi nezndmjmi parametry jsou «. Pokud
neni parametr v zadan, pak je pfiddn do podminky podminéné hustoty a odhadne se spolu s a. V praxi se
ukdzalo, ze odhadnuty podet stupiii volnosti je nejcast&ji mezi hodnotami 3 a 6 (uvedeno naptiklad v [2]).
Pokud bychom pottebovali pocateéni nastaveni tohoto parametru napf. pro néjaky iterac¢ni proces, volba tohoto

parametru by byla mezi uvedenymi ¢isly.
Vysledny odhad ma tvar:

6y =dao+a1Y2 |+ +anY2 .

Je dobré si také uvédomit, ze odhady parametri dané ¢asové fady pro model volatility mohou byt zkres-
lené. To miize byt zptisobeno napt. odlehlymi pozorovanimi, které také mohou zkreslit vysledky testti podmi-
néné heteroskedasticity. Témto problémim lze pfedejit pomoci metod robustnich odhadd parametri, které jsou

vzhledem k odlehlym pozorovénim robustni'®. Tento pfistup vSak neni cilem prace.

3.7 Verifikace modelu

Ovérit platnost a vhodnost modelu pro konkrétni ¢asovou fadu mtzeme nékolika zpisoby:

1. Testovani nesystematické slozky - konkrétné se jednéd o testy autokorelace (napf. portmanteau uvedeny
v kapitole 2.2.2), normality (napf¥. Jarque-Bera test uvedeny v kapitole 2.2) a podminéné heteroskedasticity
(Ljung-Boxtiv Q-test'® nebo ARCH-LM test uvedeny v kapitole 3.4)

2. Testovani linearity - pro testovéni linedrniho modelu GARCH proti néjakému nelinedrnimu modelu vo-
latility lze pouzit testy jako jsou SB, NSB nebo PSB?°. Tyto testy souviseji s testovanim podminéné

heteroskedasticity nelinearniho typu.

Velkou vahou ve spravném specifikovani modelu je to, ze pro jeho standardizovana residua by mélo platit
é; ~ 1ID(0,1)?L. To lze ovétit pravé testem ARCH.

3.7.1 Kritéria hodnoceni modelu

Dalsi posouzeni vhodnosti urc¢itého modelu lze provést nékolika zptisoby. Jednim z nich je porovnanim kritérii,

které urcitym zpisobem modely hodnoti.

V této ¢asti uvedeme kritéria AIC a BIC, ktera jsou definovana jako??:

AIC = —2InL($) + 2M
BIC = —2InL(¢) + MIn(T),

kde InL(¢) je hodnota maximalizované logaritmické vérohodnostni funkce, M = p + 1 a p je pocet parametrd
modelu, T je pocet pozorovani?®. Bylo dokézéano, ze AIC vede k nadhodnoceni fadu autoregrese ([1, str. 105],
Akaike (1979)).

Vybere se takovy model, ktery vede k minimalni hodnoté téchto kritérii.

18Jedna z metod je uvedena v knize [1, str. 193].

19Vig. napiiklad: http://en.wikipedia.org/wiki/LjungBox_test.

20Tyto testy jsou popsény napiiklad v knize [1, str. 187].

211D = independent and identically distributed (nezavislé a stejné rozdélené).

22 Akaikeho informaéni kritérium (Akaike Information Criterion), Bayesovo informaé¢ni kritérium (Bayesian Information Criterion)
23Podle manuélu pro R: http://tolstoy.newcastle.edu.au/R/e2/help/06/09/1750 . html.
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3.8 Konstrukce piredpovédi

Pokud bychom uvazovali proces ARMA(P,Q)-GARCH(p,q) ve tvaru:
¢(B)X; = O(B)ey, et ~ GARCH (p, q), (31)

kde ¢(B) =1-¢1B—---—¢pBF O(B) =1+0;B+---+0oB%. Ozna¢me X4 nejlepsi (ve smyslu minimalni
stfedni kvadratické chyby) k-krokovoupredikei tohoto procesu konstruovanou v ¢ase t, tj. Xt+k = Ey(Xiyr)-
Lze ukazat, Ze podminéna heteroskedasticita nemé na bodové predpoveédi XHk vliv. Naopak se ale projevi

na velkosti chyb pfedpovédi a pfedpovédnich intervald.

Pro vipocet kvadratické chyby pfedpovédi budeme predpokladat, Ze kofeny polynomu 1 — ¢z —--- — ppz?’,

z € C lezi vné jednotkového kruhu.

Pak mitizeme vyjadrit proces X; v kauzalnim tvaru:

o(B S
X = ¢<(B))€t = ;¢j5t—j-

Tento proces v Case t + k je mozné zapsat ve formé:

o0
Xk = Z Vi€ttk—js

=0

protoze Ey(ei1x—;) = 0 pro j < k, nejlepsi predpovéd Xt+k je tedy:

o0
Xy = E ¢j5t+k7j~

j=Fk
Chybu predpovédi mtuzeme vypocitat jako:
k-1
Tek = Xtk — Xtk = Z Vj€ttk—j
j=0

a minimAalni nepodminénd stfedni kvadratickd chyba (Mean Square Error, MSE) predikce je potom:

k—1
MSE(Xirr) = E(r} ) = var(ry) = o2 Y47, (32)
§=0

kde o2 zna¢i nepodminény rozptyl procesu &;.

k—1
MSE(Xy1k) = Ei(r}y) = > _ 67 Er(huyi—y), (33)
j=0

kde Ey(hit1r—;) je nejlepsi predpovéd podminéného rozptylu hiyr—;. P¥i vypoctu této predpovédi miizeme

postupovat nasledovné: necht h; je podminény rozptyl procesu GARCH(p,q) ve tvaru:

he =w+aiefy + o +ager_g + Brheo1 + -+ Bphiyp.

Hodnotu tohoto podminéného rozptylu v ¢ase t + k& mtuzeme zapsat jako:

hitr =w+ 041?3?.“@_1 + -+ Oéq€§+k_q + Bihirk—1+ -+ Bphitk—p,
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potom nejlepsi predpovéd ﬁt+k = Fi(hiyx) mé tvar:
i7,t+k :w+alé?+k_1+...+

aqé%%»qu + Blﬁt+k71 + 4 Bpht+kfp7

kde
}:ltJrj = Ey(hey;) = ét2+j = Et(€§+j) J=1,
hiyj = Ei(hit;) = hiy j<0,
v = Eu(efy;) = ey J=<0.

Daéle budeme uvazovat pifedpovéd vypocitanou na zikladé modelu GARCH(1,1). Podminény rozptyl h; je:
hi = w+ aat{l + Bhi_1,

predpovéd i:Lt+k ma potom tvar:

o .9 o
ht+k: =w+ Q4 1 + ﬁht+k717

a opakovanou substituci 1ze ziskat:

N

-1
hesk =w ) (@t B) +(a+ B)ac + (o + ) ol

IS
Il
o O

=w (a—i—ﬁ)j +(a+ﬁ)k_1ht+1.
j=0

Jestlize je proces GARCH(1,1) staciondrni, tzn. Ze plati a + 8 < 1 a 02 = w/(1 — a — ), Ize predchozi tvar
vyjadrit jako:
hiyr = 02 + (a+ B)* " (hi1 — o2)

a pokud k — oo, piedpovéd podminéného rozptylu konverguje k nepodminénému rozptylu o2 (vice naptiklad
v [1] nebo [9]).
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4 Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je pomérné Siroka skupina numerickych vypocetnich metod, ktera je zaloZena na vyuziti
nahodnych veli¢in a teorie pravdépodobnosti. Mizeme fici, Ze jde o simulaci pomoci stochastickych metod,
které vyuzivaji pseudonahodné ¢isla. Tato metoda je Siroce vyuzivana napt. pro simulace experimetnt, poc¢itani

integrali, vypoctia Cisla 7, FeSeni diferencialnich rovnic atd.

Simulovani je ¢asto jednoduchou cestou k feseni velmi slozitych, ale praktickyjch tloh. Jinak fec¢eno zakladnim
principem metody Monte Carlo je simulace velkého mnozstvi moznych budoucich stavi, jejichZz pocet miize jit
az do stovek tisicti. Nasledné se pak provadi analyza hlavnich charakteristik vysledkd. Tato metoda spada
do skupiny metod, které jsou vyuzivané v piipadech, kdy matematické feSeni problému je bud prili§ slozité
nebo jej dokonce nelze nalézt. Do skupiny tloh Fesitelnych pomoci metody Monte Carlo miazeme zaradit témér
libovolnou funkci, kterd prevadi vstupni veli¢iny X na vystupni Y. Co je potfeba znat je distribu¢ni funkce
vstupnich veli¢in X, pomoci které se generuji nahodné vstupni veli¢ny a tak zaznamendvame vystupni veli¢iny.

Po dostateéném?* poctu opakovani, lze pomoci statistické analyzy vystup@ odhadnout hledany parametr.

Pro Monte Carlo existuji dvé varinaty:

e Geometricky model - v tomto pfipadé se pfi vypoctu nepouzivd model redlného déje (pf. vypocet integralu),
e Analogovy model - musime znat pravdépodobnostni rozdéleni zkoumanych jevii. Opakovanou simulaci

pak ziskdvame vysledky (ndhodné veliciny).

Pro generatory nadhodnych cisel, které se vyuzivaji pfi této metodé, je potieba vyuzit néjaky hardwarovy ge-
nerator. Ty jsou vét§inou zaloZeny na néjakych ndhodnych procesech (napf. se vyuziva aktudlni datum a cas,
méfeni néjakého Sumu, napf. polovodict ¢ kolisani napéti, rozpad atomového jadra izotopu). Metodu Monte

Carlo lze vyuzit v mnoha aplikacich a modelech.

O této metodé je sepsano mnoho ¢lankt a knih v rdznych aplikacich ¢i verzich. Dalsi informace o této metodé

lze nalézt napt. v [7] nebo [8].

4.1 Predpovédi modelit GARCH pomoci MC

V této ¢asti bude strucné popsano, jakym zpusobem lze pomoci metody Monte Carlo predpovédét budouci

hodnotu ¢asové fady modelované pomoci GARCH modelu.

Uvedmé nejdiive, co v tomto piipadé predchazi pouziti metody MC:

e Pro stochastickou ¢asovou fadu mame jiz odhadnuty a verifikovany model podminéné stfedni hodnoty
(ARMA) a odhad &,

e Pro fadu residui £; mame odhadnuty a verifikovany model podminéného rozptylu (GARCH),

e Pro standardizovan residua é; modelu GARCH jsme ur¢ili jakym rozdélenim se ¥idi (nejc¢astéji normalni

nebo studentovo rozdéleni).

V tuto chvili je vSe pfipraveno pro aplikaci metody Monte Carlo.

247de se objevuje problém, co znamena dostateény. Obecné a logicky viak plati, e pfesnost odhadu pomoci metody Monte Carlo
roste s poctem opakovani.
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Jak uz bylo uvedeno vyse, metoda je zaloZena na generovani nahodnych cisel a budeme tedy postupovat

v néasledujicich krocich:

e Budeme tedy generovat ndhodnéa ¢éisla R, resp. pravdépodobnosti, v intervalu (0, 1).

e Déle budeme potfebovat modelovou distribu¢ni funkci p = F(é), resp. inverzni distribu¢ni funkci ne-
boli kvantilovou funkci & = F~1(p) rozdéleni residui & (vétsinou kvantilovd funkce norméalniho nebo

studentova rozdéleni).

e Pro generovanou ndhodnou pravdépodobnost R ur¢ime pomoci kvantilové funkce prvni simulovanou hod-
notu &, = F~*(R).

e Tim ziskdme jednu simulovanou prepovéd é} +1 = F7'(R) pro standardizovana residua GARCH modelu.
Pokud uvazujeme napt. model GARCH(1,1), pak simulovanou pfedpovéd pro ¢+ 1 podminéného rozptylu
bude hyi1 = & + a16¢ + Pihy.

e Poté lze uréit jednu simulovanou piedpovéd pro &} 11 = €41 iLt+1, tj. simulované residuum ARMA

modelu v Case ¢ + 1.

e Tento postup pak opakujeme k-krat, abychom dostali £ ndhodnych simulaci predpovédi v case ¢t + 1,

S | ok ‘ 21 2k
tj. €41, €111 a dale pak &; 1, ..., &7 .

Pro delsi predpovéd az do ¢asu ¢+ h 1ze postupovat krok po kroku, kdy popsany postup opakujeme, ale az poté,
co dokonéime simulaci do ¢asu t + h. Tedy v momenté, kdy pomoci ndhodného &isla ziskdme odhad &} 11, Vyge-
nerujeme dalsi nahodnou pravdépodobnost R, pro kterou uréime é},, = F~'(R) a také uréime 4o za pomoci

él 11, ktery jsme odhadli v pfechozim kroku. Pomoci téchto simulovanych odhadd miiZeme dale vypocitat él Lo

Takto bychom pokracovali az do ¢asu ¢+ h a poté cely tento postup opakovali a generovali fadu é? g €t2 h
resp. &2 TP éf - Podle zvolené hodnoty k poctu simulaci pak postup opakujeme k-krat a tedy posledni

‘ < : ’ ok ok ok ok
ziskanou fadou simulovanych hodnot bude €y, ..., €7, ;,, resp. €1, .., €, -
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5 Project R

R je jazyk a prostredi pro statistické vypocty a grafiku. Je to GNU projekt, ktery je podobny jazyku S a prostiedi,
které bylo vyvinuto v Bell laboratories (dfive AT & T, nyni Lucent Technologies) Johnem Chambersem a kolegy.

Projekt R nabizi Sirokou fadu statistickych funkei (linedrni a nelinedrni modelovani, klasické statistické testy,
analyzy ¢asovych fad, klasifikace, clustering, ...) a grafické techniky, a je vysoce rozsifitelny. Jazyk S je casto
preferovanym prostredkem pro vyzkum statistické metodiky a R poskytuje Open Source cestu k Gi¢asti na této
¢innosti.

Jednou ze silnych stranek R je snadnost, s niz mohou byt produkovany dobfe navrzené a publikovatelné

kvalitni grafy, véetné matematickych symbolu a vzorca.

R je k dispozici jako Free software v souladu s podminkami GNU General Public License (Free Software
Foundation) ve formé zdrojového kédu. Bézi na nejraznéjsich platformach UNIX a podobnych systémech (véetné
FreeBSD a Linux), Windows a MacOS.

R je integrovana sada softwarovych zafizeni pro manipulaci s daty, vypocty a grafické zobrazeni. Zahrnuje tedy:

e efektivni zpracovani dat a skladovaci prostory,

e sadu operatoru pro vypocty poli, zejména matic,

e velkou, soudrznou, integrovanou kolekci dilé¢ich nastroju pro analyzu dat,

e grafické zafizeni pro analyzu dat a zobrazeni bud na obrazovce nebo pro tisk,

e dobfe vyvinuty, jednoduchy a efektivni programovaci jazyk, ktery zahrnuje podminky, smycky, uzivatelem

definované rekurzivni funkce a vstupni a vystupni zafizeni.

Termin ,,prostiedi“ je urcen k charakterizovani plné planovaného a soudrzného systému, nez pfidavného narts-

tani velmi specifickych a neflexibilnich nastroja, jak je tomu s jinymi softwary pro analyzy dat.
Mnoho uzivateld smysli o R jako o statistickém systému. Vyvojari davaji pfednost spiSe pojmu prostiedi,
ve kterém jsou provadény statistické metody. R miize byt rozsifen (snadno) pomoci balick. Existuje osm

balik@ dodavanych s distribuci R a mnoho dalsich je k dispozici prostiednictvim internetovych stranek skupiny

CRAN obsahujicich velmi Sirokou fadu modernich metod statistiky.

R ma svou vlastni dokumentaci ve formatu LaTeX-like, ktery se pouziva k zasobovani komplexni dokumentace,

a to jak on-line formath tak tisténych podobéch [18].

5.1 Podateéni nastaveni a nadteni dat

Ze stranek http://www.r-project.org/ lze stdhnout instalacni soubor, ktery nam umozni nainstalovat Pro-

ject R?®. Po instalaci spustime Project R a do hlavni konzole napiSeme piikazy:

R code:

1 install.packages(”Rcmdr”)
2 library(Rcmdr)

25Podrobnéjsi informace a navody lze nalézt napiiklad na strankach http://www.karlin.mff.cuni.cz/ kulich/vyuka/Rdoc/
index.html.
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Prvnim pfikazem nainstalujeme balicek, ktery umozni pouziti uzivatelsky piijemnéjsi konzole. Druhym pfi-
kazem tuto konzoli spustime. V této konzoli nacteme vytvoreny soubor v projektu R, ktery umozni zpracovani
¢asové fady. Pomoci sekvence piikaztt ”File” - ”Open script file” - 7.. \GARCH” - MainGARCH.R otevieme

zdrojovy soubor, ktery je na CD prilozeném k této diplomové praci.

V prvni ¢asti tohoto skriptu je nacteni balick potfebnych v dalsich ¢astech skriptu a také nastaveni pracov-

niho adresare a nacteni dat.

R code:

1 # Instalace pouzitych balicku
2 install.packages(”tseries”) ' rady

3 install.packages("FinTS"”) pro casové tady

4 install.packages(”nortest”) pro testy normality
-

5

6

(
( , i
5 install.packages("ggplot2”)  # balicek pro lepsi grafy
) install.packages(”xtable”) # balicek
7 install.packages(”lmtest”) # bali pro Likelihood ratio test

8 install.packages(”fGarch”) # balicek pro modely typu ARCH

9 install.packages(”reshape’)  # balicek pro funkci melt na zpracovant dat

10 install.packages(”’quantreg”) # balicek pro funkci quantile

11  install.packages(”scales”) # balicek pro vykreslovani v ggplot2 funkce geom_quantile

13 # Nacteni pouzitych knihoven

14 library(xtable) # knihovna pro sazeni tabulek do Latexu
15 library(fGarch) # knihovna pro modelovans volatility

16 library(lmtest) # knihovna pro Likelihood ratio test

17 library(FinTS) # knihovna s nastroji pro financéni casove rady
18 library(nortest)  # knihovna pro testy normality

19 library(tseries) # knihovna pro casove rady

20 library(ggplot2) # knihovna pro graficky nastroj

21 library(reshape)

22 library(quantreg)

23 library(scales)

24 library(relimp, pos=4)

25 require(graphics)

26 require(grid)

28 # Nastaveni adresdre s daty
29 getwd() # zjistent aktualniho pracovniho adresare
30 setwd(”C:/Users/pakosta/Documents/R”) # nastaven: pracovniho adresdre

32 # Nastaveni cest k pouzitym funkcim

33 filepath <— ”.//functions//” # nastaveni cesty k funkcim,

34 # slozka s funkcemi must byt v aktualnim pracovnim adresdri
35 source(paste(filepath, ”QQplot.r”, sep = 7))

36 source(paste(filepath, ”qpacf.r”, sep = 77

37 source(paste(filepath, "qacf.r”, sep = 7"))

38 source(paste(filepath, "NKH.r”, sep = 7”))

39 source(paste(filepath, ?"NKHst.r”, sep = 7))

41 # Priprava dat

42 # Nactent dat

43 data <— read.csv(file = ”gold.csv”, head = FALSE, sep = ;")
44

45 # Rozdéleni dat do skupin

46 # Prevod formatu datumi na format datumu v R

47  dates = rev(as.Date(data$V1, format = ”%d.%m.%Y"))

48  serie = rev(data$V2) # wuloZent dal do pomocnée proménne

Jak je vidét z prikazu prvni ¢asti skriptu, data jsou nactena ze souboru .csv, ktery je také na CD priloZzeném
k této praci. Soubor obsahuje 2 sloupce s datumy (format DD.MM.RRRR) a cenami zlata v danych ¢asech
(s desetinnou teckou). Déale je pak nastavena cesta do vlastniho pracovniho adresafe, ktery je zvolen pomoci

piikazu setwd a také obsahuje slozku s dalsimi funkcemi, které hlavni skript vyuziva.
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5.2 Pouzité nastroje a funkce

vz

V této casti budou uvedeny nékteré dilezité balicky a nejdtlezitéjsi pouzité funkce. K témto vybranym funk-
cim budou vzdy stru¢né napsané zakladni informace. Pokud pozadujeme detailnéjsi informace o balicku nebo
funkei, v pfikazovém faddku programu napiSeme pfed nazev bali¢ku nebo funkce otaznik (napf. ?FinT'S nebo

?shapiro.test). Chybéjici balicky lze doinstalovat pomoci jiz uvedené funkce install.packages(”balicek”).

Balicek ,,tseries* - pro analyzu ¢asovych fad a vypocetni finanénictvi.

Podrobné informace dostupné na: http://cran.r-project.org/web/packages/tseries/tseries.pdf

Balicek ,,FinTS* - R-kovy protéjSek knihy Analysis of Financial Time Series, 2nd ed. (Wiley), od autora
Tsay (2005). Zahrnuje soubory dat, funkce a soubory skriptti potfebné k préaci s nékterymi piiklady.
Podrobné informace dostupné na: http://math.uncc.edu/"zcai/FinTS. pdf

Balicek ,,nortest* - soubor 5 testli pro slozené hypotézy normality.

Podrobné informace dostupné na: http://cran.r-project.org/web/packages/nortest/nortest.pdf

Balicek ,,ggplot2¢ - je kreslici systém pro R, ktery pouziva jen dobré vlastnosti ze zédkladni R-kové grafiky
a balicku Lattice grafiky. Tento bali¢ek poskytuje silny model pro grafiku, ktery umoznuje lehce vytvaret kom-
plexni vicevrstvou grafiku.

Podrobné informace dostupné na: http://cran.r-project.org/web/packages/ggplot2/ggplot2. pdf

Balicek ,,fGarch® - Prostfedi pro vyuku ”Finané¢ni inzenyrstvi a vypocetni finance”.

Podrobné informace dostupné na: http://cran.r-project.org/web/packages/fGarch/fGarch. pdf
Dalsi pouzité balicky 1ze dohledat na strankach: http://cran.r-project.org/.

V nésledujici ¢asti budou uvedeny funkce vytvorené v programu R, které jsou pouzity v hlavnim vypoctovém
skriptu a které jiz v dalsich ¢astech budou jen volany. V aplikac¢ni ¢asti této prace budou uvadény dalsi R kédy
s ptikazy a funkcemi, které byly vyuzity k feSeni, vypoc¢tu nebo sestaveni grafu. Pokud budou pro dalsi vysledky
pouzity stejné piikazy nebo funkce, které jiz byly uvedeny a jsou tedy pouzity pouze pro jina data, pak uz R
kéd nebude uvadén. Cely zdrojovy kéd pro ziskani vSech vysledki lze nalézt na CD, které je pfilohou této prace.

Funkce pro vytvoreni Q-Q grafu:

R code:

L # Q-Q graf

QQplot <— function(y){

x <— gnorm(ppoints(y))

d <— data.frame(x = x, y = sort(y))

xx <— gqnorm(c(0.25, 0.75))

yy <— quantile(y, c(0.25, 0.75))

slope <— diff(yy) / diff(xx)

int <— yy[1L] — slope * xx[1L]

p <— ggplot(d, aes(x = x, y = y)) + geom_point() + geom_hline(yintercept = 0)
+ xlab(’Theoretical_Quantiles’) + ylab(’Sample_Quantiles’)
+ geom_abline(intercept = int, slope = slope, color = ’blue’)

D

return(p)

WNHR OO Utk Wt

=
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Funkce pro vytvoreni ACF grafu:

1
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R code:

# ACF
qacf <— function(x, conf.level = 0.95, max.lag = NULL, min.lag = 0, title = ””) {
ciline <— gqnorm((1 — conf.level) / 2) / sqrt(length(x))
bacf <— acf(x, plot = FALSE, lag.max = max.lag, type = ”correlation”)
bacfdf <— with(bacf, data.frame(lag, acf))
if (min.lag > 0) { bacfdf <— bacfdf[—seq(1, min.lag), ] }
significant <— (abs(bacfdf], 2]) > abs(ciline))"2
bacfdf <— cbind(bacfdf, significant)
q <— gplot(lag, acf, data = bacfdf, geom = ”bar”, stat = "identity”,

position = ”identity”, ylab = ” Autocorrelation”, main = title, fill = factor(significant))
+ geom_hline(yintercept = —ciline, color = ”blue”, size = 0.2)
+ geom_hline(yintercept = ciline, color = ”blue”, size = 0.2)

+ geom_hline(yintercept = 0, color = "red”, size = 0.3)
+ scale_fill_hue(name = paste(”Significant_at_the\n”, conf.level, ”level”),
breaks = 0:1, labels = c(”False”, " True”))
+ theme(legend.justification = ¢(1,1), legend.position = ¢(1,1))
return(q)

Funkce pro vytvoreni PACF grafu:
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R code:

# PACF
qacf <— function(x, conf.level = 0.95, max.lag = NULL, min.lag = 0, title = ””) {
ciline <— gnorm((1 — conf.level) / 2) / sqrt(length(x))
bacf <— acf(x, plot = FALSE, lag.max = max.lag, type = ”correlation”)
bacfdf <— with(bacf, data.frame(lag, acf))
if (min.lag > 0) { bacfdf <— bacfdf[—seq(1, min.lag), ] }
significant <— (abs(bacfdf], 2]) > abs(ciline))"2
bacfdf <— cbind(bacfdf, significant)
q <— gplot(lag, acf, data = bacfdf, geom = ”bar”, stat = "identity”,

position = ”identity”, ylab = ” Autocorrelation”, main = title, fill = factor(significant))
q <— q + geom_hline(yintercept = —ciline, color = ”blue”, size = 0.2)
+ geom_hline(yintercept = ciline, color = ”blue”, size = 0.2)

+ geom_hline(yintercept = 0, color = "red”, size = 0.3)

+ scale_fill_hue(name = paste(”Significant_at_the\n”, conf.level, ”level”), breaks = 0:1, labels = c(”False”, ” True”))
+ theme(legend.justification = ¢(1,1), legend.position = ¢(1,1))

return(q)

}

Funkce pro vytvoreni grafu histogramu, jadrového odhadu funkce hustoty a hustoty odhadnutého teoretického

normalniho rozdéleni:

00 ~1 O Ui Lo 1O =

20

R code:
NKH < — function(x, title = 7”) {
# Jadrovy odhad distribucni funkce
kernel = density(x, bw = "nrd0”, adjust = 1, kernel = c(”gaussian”), weights = NULL, window = kernel, width,
give.Rkern = FALSE, cut = 3, na.rm = FALSE)
xfit< —seq(min(x),max(x),length=length(kernel8$y))
yfit<—dnorm(xfit, mean = mean(x), sd = sd(x))

df <— data.frame(type = factor( rep(c(”kernel_(gaussian)”, ” Teoretical_normal”),
each=length(kernel$x))), LogP = c(kernel8y, yfit), axisX = c(kernel$x, kernel$x))

# vykresleni jadroveho odhadu pomoci ggplot2

H = ggplot(data.frame(x = x), aes(x = x))
H = H + geom_histogram(aes(y = ..density..,), colour=IC#FFFFFF’), binwidth = density(x)$bw)
+ xlab(’Data(LogProfit)’) 4+ ylab(’Density’)
+ geom_line(data = df, aes(x=axisX, y=LogP, colour=type), size = 1)
+ geom_polygon(data = df, aes(x=axisX, y=LogP, fill=type ,group=type), alpha = 0.2)
+ theme(legend.justification = ¢(1,1), legend.position = ¢(1,1))
return(H)

V préaci je také pouzita vytvorena funkce pro vykresleni histogramu, jadrového odhadu funkce hustoty a hus-
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toty odhadnutého teoretického studentovo rozdéleny. Tato funkce je podobna jako predchazejici, ale je modifi-

kované pravé pro studentovo rozdéleni:

R code:
1 NKHst <— function(x, t1, t2, t3, title = 7”) {
2 # Jddrovy odhad distribucni funkce
3 kernel = density(x, bw = "nrd0”, adjust = 1, kernel = c¢(”gaussian”), weights = NULL, window = kernel,
4 give.Rkern = FALSE, cut = 3, na.rm = FALSE)
-
5
6  xfit<—seq(min(x),max(x),length=length(kernel$y))
7 yfit<—dstd(xfit,t1,62,t3)
]
O
9  df <— data.frame(type = factor( rep(c(”kernel_(gaussian)”, ” Teoretical_student”), each=length(kernel$x))),
10 LogP = c(kernel8$y,yfit), axisX = c(kernel$x, kernel$x))
11
12 H = ggplot(data.frame(x = x), aes(x = x))
13 H = H + geom_histogram(aes(y = ..density..,),colour=IC#FFFFFF’), binwidth = density(x)$bw)
14 H = H + xlab(’Data(LogProfit)’) + ylab(’Density’)
15 H = H + geom_line(data = df, aes(x = axisX, y = LogP, colour = type), size = 1)
16 H = H + geom_polygon(data = df, aes(x = axisX, y = LogP, fill = type, group = type), alpha = 0.2)
17  H = H + theme(legend.justification=c(1,1), legend.position=c(1,1)) # pozice legendy
18
19  return(H)
20 }
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6 Aplikacni c¢ast

Doposud probranou teorii lze aplikovat na vysokofrekvencéni casové fady, kterymi jsou napf. devizové kurzy,
komodity, akcie a jiné. Aplikaéni éast této prace bude zaméfena na zpracovani vivoje komodity zlata?®. Investi¢ni
zlato je kupované jako vyhodné investice na ochranu proti znehodnoceni tspor. Obchoduje se zejména jako
zlaté slitky, cihly nebo mince s vysokou ryzosti kovu (az 999/1000), pii¢em# v CR je dodavka investi¢niho zlata
osvobozena od DPH?7.

Investi¢ni zlato se obchoduje ve standardizovanych hmotnostech, jednou z nich je naptiklad 1 oz (trojské unce
= 31,103 g). Zlato pat¥i k jedné z nejatraktivnéjsich investic, protoze pro mnohé investory ma nemaly vyznam,
jako diverzifika¢ni nastroj ¢i jako uchovatel hodnoty v dobach nejistoty nebo pfi oc¢ekavani vysoké inflace, kterou
by zlato mélo zahrnout ve své cené. V [15] je zpracovana analyza této fady a mozné vlivy na vyvoj ceny zlata,

které se vsak ukazaly jako nevyznamné.

Data ceny zlata jsou stazena z [11] a obsahuji tdaje od 9.2.2005 do 31.10.2012. Zahrnuji tak celkem 1858
pozorovani s denni frekvenci, ve smyslu ¢isté obchodnich dnti. Kvili existenci neobchodnich dnti?® nemohou byt
Casové okamziky potizeni jednotlivych pozorovani stejné vzdaleny a proto bude vzdy existovat nakumulovana
informace po prubéhu neobchodnich dnii, kterd by teoreticky méla ovlivnit pocatek obchodovani zvySenou
volatilitou. Ve skutecnosti ovSem neni zvykem zvefejiovat kurzotvorné informace v neobchodnich dnech a tento
efekt by tak mél byt potlacen [16].

Time serie of GOLD (1 USD/troy once)

M
=1

1600 —

1000 —

Price of gold

M
M
[:
M
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M
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]

Time

Obr. 3: Vyvoj ¢asové fady zlata za obdobi 9.2.2005-31.10.2012

26Informace o investi¢nim zlatd: http://wiki.kurzy.cz/Investicni_zlato/.

27Podrobnosti v §92 ,Zvlastni rezim pro investniéni zlato“ zdkona o DPH & 235/2004 Sb. http://zakony.kurzy.cz/
235-2004-zakon-o-dani-z-pridane-hodnoty-dph/paragraf-92/.

28GQvatky &i vikendy.
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R code:
1 # Vuykresleni casové tady
2 gplot(dates, serie, geom = ”line”, xlab = ”Time”, ylab = ”Price_of_gold”,

main = ”Time._serie_of _.GOLD._(1_USD /troy._once)”, ylim = ¢(0,2000))
1 + geom_point(colour = ”black”, size = 2, alpha = 0.3)

6.1 Zakladni popis a predzpracovani dat

V této casti budou popsany zakladni charakteristiky zpracovavanych dat ceny zlata.

’ Rok \ Min. \ 25% Kvantil \ Median \ Primér \ 75% Kvantil \ Max. \ Pocet \ Sm. odchylka ‘
2005 412.9 426.8 438.2 446.5 463.0 527.9 210 25.921
2006 528.0 571.4 612.0 606.5 634.6 721.4 220 40.336
2007 607.2 658.8 677.1 700.6 743.2 837.2 208 59.356
2008 712.3 828.0 884.9 872.3 921.8 1008.0 | 237 68.617
2009 812.7 921.3 949.4 975.1 1016.0 1216.0 | 258 86.073
2010 1063.0 1139.0 1217.0 | 1229.0 1319.0 1426.0 | 254 99.088
2011 1312.0 1436.0 1546.0 | 1574.0 1699.0 1903.0 | 257 149.915
2012 1539.0 1613.0 1655.0 | 1663.0 1721.0 1792.0 | 214 65.962

] 2005-2012 \ 412.9 \ 657.8 \ 933.2 \ 1025.0 \ 1382.0 \ 1903.0 \ 1858 \ 418.524 ‘

Tab. 1: Zakladni idaje ¢asové fady cen zlata

Casové fada ceny zlata je nestacionarni, ma totiz uréity trendovy vyvoj v ¢ase a jak je z obrazku 4 vidét,
mohlo by se jednat o exponencidlni trend. Pomoci autokorela¢ni funkce (ACF), resp. parcidlni autokorela¢ni

funkce (PACF)?°, 1ze potvrdit, Ze ¢asova fada je nestacionarni.

Gold

2 2012

Time

Obr. 4: Vyvoj casové fady zlata a odhad exponencialniho trendu

29Podle piedchozi kapitoly 2.
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R code:

# Ziskdni zdkladnich statistickych charakteristik
summary (serie) # informace o datech
sqrt(var(serie)) # informace o smérodatné odchylce
length(serie) # informace o délce rady

# Rada cen zlata + exponencidlni trend

ts = serie

tr <— seq(from = 1, to = length(ts), by = 1) #cas
yt <— ts * log(ts)

xtl <— ts

xt2 <— tr * ts

summary(a<—Ilm(formula = yt“xt1 4+ xt2 —1))
exp(a$coef[l])
exp(a$coef(2])

expT = exp(a$coef[l])*(exp(a8coef[2]) tr)

df <— data.frame(x = dates, trend = expT)

G = ggplot(data.frame(Time = dates, Gold = serie), aes(Time,Gold), ylim = ¢(0,2000))
+ geom_line(colour = "black”, size = 1)
+ geom_point(colour = ”black”, size = 2, alpha = 0.3)
+ geom_line(aes(dates, trend), data = df, colour = "red”, size = 1)

print(G)

Charakter ACF na obrazku 5 podporuje tvrzeni, Ze fada cen zlata je nestacionarni. Graf ACF ukazuje velmi

pozvolné klesajici priubéh autokorela¢ni funkce, resp. koeficent korelace, které presahuji hranici statistické

vyznamnosti®’.

Autocorrelation

Graph of ACF for price of gold

1.00 — Significant at the

0.95 level

-True

075 -

0.50—

0.25—

0.00

lag

Obr. 5: Graf ACF pro fadu cen zlata

30Pravdépodobnosti 95% interval (—1.96/4/n,1.96/1/n) uvedeny v kapitole 2.
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Partial Autocorrelation
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Obr. 6: Graf PACF pro fadu cen zlata

R code:

#ACF a PACF puvodnich dat
ACF1 = acf(serie, lag.max = NULL, type = ”correlation”,
plot = FALSE, na.action = na.fail)
PACF1 = acf(serie, lag.max = NULL, type = ”partial”,
plot = FALSE, na.action = na.fail)
LAGACF1 = length(ACF18lag) # nastavens delky zpozdent
LAGPACF1 = length(PACF18lag) # nastavent delky zpozZdeént

# vykresleni ACF pomoct ggplot2

source(’.//Functions//qacf.r’)

G = qacf(serie, conf.level = 0.95, max.lag = LAGACF1,
title = ”Graph_of _LACF _for_price_of_gold”)

print(G)

# vykreslent PACF pomoct ggplot2

source(’.//Functions//qpacf.r’)

G = gpacf(serie, conf.level = 0.95, max.lag = LAGPACF1,
title = ”Graph_of _PACF _for_price_of_gold”)

print(G)

30
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31y, =InP, —InP,_1 = p; — ps_1 transfor-

Nestacionarni finan¢ni ¢asovou fadu ceny zlata lze podle vzorce
movat na stacionarni. Ziskdme tak fadu logaritmickych vynost, kterd mé v tomto pfipadé intuitivnéjsi vyznam
neZ jednoduchd diferencovana fada. Nejprve tedy logaritmovanim linearizujeme pfedpokladany exponencialni

trend a dostavame tak fadu logaritmii cen zlata, kterd v ¢ase vypada nasledovné.
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Time
Obr. 7: Vyvoj logaritmu cen zlata a odhad linearniho trendu
R code:

# Logaritmovant puvodni casové Tady

1

2 logSerie = log(serie) # logaritmy dat

3

4 # Graf logaritmu cen zlata + linearnt trend

5 G = ggplot(data.frame(Time = dates, serie = logSerie), aes(Time, serie))

6 + geom_point(colour = ”black”, size = 2, alpha = 0.3)

7 + geom_line()

8 + geom_smooth(method = "Im”, se = FALSE, colour = "red”, size = 1)
9 + scale_fill_discrete(””) + ylim(c(5,8)) + ylab(”Serie_log(Price_of_gold)”)

10 print(G)

31Uvedeny v kapitole 2.2.
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Po logaritmické transformaci lze diferenci 1. fadu ziskat logaritmy vynost ptavodni ¢asové rady, které v case

vypadaji takto:

0.08~
0.04-
%
0 0.00-
o
o
—
-0.04~
0.08- ‘ ! ! i
2006 2008 2010 2012
Time
Obr. 8: Vyvoj ¢asové fady logaritmt vynosia ceny zlata
R code:
1 # Dokonceni prevodu na stacionarni ¢asovou fadu (diference 1. vadu)
2 lags = 1 # nastaveni radu diference
3 LogProfit = diff(logSerie, lag=lags) # vynosy logaritmi dat
4
5 # Graf logaritmi vynosi
6 G = ggplot(data.frame(Time=dates[2:length(dates)],LogProfit), aes(Time,LogProfit))
7 + geom_line(colour = "red”, size = 1)
8 + geom_point(colour = ”black”, size = 1)
9 print(G)
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Graph of ACF for LogProfit of gold

1.00— Significant at the
0.95 level

False
True

Autocorrelation
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Obr. 9: Graf ACF logaritmt vynost ¢asové fady ceny zlata

Graph of PACF for LogProfit of gold

Significant at the
0.95 level
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Obr. 10: Graf PACF logaritmti vynost ¢asové fady ceny zlata

Rada logaritmt vinost zlata (dale uz jen vynosti) mtizeme jiz povaZovat za stacionarni, coZ je patrné z pie-
chazejicich obrazka 8, 9, 10. Autokorelaci jiz neprokazuje ani sestavena ACF a PACF, kde je fada vynosi
charakteristickd nesystematickymi vykyvy kolem nulové hodnoty. Zaroven muzeme na obrazku 8 pozorovat

proménlivou volatilitu (variabilitu), kterd naznacuje ménici se rozptyl.
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6.2 Predpoklad normality

Modelovani ¢asovych fad je Casto svazovéano s predpokladem, zZe data (resp. residua dat) pochézeji z norméalniho

rozdéleni (nebo alespoii se k nému blizi).

’ Rok \ Pocet \ Primeér \ Sm. odchylka \ Sikmost \ Spicatost \ Min. \ Max.
2005 209 | 0.00109 0.00836 -0.15630 | 1.54873 | -0.03036 | 0.02695
2006 220 | 0.00095 0.01624 -0.56442 | 2.38897 | -0.07450 | 0.05535
2007 208 | 0.00128 0.01201 -1.10897 | 4.68733 | -0.06414 | 0.03391
2008 237 | 0.00024 0.02001 0.04469 | 1.83305 | -0.06683 | 0.07355
2009 258 | 0.00085 0.01266 -0.13740 | 0.51992 | -0.04202 | 0.04166
2010 254 | 0.00102 0.01023 -0.56905 | 2.11572 | -0.04424 | 0.03167
2011 257 | 0.00037 0.01264 -0.52707 | 1.67968 | -0.05448 | 0.03555
2012 214 | 0.00045 0.00967 -0.41322 | 4.83308 | -0.05293 | 0.03802

2005-2012 \ 1857 \ 0.00077 \ 0.01324 -0.35826 | 3.76726 | -0.07450 | 0.07360

Tab. 2: Statistické charakteristiky fady vynosi

Liliefors test D =0.076 p-value< 2.2 - 10716
Shapiro-Wilk test | W = 0.9528 p-value< 2.2- 10716
Jarqu-Bera test x? = 1142.172 | p-value< 2.2 - 10716

Tab. 3: Vysledky test normality pro fadu vynosi

Tabulka 3 ukazuje testy normality popsané v kapitole 2.2, které neprokazuji normalitu vynostu. Odlisnost od nor-
mélniho rozdéleni ukazuje také tabulka 2, kde sikmost a $pic¢atost vychazi odlisné od normélniho rozdéleni (a to

i v dil¢ich rocih), které mé Sikmost rovnu nule a Spicatost rovnu t¥em.

type
kernel (gaussian)

~ Teoretical normal

40-

Density

20-

. \
il
' m
...iIII|||| ||||III..= .

Data(LogProfit)

Obr. 11: Histogram vymnosii, gaussovsky jadrovy odhad hustoty rozdéleni a teoretické normalni rozdéleni®?

3273kladni informace o odhadech jadrovych hustot lze nalézt napi. v disertaéni praci Mgr. Martina Rezace, Ph.D., dostupné z:
http://is.muni.cz/th/20411/prif_d/disertace.pdf nebo také v diplomové praci Karoliny Mladé, dostupné z: http://is.muni.
cz/th/270467/prif_m/diplomkaMlada.pdf.
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Na predchozim obrazku je pak histogram vynost a odhadnuté rozdéleni vynost pomoci gaussovského jadro-
vého odhadu a také teoretické normalni rozdéleni s parametry odhadnutymi z dat vynost. Z tohoto porovnani
jsou patrné vlastnosti finan¢nich ¢asovych fad popsané v kapitole 2.2.

3 na obrazku 11 ukazuje vétsi Spicatost oproti normélnimu rozdéleni a t&zké konce®*, které uka-

Histogram?
zuje také Q-Q graf na nasledujicim obrazku 12. Tyto obrazky a tabulky demonstruji, jak se data vynosa lisi
od normalniho rozdéleni s odhadnutymi parametry stfedni hodnoty a rozptylu z dat vynosti, ale také indikuji

pouziti modeld volatility.
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Obr. 12: Q-Q graf vynost
R code:

1 # Testy normality

2 x = LogProfit

2

]

4 TSstat = FinTS.stats(x); TSstat

5 LLT = lillie.test(x); LLT

6  SWT = shapiro.test(x); SWT

7 JBT = jarque.bera.test(x); JBT

8

9 # Grafické testy normality logaritmd vynosu (LogProfit)
10
11 # Jadrovy odhad distribucni funkce
12 source(’.//functions//NKH.r’)
13 G = NKH(LogProfit)
14 print(G)
15
16 # QQ graf logaritmu vynosi
17 source(’.//functions//QQplot.r’)
18 G = QQplot(LogProfit)

Ne}

print(G)

33Cetnosti histogramu vyplyvaji z funkce v R. Zde je implementovano rule-of-thumb (pravidlo palce) pro volbu $iiky pasma
gaussovského jadrového odhadu hustoty. (Silvermanovo ”pravidlo”, Silverman (1986, strana 48, kapitola (3.31))).
34Nebo také tlusté konce, anglicky: heavy tails, fat tails.
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6.3 Faze 1: Odhad dtroviiového modelu

V dalsich ¢astech jiz zac¢ina samotné modelovani casové rady, které se bude vice méné fidit podle kapitoly 3.3.
Nejprve se pokusime z dat vynost odstranit linearni zavislosti pomoci tzv. ,aroviiového modelu®. Z predcha-
zejicich obrazkil lze vidét, ze Groven casové fady se v ¢ase méni a proto lze pouzit jeden z linedrnich modelt
ARMA (p,q)??, které jsou zaloZeny na podmince, Ze se sice podminéna stiedni hodnota méni v ¢ase, podmi-
nény rozptyl je vsak konstantni, coz neodpovida realité. Tento problém lze vyfesit pravé uvazovanymi modely

v/ w2

volatility v dalsi ¢asti. Podstatnym rysem této koncepce je, ze se neméni pavodni pozadavek normality.

Opodstatnéni pouziti ARMA modelu vyplyva jiz z obrazku 10 na strané 34, kde PACF vynosi ukazuje
poruseni nekorelovanosti uz pfi k = 1 (ddle pak k = 21, 23, 27). Tento fakt lze jesté ovéfit naptiklad pomoci
Portmentau testu. Rada vynost obsahuje 1857 hodnot a pfirozeny logaritmus tohoto poétu je 7.5267. Z toho
plyne pouziti Portmentau testu pro £ = 8 korela¢nich koeficient. Vysledkem testu je p-hodnota rovna 0.04551
a to je na hranici zamitnuti (na hladiné vyznamnosti « = 5%). Hypotézu o nekorelovanosti tedy zamitdme

a pomoci ARMA modelu se pokusime zavislosti odstranit.

R code:

# Test autokorelace vynostu (LogProfit)

x = LogProfit

# Nastaveni hodnoty zpozZdéni podle vzorce log(n)
k = round(log(length(x)))

# Portmentau test — hypotéza o nekorelovanosti
6  Q = Box.test(x, lag = k, type = 'Ljung’); Q

T GO N0

R4d modelu ARMA lze uréit nékolika zpfisoby. Jednim z nich je uréeni fadu podle tvaru ACF a PACF dat

vymosti. Mozné tvary ACF a PACF a k nim uréené iady modelu jsou®¢:

e ARMA(1,0): ACF exponencialné klesé k nule, PACF méa pouze jeden vrchol na pozici 1.

e ARMA(2,0): ACF ma4 sinusovy pribéh nebo nékolik exponencidlnich poklesti, PACF mé4 vrcholy na pozi-

cich 1 a 2. Na dalsich pozicich nejsou jiz korelace.
e ARMA(0,1): ACF mé pouze jeden vrchol na pozici 1, PACF jde exponencialné k nule.

e ARMA(0,2): ACF mé dva vrcholy na pozici 1 a 2, bez dalsich korelaci, PACF m4a sinusovy prubéh,

nebo exponencidlné tlumeny pribéh.

e ARMA(1,1): ACF m4 exponencidlni pokles za¢inajici na pozici 1, PACF mé oscilujici pokles zac¢inajici

na pozici 1.

e ARMA(1,1): ACF mé4 oscilujici pokles zaé¢inajici na pozici 1, PACF mé exponenciilni pokles zac¢inajici

na pozici 1.

e ARMA(p,q): ACF pfimy nebo oscilujici pokles k nule za¢inajici na pozici q. PACF pfimy nebo oscilujici

pokles k nule zacinajici na pozici p.

Pokud se podivime na ACF a PACF na obrazku 9 a 10 (na strané 34), 1ze vidét, ze tvary téchto funkci odpovidaji
spise modelu ARMA(1,1).

35Casto je vyuzivan pouze jednoduchy model X; = p + ¢, zvlasté pak u finanénich ¢asovych fad.
36Napﬁklad zde: www.statsoft.cz/filel/PDF/newsletter/2012_07_23_ARMA.pdf.
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V nésledujici tabulce budou shrnuty vysledky odhadnutych ARMA (p,q) modelt. Pozadujeme co nejjednodussi
model, proto bude vyuzit model maximélné do fddu ARMA(1,1). Kritéria InL(p), AIC a BIC jsou spoctena
podle kapitoly 3.7.1.

model InL($) AIC BIC
ARMA(1,0) 5400.62 -10795.23 -10778.65
ARMA(0,1) 5400.78 -10795.97 -10778.97
ARMA(1,1) 5400.87 -10793.74 -10771.64

Tab. 4: Tabulka kritérii pro rizné modely typu ARMA

Podle AIC kritéria lze volit model ARMA(0,1), ktery vede k nejnizsi hodnoté AIC a stejné tak podle BIC
kritéria.

Volba kone¢ného modelu bude vsak z jiného pohledu. Protoze se kritéria jednotlivych modeld nijak vy-
znamné od sebe nelisi, mizeme vyuzit model ARMA(1,0), kvili jeho snadné interpretovatelnosti. Obecny model
ARMA(1,0) tedy vypadé takto:

Xt =p+ oXe—1 + e,

kde X; jsou vimosy, |¢| <1 ae; ~ WN(0,02) je proces bilého §umu se stiedni hodnotou 0 a rozptylem 2.

Odhady parametr modelu ARMA(1,0) jsou37:

Estimate | Std. Error | t-value | Pr(> |t|)
| -0.0007192 | 0.0003071 | -2.342 | 0.01920 *
¢ | 0.0608666 | 0.0231723 2.627 | 0.00862 **

Tab. 5: Tabulka odhadd parametrit pro ARMA(1,0) model

V predchéazejici tabulce si miizeme vSimnou, Ze parametry sice jsou statisticky vyznamné, ale dalo by se zde uva-
Zovat o pfimém pouziti modeli typu ARCH, diky neptili§ vysoké vyznamnosti parametr u tohoto konkrétniho
modelu ARMA(1,0). V tomto piipadé bylo vSak rozhodnuto o ponechini modelu ARMA(1,0), ktery by mohl

mit sva urcitd ekonomické opodstatnéni, kterd vsak v této praci nebudeme rozebirat ani podrobné zkoumat.

37Vyznamnost parametrii: ****’ pro interval (0,0.001), ***’ pro interval (0.001,0.01), ’*’ pro inteval (0.01,0.05), ’.” pro interval
(0.05,0.1), * ’ pro interval (0.1, 1).
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LogProfit - ARMA(1,0)
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Obr. 13: Rada vynosi a odhad modelu ARMA(1,0)

R code:

#ARMA model
x = LogProfit
p=

q=0

ARMAm = arma(x, order = c(p, q), include.intercept = TRUE)
summary(ARMAm)

# M = pocet_parametri+1, tj. konstanta+p+q+1
M=1+p+q+1

# AIC kriterium
ARMAmMAIC = summary(ARMAm10)8$aic

# Mazx. log—likelihood kriterium
ARMAmLLH = (summary(ARMAm10)8$aic — 2 * M) / (—2)

# BIC kriterium
ARMAmBIC = ((summary(ARMAm10)8$aic — 2xM)) + M * log(length(x))

# Priprava dat pro graf

df <— data.frame(dates = dates[(max(p,q) + 2):length(dates)],
LogP = LogProfit[(max(p,q) + 1 + lags):length(dates) — lags],
Res = ARMAmS8residuals[(max(p,q) + 1 + lags):length(dates) — lags],
arma = ARMAmS$fitted.value[(max(p,q) + 1 + lags):length(dates) — lags])

# Graf ARMA modelu
G = ggplot(df, aes(x = dates))
+ xlab(’Time’)
+ ylab(’LogProfit.—_ARMA(1,0)’)
+ geom_point(aes(y = LogP), size = 2, colour = ”#999999”)
+ geom_line(aes(y = arma), size = 1, colour = "#E69F00”)
print(G)

1
2012
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6.3.1 Test residui

Po odhadu troviiového modelu nésleduje test residui é;, které by v pfipadé, ze v modelu neni objevena podmi-
néna heteroskedasticita, mély vést k procesu gaussovského bilého Sumu. Nésledujici idaje vysledka testt nor-
mality, autokorelace a homoskedasticity pro fadu {&;} potvrzuji fakt zminény na zac¢atku kapitoly 6.3, zZe tyto

modely neuvazuji nekonstantnost rozptylu. Diky tomu je vidét poruseni predpokladu gaussovského bilého Sumu
residui ARMA modelu.

Liliefors test D =0.0734 p-value< 2.2- 10716
Shapiro-Wilk test | W = 0.9545 p-value< 2.2 - 10716
Jarqu-Bera test x%(2) = 1086.963 | p-value< 2.2 - 10~ 16

Tab. 6: Vysledky testd normality pro fadu {e;}

Testy normality residui ARMA(1,0) modelu zamitaji hypotézu o normalité dat (tabulka 6). Na grafu 14
je vidét, Ze residua maji rozdéleni Spicatéjsi a také s t€zsimi konci.

Pfi porovnédni nasledujicich obrazktt ACF a PACF residui modelu ARMA(1,0) a obrazki ACF a PACF
logaritmi vynost z kapitoly 6.1 (obrazek 9 a 10), miZzeme vidét, Ze nékteré zavislosti se podafilo odstranit.
Pro ovéfeni mizeme opét pouzit Portmanteau test z kapitoly 2.2.2. V tomto ptfipad€ vSak s modifikaci - testova
statistika Q(k) v ptipadé modelu ARMA (p,q) konverguje v distribuci k y2-rozdéleni o k — (p + ¢) stupnich
volnost, tj. ani(p +q)—rozdéleni. Tim se zahrne odhadovany pocet parametrii [2]. Podle Portmanteauova testu
(k =8—(1+0) =7), ktery davd p-hodnotu 0.2295, tak lze pfijmout hypotézu o nekorelovanosti residui
ARMA(1,0) modelu.

50—

type
kemel (gaussian)
— Teoretical normal

40-

30-

Density

20—

10—

| | 1
-0.05 0.00 0.05

Data(l ogProfit)

Obr. 14: Histogram residui, gaussovsky jadrovy odhad hustoty rozdéleni a teoretické norméalni rozdéleni
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Graph of ACF for residuals of ARMA(1,0)

1.00— Significant at the
0.95 level
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Obr. 15: ACF residui ARMA(1,0) modelu

Graph of PACF for residuals of ARMA(1,0)
0050~

Significant at the =
0.95 level

False
True

0.025—

0.000

-0.025—

Partial Autocorrelation

-0.050 -

lag

Obr. 16: PACF residui ARMA(1,0) modelu

Poslednim krokem je pak test podminéné heteroskedasticity®® pomoci ARCH-LM testu (popsany v kapitole
3.4), ktery vrati témét nulovou p-hodnotu < 2.2-10716 (x2(8) = 148.54). Zamitdme tedy hypotézu o nepiitom-

nosti podminéné heteroskedasticity.

38 Testovani tzv. ARCH efektu.
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R code:

# Test podminéné heteroskedasticity vynosi (LogProfit)
x = LogProfit

# Nastaveni hodnoty zpozZdéni podle vzorce log(n)

k = round(log(length(x)))

# Arch—LM test

AT = ArchTest(x, lags = k); AT

DU W N

6.4 Faze 2: Odhad modelu volatility

Stejné jako v predchézejici ¢asti, kde byla odstranéna ménici se troven ¢asové fady vynost, zde se budeme
zabyvat odstranénim variability z residui ARMA modelu, ktera se také v ¢ase méni. V této fazi je tedy potifeba
zvolit model volatility. Jako prvni se nabizi vyuziti modelu ARCH(q). Pouziti tohoto modelu vsak ¢asto vede
k vybéru modelu s vysokym fadem q. Proto lze vyuzit modelu volatility typu GARCH(p,q). V praxi byvaji
dasto vyuzity tyto modely s nizkym fadem. Z tohoto divodu bude pouzit model GARCH nejvyse do fadu
GARCH(2,2). K urceni fddu modelu GARCH muzeme vyuzit ACF a PACF kvadrati residui ARMA(1,0)

modelu, které jsou na nasledujicich obrazcich.

Graph of ACF for residuals"2 of ARMA(1,0)

1.00— Significant at the
0.95 level

.True

Autocorrelation

lag

Obr. 17: ACF kvadratt residui ARMA(1,0) modelu
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Graph of PACF for residuals"2 of ARMA(1,0)

Significant at the
0.95 level

False

045 True

=
=
|

0.05-

Partial Autocorrelation

0.00

-0.05-

lag
Obr. 18: PACF kvadratt residui ARMA(1,0) modelu
Predchézejici obrazky naznacuji fad modelu GARCH(1,1), avSak fad mtizeme urdit pfesn&ji pomoci hodnoty

Akaikeho (AIC) a Bayesova informacniho kritéria (BIC) a hodnoty maximalizované logaritmické vérohodnostni

funkce. Tyto hodnoty jsou uvedeny v nasledujici tabulce pro rizné p a ¢ modelu GARCH.

GARCH(1,1) GARCH(2,1) GARCH(1,2) GARCH(2.2)
Ln L(9) 5558.165 5559.668 5558.052 5559.992
AIC ~5.98617  —5.98671 —5.98497 —5.98598
BIC —5.97724 —5.97480 —5.97306 —5.97110

Tab. 7: Hodnoty maximalizované vérohodnostni funkce, AIC a BIC modeld GARCH

Podle kritéria BIC v predchazejici tabulce volime model GARCH(1,1). Podle AIC bychom volili model
GARCH(2,1) a pokud budeme dale zkoumat tento model, zjistime, Ze v tomto pfipadé mé model parame-

try a1 a ag statisticky nevyznamné (na hladiné vyznamnosti a = 5%, resp. a = 1%).

Odhad Sm. odchylka t-stat. p-hodnota

w | 1.960-1079 7.076-10"°" 2.770 0.00561 **

op | 1.883-10792  1.484.10702 1.269 0.20443

as | 3.583-10792  1.799-1079%  1.992 0.04637 *

Br | 93441070 1.145-107°2  81.579 < 2.10716 **x

Tab. 8: Odhadnuté parametry modelu GARCH(2,1)

To nam napovida k pouziti modelu GARCH(1,1), jak uz ukazuje kritérium BIC, které ma vétsi vypovidaci
schopnost nez AIC podle kapitoly 3.7.1. Volime tedy model GARCH(1,1) jako findlni model volatility. Kritéria
vSak nefikaji nic o tom, jaké pfedpoklady spliiuji residua modelu nebo jestli jsou parametry modelu statisticky

vyznamné.
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odhad sm. odch. t-stat. p-hodnota
w | 1.684-1079 5811-107°7 2.897 0.00376 **
ap | 4.792-10792  7.197-107%  6.658 2.77 - 10711 **x
By | 9.426-107°1  8.645-1079 109.027 < 2-10716 **x*

Tab. 9: Odhadnuté parametry modelu GARCH(1,1)

Podle tabulky 9 jsou parametry v poradku, vSechny jsou statisticky vyznamné a pro model maji smysl.

R code:

1 # Odhad parametri GARCH

2 GARCHm = garchFit(~ garch(1,1), data = ARMAe, include.mean = FALSE, cond.dist = "norm”)
3 # Hodnota mazimalizované logaritmické vérohodnostni funkce

4 GARCHmG@fit$llh

5 # Hodnota Akaikeho (AIC) informacéniho kriteria

6  GARCHm@fit8$ics[1]

7 # Hodnota Bayesova (BIC) informacniho kriteria

8 GARCHmG@fit8ics[2]

10 summary(GARCHm)
12 # Vsechny informace (testy residui, odhady parametri,...) jsou obsaZeny v:

13 GARCHmG@fit
14 summary(GARCHm)

6.4.1 Test residui a uprava modelu

Pro ovéfeni vhodnosti modelu GARCH(1,1) lze vyuZzit standardizovanych rezidui & = &;/V/ he, pro které by
mélo platit é ~ N(0,1). Néasledujici tabulka ukazuje, zZe model GARCH(1,1) uspél pfi modelovani volatility,
resp. testy ukézaly, Ze v fadé residui €; jiz neni podminéna heteroskedasticita prokazana.

Statistic p-Value
Jarque-Bera Test ¢ 2 448.17190 0
Shapiro-Wilk Test ¢ W 0.97587 0
Ljung-Box Test € Q(10) 10.79942  0.37336
Ljung-Box Test € Q(15) 12.24231  0.66060
Ljung-Box Test € Q(20) 15.59231  0.74157
Ljung-Box Test €2 Q(10) 4.82837 0.90234
Ljung-Box Test €2 Q(15) 8.87266 0.88408
Ljung-Box Test €2 Q(20) 9.45254 0.97705
LM Arch Test ¢ TR? 6.09475 0.91123

Tab. 10: Testy standardizovanych residui {¢} modelu GARCH(1,1)

Testy normality residui (Jarque-Bera test, Shapiro-Wilk test popsany v kapitole 2.2) vSak ukazuji nesplnéni

podminky normality. Tento fakt mizeme ilustrovat také na néasledujicim grafu histogramu residui é;.
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0.6- type
~ kermnel {gaussian)
— Teoretical normal

04-

Density

H 3 3
Data(l ogPrafit)

Obr. 19: Histogram residui modelu GARCH(1,1), gaussovsky jadrovy odhad hustoty rozdéleni a teoretické
normalni rozdéleni

v

Jak je vidét rozdéleni hodnot residui sestaveného modelu GARCH(1,1) je $picatéjsi s tézsimi konci. V tomto
pripadé by model nebyl vyhovujici a v hodné ptripadech se tento fakt prehlizi nebo je znam, ale presto se model

pouzije pro predikci.

Nyni mame tedy dvé moznosti dal§iho postupu. Bud model zamitneme a pokusime se upravit parametry,
tak aby model splnil tyto podminky3® (nebo lze pouzit tiplné jiny model) a nebo se pokusime najit jiné roz-
déleni, kterym by se residua tohoto modelu mohla Fidit. Provedeme tedy odhad modelu GARCH(1,1) znovu
s pfedpokladem Studentova t-rozdéleni (podle kapitoly 3.6).

Odhad Sm. odchylka  t-stat. p-hodnota

w | 1.240-1079  6.207-10707 1.998 0.0457 *

ap | 4.944-10792  8.985.10793 5.502 3.76- 1078 ***
By | 9.467-107°1 9.239-107%  102.466 < 210716 *xx*
v | 4.719 0.572-107%1 8.255 2.22.10716 *xxk

Tab. 11: Odhadnuté parametry modelu GARCH(1,1) s pfedpokladem Studentova t-rozdéleni pro residua {é}

R code:

1 # Odhad modelu GARCH s predpokladem studentova t—rozdélent

2 GARCHm = garchFit(~ garch(1,1), data = ARMAe, include.mean = FALSE, cond.dist = ”std”)
3 # Residua modelu

4 GARCHe = residuals(GARCHm, standardize = TRUE)

39V tomto piipadé je tato moznost vyloudena. Zadna ze zakladnich tiprav parametrtl (pfidavani, ubirani) at uz ARMA modelu
nebo GARCH modelu nevede ke zlepSeni ¢i splnéni podminek normality standardizovanych residui. Zménou pocétu parametra
(nehledé na jejich vyznamnost) dosdhneme minimdlnich zmén.
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V tomto pfipadé byl spoleéné s parametry modelu GARCH(1,1) odhadovéan také parametr v, coz je tzv. shape
parametr, ktery je odhadovan jako pocet stupfii volnosti t-rozdéleni. VSimnéme si také, Ze tento parametr

skute¢né vysel v mezich (3,6) uvedenych v kapitole 3.6.

Statistic p-Value
Ljung-Box Test ¢  @(10) 10.81694 0.37196
Ljung-Box Test ¢é Q(15) 12.29773 0.65637
Ljung-Box Test é  Q(20) 15.58943 0.74175
Ljung-Box Test €2 Q(10)  4.80247 0.90398
Ljung-Box Test ¢ (Q(15) 8.89128 0.88313
Ljung-Box Test ¢ (Q(20) 9.47362 0.97674
LM Arch Test ¢é TR? 5.97691 0.91724

Tab. 12: Testy standardizovanych residui {¢} modelu GARCH(1,1) s piedpokladem Studentova t-rozdéleni

Testy standardizovanych residui prokézaly nekorelovanost a nepiitomnost podminéné heteroskedasticity°.
Ovsem je opét nutné ovétit shodu s predpokladanym rozdélenim danych residui. Vhodnym testem je napiiklad
Kolmogoroviiv-Smirnoviv test pro rovnost distribuénich funkei (popsany v kapitole 2.2). Vysledkem K-S testu
je p-hodnota rovna 0.9133. Tedy hypotéza o tom, zZe standardizovana residua pochézeji ze studentova ¢t-rozdélenti,

s poc¢tem stupnt volnosti v = 4.87399, neni zamitnuta a model 1ze povazovat za adekvatni.

R code:

1 # Test t—rozdéelent standardizovanych residui
# Parametry

tl =0

t2=1

t3 = GARCHm@fit$coef[4]

# K—S test

ks.test(GARCHe, dstd(t1, t2, t3))

O Ut W N

40Také bychom tento fakt mohli opét ovétit graficky pomoci ACF a PACF standardizovanych residui a kvadratii téchto residui.
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Vysledek Kolmogorova-Smirnova testu jesté ilustrujeme nasledujicim obrazkem grafu odhadu hustoty stan-

dardizovanych residui a t-rozdéleni s poctem stupni volnosti 4.87399.

06- type

= kernel (gaussian)
I ‘ I milb

5 3 0 3
Data(LogProfit)

=~ Teoretical student

04-

Density

0.2-

-h‘h_—-__i

Obr. 20: Histogram residui {¢} modelu GARCH(1,1), gaussovsky jaddrovy odhad hustoty rozdéleni a teoretické
Studentovo t-rozdéleni

R code:
1 # Jadrovy odhad distribucni funkce (student)
2 source(’.//functions//NKHst.r")
3 G = NKHst(GARCHe, t1, 2, t3)
4 print(G)

6.5 Celkovy koneény model

ARMA-GARCH je koneénym modelem, kterym se rozumi klasicky linedrni model ARMA proces s podmi-
néné heteroskedstickymi inovacemi. Pfi konstrukci tohoto modelu se nejprve odhadnul dany ARMA model,

pro odstranéni linearnich zévislosti, a pro jeho residua se pouzil jeden z modelt podminéné heteroskedasticity
(GARCH).

Model ARMA(1,0)-GARCH(1,1), resp. AR(1)-GARCH(1,1) m4 tvar:

Xy =p+ X1 +e&,
&t = \/h>t6t7
hy =w+ 1?1 + Brhi_1,

kde X; jsou logaritmy vynost ceny zlata, |¢| < 1, ¢, ~ IID(0,1), w > 0, ay > 0, 81 > 0. Pod oznacenim
IID*! ndhodnych veli¢in ¢, se v tomto p¥ipadé skryva standardizované Studentovo t-rozdéleni s odhadnutym

parametrem v = 4.719 stupiit volnosti [17].

4lTndependent and Identically Distributed, tj. nezavislé a stejné rozdélené.
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Model s odhadnutymi parametry:

Conditional variance

X; =0.0007122 4 0.0608662X;_1 + &,
ét =V htgta

hy = 0.00000124 + 0.0494422 | + 0.9467h;_.

- CondVar
1 I 8e-04
1 Ge-04
N 2]
0.00075 - X pot
:g 2e-04
.’... +
.. 1 +
L ad : 4+
2']"."":' EIJILVIB 2["1'] 2|;|‘12
Time
Obr. 21: Podminény rozptyl odhadnutého modelu GARCH(1,1) a nepodminény rozptyl
R code:

Y UL W N =

[oRN

10
11
12
13
14

15

# Vykresleni podminéného rozptylu

df <— data.frame(dates = dates[(length(dates)—length(GARCHm®@h.t)+1):length(dates)],
CondVar = GARCHm®@h.t)

{
G = ggplot(df, aes(x = dates))
G = G + xlab(’Time’) 4 ylab(’Conditional_variance’)
+ geom_line(aes(y=CondVar),size = 0.5, colour = "grey”)
+ geom_point(aes(y=CondVar, colour = CondVar), size = 2)
+ scale_colour_gradient(low = ”green”, high = "red”)
+ theme(legend.justification=c(1,1), legend.position=c(1,1))
+ geom_hline(yintercept=0, color="black”)
+ geom_hline(yintercept=var(ARMAe), linetype="dashed’, color="red”)
print(G)
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6.6 Monte Carlo predpovédi

V této casti se pokusime blize analyzovat charakter pfedpovédi ¢asové fady pomoci odhadnutého modelu z pred-
chozich ¢asti a k tomu vyuzit metodu Monte Carlo. Postup aplikace této metody byl jiz popsan v kapitole 4.1.

Tento postup tedy prevedeme do jazyka R:

R code:
1 # MONTE CARLO

2 # Parametry

3 n.days = 20 # pocet odhadovanych casovych jednotek dopredu

4 t3 # odhadnuty stupen volnosti pro t—rozdélent

5 k = 1000 # pocet simulact

6

7 # Inicializace k metodé Monte Carlo

& ht=0

9 h.t = GARCHm@h.t[length(GARCHm®@h.t)] # hodnota podm. rozptylu v case t
10

11 e=0

12 e = ARMAe[length(ARMAe)] # hodnota residua ARMA modelu v case t
13

0
LogProfit[length(LogProfit)] # hodnota residua logaritmu vynosi v case t

14 logProfit
15  logProfit
16

17 i=0

18 MCsim = seq(1l:(n.days+1))

19 HT = seq(1l:(n.days+1))

20  MClogProfit = seq(1:(n.days+1))

22 # Iterace metody Monte Carlo
23 for (iin 1:k) {

24 =0

25 for (j in 1:n.days) {

26 R = runif(k); # generovani nahodneho cisla

27 MC = qt(R, df=t3);# hodnoty kvantilové funkce t—rozdélent pro simulované nahodné pravdépodobnosti
28 # stmulovany podm. rozptyl

29 h.t[j+1] = GARCHm®@fit$coef[l] + GARCHm@fit$coef[2]*(e[j]"2) + GARCHm@fit$coef[3]*h.t[j]

30 elj+1] = MCxsqrt(h.t[j+1]) # simulovane residuum ARMA modelu

31 logProfit[j+1] = ARMAmS$coef[2] + ARMAmS$coef[l]*logProfitj] + e[j+1] # simulovane logaritmy vynosi
33  # UlozZent i—té€ iterace do pom. promenné

34 MCsim = data.frame(MCsim, e)

35 HT = data.frame(HT, h.t)

36 MClogProfit = data.frame(MClogProfit, logProfit)

37}

Nasimulované predpovéd pro podminény rozptyl s odhadnutymi parametry z predchozi kapitoly a simulovand
residua ARMA modelu lze vidét na nasledujicich obrazcich, kde prvni hodnota je vZdy hodnota odhadovaného

modelu Casové fady zlata z casu t, coz je ¢as posledni znamé hodnoty casové fady cen zlata.

Déle byl nastaven pocet simulovanych hodnot na & = 1000 a pocet predpovidanych dnt na h = 20.
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Predicted conditional variance by Monte Carlo 1000 simulations for 20 days
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Obr. 22: Simulované pfedpovédi podminéného rozptylu hy na 20 dnf dopfedu pomoci metody MC

Predicted residuals of ARMA model by Monte Carlo 1000 simulations for 20 days
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Obr. 23: Simulované pfedpovédi na 20 dni pro residua é; modelu ARMA(1,0) pomoci metody MC

R code:

1 # Graf MC predpovédi pro podminény rozptyl

2 A = melt(HT, id = "HT’, variable_name = ’series’)

3 G = ggplot(A, aes(HT, value)) + geom_line(aes(colour = series))

+ theme(legend.position = ”"none”)

+ xlab(”Predicted_days”)

+ ylab(” Condtitional_variance”)

+ labs(title = paste(” Predicted_conditional_variance_by_Monte_Carlo.”, k,” _simulations_for_”, n.days,” _days”))
& print(G)

9

O Ui

10 # Graf MC predpovédi pro residua ARMA modelu analogicky
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7 predchézejicich obrazku je patrné, ze simulace metody Monte Carlo vlastné vymezuji oblast, ve které by
se mohla nova budouci data pohybovat. Toho lze vyuzit nékolika zpusoby. Zde bude uveden zptsob urceni
intervaltt pomoci empirickych kvantilovych funkci. Obecné lze kvantilovou funkci (resp. inverzni distribuéni
funkei) napsat jako:

Q(p) = F~'(p) nebo také =z, = F~*(p),

kde pro danou pravdépodobnost p lze pomoci kvantilové funkce nalézt odpovidajici hodnotu p-kvantilu z, na-
hodné veli¢iny X (tj. plati x, = F~'(p) a F(x,) = p). Inverzni funkci lze vytvofit pouze ke spojité rostouci
distribuéni funkci, resp. pro spojitd rozdéleni??. Empirické kvantilové funkce lze ziskat z n dat vzestupnym
tfidénim jejich hodnot z; a vytvorenim tzv. schodovité funkce, kde osa y pak udava hodnoty z; a osa x prav-
dépodobnost 1/n jednotlivych z;,i = 1,...,n.

R code:

1 # Empirické intervalové odhady pro simulaci predpovédi MC

2  emplnt =0

3 i=0

4 j=o0

5 Means = 0 # pro ukladani pruméru simulact v danych dnech

6 MCsiml = data.frame(days = seq(1:(n.days))) # pomocnd proménna pro graf

7

& for (i in 1:n.days){

9 P=0

10 for (j in 1:k) {
11 P[j] = MCsim[i+1, j+1]
12 MCsiml[i,j+1] = MCsim[i+1, j+1]
13 }

14 Means|i] = mean(P)
15 P = ecdf(P) # empirical cumulative distribution function
16 if (i==1) {
17 empInt = quantile(P, probs = c(seq(alpha/2, 0.5, 0.05), rev(1—seq(alpha/2, 0.5, 0.05))),
18 na.rm = FALSE, names = TRUE, type = 1)

19 }
20 else {
21 emplnt = data.frame(emplnt, empInt = quantile(P, probs = c(seq(alpha/2, 0.5, 0.05),
22 rev(l—seq(alpha/2, 0.5, 0.05))), na.rm = FALSE, names = TRUE, type = 1))
23 }
24 3}

42Pro piipady diskrétnich a smiSenych rozdéleni je t¥eba definici kvantilové funkce zobecnit: Q(p) = inf z|F(z) > p.
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Naésledujici graf ukazuje simulované hodnoty v jednotlivych dnech a 97.5%, 92.5%,..., 7.5%, 2.5% kvantily
zkonstruované pomoci empirickych kvantilovych funkci, vytvorenych vyse uvedenym postupem. Pro simulovana
data tedy byla vytvorena empirickd kvantilovd funkce v jednotlivych budoucich dnech a z téchto funkci pak

bylo mozné ziskat jednotlivé procentni meze, které tvori pfedpovédni intervaly.
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Obr. 24: Simulované hodnoty residui ARMA modelu a intervaly empirické kvantilové funkce.
R code:
1 # Priprava pro graf
2 P = names(quantile(P, probs = c(seq(alpha/2, 0.5, 0.05), rev(1—seq(alpha/2, 0.5, 0.05))),
3 na.rm = FALSE, names = TRUE, type = 1))
4
5 emplnt = melt(emplnt);
6  emplnt = data.frame(day = rep(seq(l:n.days), each = length(P)), quantiles = rep(P, n.days), emplnt)
7 names(emplnt) = c(”days”, ”percentage”, ”variable”, " Quantiles”)
8

9 # Graf empirickych intervali vytvorenych simulacemi
10 A = melt(MCsiml, id = ’days’, variable_name="’series’)
11 G = ggplot(data = A, aes(days, value, group = series))

12 + geom_point(col = ”black”, alpha = 0.3)

13 + geom_line(data = emplnt, aes(days, Quantiles, group = percentage, colour = Quantiles))
14 + scale_colour_gradient2(name = ” Values_of\n_quantiles_”,

15 midpoint = 0, low = "red”,

16 mid = "green”, high = "red”,

17 guide = ”colourbar”)

18 + theme(legend.key.height = unit(2, ”cm”))

19  print(G)
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6.6.1 Porovnani se skuteénosti

V této fazi porovname predpovédi sestavené pomoci metody Monte Carlo se skutecnosti. V projektu R nacteme
a pridame dalsi data do ¢asové fady a opét provedeme nékolik prvnich krokd, které jsou stejné jako na pocatku
zpracovani puvodni ¢asové fady. Jedna se tedy o zlogaritmovani a diferencovani nové pridanych dat, odstranéni
linedrnich zavislosti pomoci jiz odhadnutého ARMA(1,0) modelu. Tim ziskdme nova residua €441, €¢42, ..., Et4h
(resp. jejich odhady), kde h = 20.

Intervals
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80%
85%
90%
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residuals
i

Residuals
0.025
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0.015
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Obr. 25: Residua ARMA modelu a empirické intervaly spolehlivosti metody Monte Carlo.
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Obr. 26: Residua ARMA modelu a 95% intervaly spolehlivosti pomoci piikazu predict.
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Predchéazejici graf na obrazku 25 ukazuje, jak dobfe metoda Monte Carlo vymezila pfedpovédni oblast pro sku-
tecné hodnoty. Pro porovnani pak graf na obrazku 26 ukazuje pfedpovédni interval sestaveny pomoci prikazu

predict, ktery uziva metodu pifedpovédi popsanou v kapitole 3.8.

R code:
1 # Priprava novych dat pro srovnani predikce
2
3 # Nacteni dat s pridanymi hodnotami (+20 dnt)
4 data2 <— read.csv(file = "goldPred.csv”, head = FALSE, sep = ”;”)
5

6 # Rozdéleni dat do skupin
dates2 = rev(as.Date(data28V1, format = ”%d.%m.%Y"))
serie2 = rev(data2$V2)

10 # Prevod na stacionarni ¢asovou tadu

11 logSerie2 = log(serie2) # logaritmy dat

12 lags2 = 1 # nastaveni Tadu diference

13 LogProfit2 = diff(logSerie2, lag = lags2) # logaritmy vynosi

15 # Urcent residui ARMAe pomoct jiz odhadnutého modelu ARMA pro dalsi doplnénd data
16 model =0

17 i=0
18 a =100 # pocet poslednich znamych dat
19

20 # Priprava pro Graf Predict
21  for (i in 2:length(LogProfit2)) {
22 model[i] = ARMAmS$coef[2] + ARMAm$coef[1] * LogProfit2[i]

}
24 ARMAePred = LogProfit2[(max(p,q)+1):length(LogProfit2)] — model[l:(length(model)—1)]
25 K = ARMAePred[(length(ARMAePred)—(a+n.days)):length(ARMAePred)] # vybéer pouze poslednich a+n.days dat

27 # Graf predpovédi pomoci "predict” + porovnani se skutecnosti

28 m = seq(1l:(a+n.days))

29 predict(GARCHm, n.ahead = n.days, plot = TRUE, mse = ”"cond”, nx = a, conf = (1—alpha))
30 lines(K[2:(a+n.days+1)])

31 points(K[2:(a+1)], col = "black”, pch = 20, cex = 1.8)

32 points(m[(a+1):(a+n.days)],K[(a+2):(a+n.days+1)], col = "red”, pch = 20, cex = 2)

34 # Priprava pro Graf Monte Carlo

35 K = ARMAePred[(length(ARMAePred)—(n.days)):length(ARMAePred)] # vybér novych (n.days) hodnot residui
36 K = data.frame(days = seq(l:n.days), real = K[2:length(K)]) # ulozeni do datoveho ramce s prislusnymi dny
37 M = ARMAe[(length(ARMAe)—a):length(ARMAe)] # vybér pouze (a) poslednich hodnot residut

38 A3 = data.frame( days = rev(A$days[1l:(length(A2)=*n.days)]),

39 gr = rep(0, length(A2)*n.days),

40 residuals = rev(rep(Means, length(A2))),

41 real = rep(rev(K8$real), length(A2)),

42 Intervals = rev(rep(rev(A2), each = n.days)),

43 Intervals2 = (rep(rev(A2), each = n.days)),

44 Upper = rev(melt(Al[length(Al):((length(A1)—1)/2+2)])$value),
45 Lower = rev(melt(A1[2:((length(Al)—1)/2+41)])8$value))

46 A4 = with(A3, A3Jorder(days), ]) # serazent podle dni

47 i=0

48  for (iin 1l:a) {

49 A4 = data.frame( days = c(rep(—i+1, length(A2)), A4$days),

50 gr = c(rep(1, length(A2)), A48gr),

51 residuals = c(rep(M[length(M)—i+1], length(A2)), A48residuals),
52 real = c(rep(M[length(M)—i+1], length(A2)),A48$real),

53 Intervals = rep(levels(A48$Intervals),(length(P)+i)),

54 Intervals2 = rev(rep(levels(A48$Intervals2), (length(P)+i))),
55 Upper = c(rep(M[length(M)—i+1], length(A2)), A4$Upper),
56 Lower = c(rep(M[length(M)—i+1], length(A2)), A4$Lower))
57}

58

59 # Graf (A4)
60 G = ggplot(A4, aes(x = days, y = residuals))

61 + geom_ribbon(aes(ymin = Lower, ymax = Upper, fill = Intervals,

62 group = Intervals2), alpha = 0.25)

63 + geom_line(aes(days, real), col = ”black”)

64 + geom_point(aes(days, real, colour = abs(real)), size = 3)

65 + scale_colour_gradient(name = ”Residuals”, low = ”black”, high = "red” )

66  print(G)



6: Aplikacni cast

P#i porovnani predeslych obrazku 25 a 26, které ukazuji poslednich 100 + 20 hodnot residui ARMA modelu
zpracované casové fady, lze vidét, Ze 95% intervaly se u téchto dvou metod sestaveni pfedpovédi lisi. A protoZe
piikaz predict neumi vykreslit graf s vice intervaly, podivejme se na porovnéani vSech pfedpovédnich intervali

danych metod v jiném grafu.

Comparison of methods for estimating intervals
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Obr. 27: Graf odhadi intervalti metody MC (Gervené) a pomoci piikazu predict (modfe)
R code:

1 # Porovndnt predikénich metod pro danou simulaci

2 # Nacétent dat (data simulace byla upravena v excelu a znovu nactena — v priloze na CD)

3 intervals <— read.csv(file = intervals.csv”, head = TRUE, sep = ;")

5 # Graf empirickych intervali

6  GA = ggplot(intervals, aes(x = days, y = lowerInterval2, group = Intervals))

7 + scale_shape_identity()

8 + geom_line(col = "red”)

9 + geom_point(aes(shape = 25), fill = "red”, size = 4)
10 + geom_line(aes(y = upperlnterval2), col = "red”)
11 + geom_point(aes(y = upperInterval2, shape = 24), fill = ”red”, size = 4)

12 + geom_line(aes(y = lowerInterval), col = "blue”)

13 + geom_point(aes(y = lowerInterval, shape = 25), fill = ”blue”, size = 3)
14 + geom_line(aes(y = upperlnterval), col = ”blue”)
15 + geom_point(aes(y = upperlnterval, shape = 24), fill = ”blue”, size = 3)

16 print(GA)

7Z predchoziho grafu vidime jasné rozdily mezi vysledky odhadu predpovédnich intervalovych mezi obou metod.
Graf tedy ukazuje jak velké oblasti pokryvaji jednotlivé pasy obou metod pii dané o = 5%, 10%), ..., 50%. Z tohoto
grafu vsak pomeérné tézko posoudime konkrétni rozdily pfi dané a. Lepsi interpretaci umozni nasledujici grafy.
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Variances
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Obr. 28: Graf odchylek mezi hornimy hranicemi intervalovych pasi danych metod
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Obr. 29: Graf odchylek mezi dolnimi hranicemi intervalovych pasi danych metod

R code:

1 # Graf odchylek mezi danymi metodamy intervalovych odhadi

2 G = ggplot(intervals, aes(x = days, y = varUpper, group = Intervals))
3 + scale_shape_identity()

4 + geom_line(col = "red”)

5 + geom_point(size = 3)

6 + geom_text(aes(x = days+0.4, label = Intervals), size = 3)
7  print(G)

20
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Predchozi graf 28 ukazuje odchylky mezi jednotlivymi hornimi hranicemi past intervalovych odhadt. Naopak
graf 29 ukazuje odchylky mezi dolnimi hranicemi past intervalovych odhadi. Pokud se zaméfime na odchylky,
které jsou v grafu nulové, resp. blizké nule, muZzeme urcit pro jaké pravdépodobnostni pasy davaji obé metody
podobné vysledky. Pokud je odchylka kladné, pak metoda Metoda Carlo dava vétsi horni hranici a tedy Sirsi
intervalovy pas. Pro zapornou odchylku plati, ze metoda Monte Carlo dava niz$i horni hranici a tedy uzsi
intervalovy pas pro predikci. Pro dolni intervalovou hranici to plati zdrcadlove, zaporna odchylka iika, ze metoda
Monte Carlo dava sirsi pas a kladné odchylka uzsi pas pro dané pravdépodobnosti. Pokud se podivame na pasy
v Gase t + 1, pak je z grafti odchylek patrné, Ze obé metody davaji podobné vysledky pro 85% péas v horni
hranici intervalového odhadu a pro 90% pas v dolni hranici intevalového odhadu. Cim delsi je piedpovéd, tim se
hodnoty intervalovych pastt obou metod potkavaji v uzsich pravdépodobnostnich pasech. V case t 4+ 20 jsou

hodnoty intervalovych odhadt podobné p¥i 75% pravdépodobnosti horni i dolni hranice pfedpovédnich péasti.

V tomto ptipadé si v8ak uvédomme, ze tyto vysledky plati pro danou simulaci metody Monte Carlo.
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7 Zavér

Cilem mé diplomové prace bylo stru¢né popsat zakladni charakteristiku financ¢nich ¢asovych fad, modeld typu
ARCH a popis aplikace téchto modeld, které jsou vyuzity v aplikacni ¢asti. Pfed zpracovanim aplikacni ¢asti
jsem si vybral konkrétni ¢asovou fadu ceny zlata, na kterou jsem aplikoval uvedené postupy a metody k ziskani
vysledkt ke vSem ciltim této prace. Déle jsem si vybral software Project R, ktery jsem s jeho vlastnostmi také
popsal v teoretické ¢asti. V tomto softwaru jsem zpracoval vSechny postupy a metody aplikac¢ni ¢asti a zaroven

jsem ho také pouzil pro zpracovani a interpretaci vysledkt.

V aplikacéni c¢asti jsem strucné popsal charakteristiku casové fady ceny zlata za obdobi 9.2.2005 - 31.10.2012
a provedl predzpracovani dat jako pfipravu pro modelovani této casové rady, ze kterého vysly najevo nékteré
typické vlastnosti financnich ¢asovych fad. Prvnim krokem pii modelovani této fady bylo stanoveni Groviiového
modelu ARMA, druhym krokem stanoveni modelu GARCH pro residua modelu ARMA. Pri aplikaci téchto
modelti jsem postupoval podle znamych metod popsanych v textu prace, kde jsou popsany i postupy pro vybér
a ovéreni modelt. Vysledkem zpracované financ¢ni fady ceny zlata je, ze tuto fadu lze modelovat pomoci modelu
ARMA(1,0)-GARCH(1,1).

Dalsim cilem této prace bylo uréeni predpovédi pro zvolenou ¢asovou fadu a k tomuto cili vyuzit metodu Monte
Carlo. Zékladni princip této metody jsem také popsal v teoretické ¢asti a zaroven nastinil jakym zptisobem je
tuto metodu mozné vyuzit k predpovédim pt¥i modelovani ¢asové fady pomoci modelt typu ARCH. Predpovédni
intervaly sestavené pomoci metody Monte Carlo pro ¢asovou fadu ceny zlata jsou uvedeny v posledni ¢asti této
prace a jsou porovnany se skuteénymi hodnotami, pro které byly predpovédni intervaly odhadovany. Toto
porovnani ukézalo, jak dobfe dokaze tato metoda odhadnout predpovédi, ale také jak dobie byl celkovy model
pro ¢asovou fadu odhadnut. Nové skutec¢né hodnoty nejsou nijak vyznamné vychyleny z predpovédnich intervalt
sestavenych pomoci metody Monte Carlo a mtzeme tak tvrdit, ze sestaveny model a metodu odhadu prepovedi

Ize v tomto pripadé vyuzit k dalsimu pfedpovézeni vyvoje Casové Ffady ceny zlata.

V této casti bych chtél také ohodnotit software Project R, ktery jsem si vybral a timto zpusobem také
otestoval jeho vyuziti k modelovani finan¢nich ¢asovych fad. Pomoci tohoto software je moZzné pomérné snadno
pripravit model pro urcitou ¢asovou fadu. Vysledky lze jednoduchym zpisobem ziskat pomoci fady piikazt
a funkci, ale také mnoha manualia a rad, které lze snadno ziskat z jiz vytvorené komunity okolo tohoto softwaru.
Project R také slouzi jako dobry a pékny néastroj pro interpretaci vysledkt ve formé grafii, které lze naprosto

jakkoliv naprogramovat a nadefinovat podle predstav kazdého uzivatele.

Zpisob1, jak fesit modelovani ¢asovych fad je obecné mnoho a proto tato prace obsahuje mnoho potencidlu
k dalsimu rozsifeni ¢i zkoumani. Naptiklad by bylo mozné zkoumat a vyuzit nékteré nelineadrni modely volatility
a porovnat vysledky s linedrnimi modely volatility. Pomérné uziteénym rozsifenim by bylo zkoumaéni stability
parametrii danych modeli pro ¢asovou fadu ceny zlata nebo také citlivosti vysledki na zménu poctu simulaci
u metody Monte Carlo. Dalsim rozsitenim prace by také mohlo byt zpracovani dalsich jinych typt predpovédi

a porovnani vysledki s predpovédmi pomoci metody Monte Carlo.
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A: Prilohy obsazené na CD

A Prilohy obsazené na CD

P1 DPFIS_PAKOSTA_A10N0162P.pdf - soubor s kompletnim textem diplomové prace v elektronické podobé.
P2 DATA - slozka obsahujici vSechna pouzitd data.
P3 R - slozka obsahujici vsechny zdrojové soubory, které obsahuji celé zpracovani ¢asové fady v projektu R.

P4 LATEX - slozka obsahujici zdrojovy kéd textu prace v IIEXu.



B: Prilohy tisténé

B Prilohy tisténé
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Obr. 30: Graf historické stfedni hodnoty logaritmi vynosu ¢asové fady ceny zlata
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Obr. 31: Graf historického rozptylu hodnoty logaritmi vynosi ¢asové fady ceny zlata



